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Valor absoluto em corpos

Valor absoluto em corpos

De�nição

Seja K um corpo. Dizemos que uma aplicação

| · | : K −→ R,

é um valor absoluto em K se satisfaz as seguintes condições:

(i) |x | ≥ 0 e |x | = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) |xy | = |x ||y | para todos os x , y ∈ K ;

(iii) |x + y | ≤ |x |+ |y | para todos os x , y ∈ K .

Exemplo

Valor absoluto trivial em K : |x | =
{

1, se x 6= 0;
0, se x = 0.
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Valor absoluto em corpos

Exemplo

Valor absoluto usual no corpo dos números reais R:

|x | =
{

x , se x ≥ 0;
−x , se x < 0.

Exemplo

Valor absoluto usual no corpo dos números complexos C:

|a+ bi | =
√
a2 + b2
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De�nição

Um valor absoluto | · | em um corpo K é dito não-arquimediano se

satizfaz a seguinte propriedade para todos x , y ∈ K

|x + y | ≤ max{|x |, |y |}. (1)

Nota
Note que (1) implica a desigualdade triangular.

Proposição

Um valor absoluto | · | em um corpo K é não-arquimediano se e

somente se {n · 1 | n ∈ N} é limitado em K .

|n · 1| = |1+ 1+ . . .+ 1| ≤ max{|1|} = 1.
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Valor absoluto em corpos

Seja p um número natural primo qualquer. Se x é um número

racional diferente de zero, então podemos escrever x de maneira

única da seguinte forma:

x = pα
a

b
, com

a

b
∈ Q \ {0}, p - ab e α ∈ Z.

Para qualquer x ∈ Q, de�nimos:

|x |p =

{
0, se x = 0;
e−α, se x 6= 0.

A aplicação | · |p é um valor absoluto não-arquimediano em Q, que

é chamado de valor absoluto p-ádico.
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Valor absoluto em corpos

Veri�cação:

Sejam x = pα
a

b
e y = pβ

c

d
racionais diferentes de zero.

(ii) |xy |p = |pα+β ac

bd
|p = e−α−β = e−α · e−β = |x |p · |y |p.

(iii) Suponhamos que |x |p ≤ |y |p, isto é, α ≥ β.

|x + y |p = |p
β(pα−βad + bc)

bd
|p = e−β−k ,

onde k é maior potência de p que divide pα−βad + bc . Segue que

|x + y |p ≤ e−β = |y |p = max{|x |p, |y |p}.
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Topologia

Proposição

Seja K um corpo e | · | um valor absoluto em K . Considere a

aplicação:

d : K × K 7−→ R;
(x , y) 7−→ d(x , y) := |x − y |.

A aplicação d tem as seguintes propriedades para x , y e z ∈ K :

(i) d(x , y) ≥ 0, e d(x , y) = 0 se e somente se, x = y ;

(ii) d(x , y) = d(y , x);

(iii) d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z). (Desigualdade triangular)

Portanto, o valor absoluto induz uma métrica no corpo.
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Topologia

De�nição

Dois valores absolutos são ditos equivalentes se as respectivas

métricas induzidas são equivalentes.

Proposição

Se p e q são primos distintos, então os valores absolutos p-ádicos
| · |p e | · |q não são equivalentes.

| pqn |p = e−1 e | pqn |q = en ⇒ Bp(0, 1) * Bq(0, r).

Teorema (Ostrowski, 1916)

Todo valor absoluto não trivial em Q é equivalente ao valor

absoluto usual ou ao valor absoluto p-ádico para algum primo p.
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Corpos P-ádicos

Completamento

Seja (M, d) um espaço métrico e (xn) uma sequência em M.

De�nição

Dizemos que (xn) converge para a ∈ M se lim d(xn, a) = 0.

Denotamos por (xn)→ a.

De�nição

Dizemos que (xn) é uma sequência de Cauchy se dado ε > 0, existe

N > 0 tal que se n,m > N, então d(xn, xm) < ε.

De�nição

(M, d) é dito completo quando toda sequência de Cauchy é

convergente.
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Corpos P-ádicos

De�nição

O completamento de Q com respeito ao valor absoluto p-ádico é o

corpo de números p-ádicos, que denotamos por Qp.

Proposição

Seja (K , | · |) um corpo completo não-arquimediano e seja (an) uma

sequência em K . Então a série
∑

an converge se e somente se

(an)→ 0.

|sm − sn| = |am + . . .+ an+1| ≤ max{|an|} → 0.

Proposição

Todo x ∈ Q×p se escreve de maneira única da forma
∑∞

i=k aip
i ,

onde k = − ln |x |p e 0 ≤ ai < p.
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Valorização

Valorização
Seja K um corpo com um valor absoluto | · | e seja ∞ um símbolo

tal que∞ > γ, e∞ =∞+∞ =∞+γ = γ+∞ para todo γ ∈ R.
A aplicação v : K → R ∪ {∞}, de�nida por

v(x) =

{
− ln |x |, se x 6= 0;
∞, se x = 0,

satisfaz para todo x , y ∈ K :

(i) v(x) =∞ se e somente se x = 0;

(ii) v(xy) = v(x) + v(y);

(iii) v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)).

Um aplicação v : K → R ∪ {∞} satisfazendo (i), (ii) e (iii) acima

é dita uma valorização.

Se v é uma valorização em K então |x | = e−v(x) de�ne um valor

absoluto em K .
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Valorização

Anel de valorização e corpo de resíduos

Seja K um corpo com uma valorização v . Então

V = {x ∈ F | v(x) ≥ 0} é um subanel de K ,

que é chamado de anel de valorização e

M = {x ∈ F | v(x) > 0} é um ideal maximal de V .

O anel quociente F = V /M é chamado de corpo de resíduos.

No caso em que K = Q ou Qp e v é valorização p-ádica, temos que

o corpo de resíduos Vp/Mp é o corpo �nito com p elementos Fp.
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Valorização

Lema de Hensel

Teorema
Seja (K , v ,V ,M,K ) um corpo valorizado completo. Seja f ∈ V [X ]
e a0 ∈ V tal que

v(f (a0)) > 2v(f ′(a0)).

Então existe a ∈ V tal que f (a) = 0 e a = a0 em K .

Corolário
Seja (K , v ,V ,M,K ) um corpo valorizado completo. Seja

f ∈ V [X ]. Suponhamos que f tem uma raíz simples a0 ∈ K . Então

existe a ∈ V tal que f (a) = 0 e a = a0.
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Valorização

Exemplo

Resolver a equação X 2 + 1 = 0 em Q5.

Note que g(X ) = X 2 + 1 ∈ V5[X ].

Projetamos g(X ) = X 2 + 1 ∈ F5[X ].

Como 2 ∈ F5 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel,

existe a ∈ V5 tal que g(a) = 0 e a = 2

a = 2+ a15+ a25
2 + a35

3 + . . .
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Princípio local-global

Princípio local-global de Hasse

Teorema
Seja f (X1, . . . ,Xn) = a1X

2

1
+ . . .+ anX

2
n uma forma quadrática

com coe�cientes em Q. Então f (X1, . . . ,Xn) = 0 tem solução não

trivial em Q se e somente se f (X1, . . . ,Xn) = 0 tem solução não

trivial em R e em Qp para cada primo p.
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Princípio local-global

Exemplo

f (X1,X2,X3) = 5X 2

1
+ 7X 2

2
− 13X 2

3
= 0.

I R,

(X1,X2,X3) =
(
1, 0,

√
5

13

)
.

I Q5,

Em F5, temos

f = 7X 2

2 − 13X 2

3 = 2X 2

2 + 2X 2

3 ,

que tem solução X2 = 2, X3 = 1. Considere o polinômio

g(X ) = 7X 2 − 13 ∈ V5[X ].

Como 2 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel, existe

a ∈ V5 tal que g(a) = 0 e a = 2. Segue que

f (0, a, 1) = 7a2 − 13 = 0.
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Exemplo

f (X1,X2,X3) = 5X 2

1
+ 7X 2

2
− 13X 2

3
= 0.

I R,

(X1,X2,X3) =
(
1, 0,

√
5

13

)
.

I Q5,

Em F5, temos

f = 7X 2

2 − 13X 2

3 = 2X 2

2 + 2X 2

3 ,

que tem solução X2 = 2, X3 = 1. Considere o polinômio

g(X ) = 7X 2 − 13 ∈ V5[X ].

Como 2 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel, existe

a ∈ V5 tal que g(a) = 0 e a = 2. Segue que

f (0, a, 1) = 7a2 − 13 = 0.
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Exemplo

f (X1,X2,X3) = 5X 2

1
+ 7X 2

2
− 13X 2

3
= 0.

I R,

(X1,X2,X3) =
(
1, 0,

√
5

13

)
.

I Q5,

Em F5, temos

f = 7X 2

2 − 13X 2

3 = 2X 2

2 + 2X 2

3 ,

que tem solução X2 = 2, X3 = 1. Considere o polinômio

g(X ) = 7X 2 − 13 ∈ V5[X ].

Como 2 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel, existe

a ∈ V5 tal que g(a) = 0 e a = 2. Segue que

f (0, a, 1) = 7a2 − 13 = 0.
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I Q7,

Em F7, temos

f = 5X 2

1 − 13X 2

3 = 5X 2

1 + X 2

3 ,

que tem solução X2 = 2, X3 = 1. Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 − 13 ∈ V7[X ].

Como 2 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel, existe

a ∈ V7 tal que g(a) = 0 e a = 2. Segue que

f (a, 0, 1) = 5a2 − 13 = 0.
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I Q13,

Em F13, temos

f = 5X 2

1 + 7X 2

2 ,

que tem solução X2 = 3, X3 = 1. Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 + 7 ∈ V13[X ].

Como 3 é raíz simples de g , então pelo Lema de Hensel, existe

a ∈ V13 tal que g(a) = 0 e a = 3. Segue que

f (a, 1, 0) = 5a2 + 7 = 0.
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I Q2,

Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 − 13 ∈ V2[X ].

Note que g(1) = −8, logo v2(g(1)) = 3.

Por outro lado, g ′(1) = 10, logo v2(g
′(1)) = 1.

Como v2(g(1)) > 2v2(g
′(1)), segue pelo Lema de Hensel que

existe a ∈ V2 tal que g(a) = 0 e a = 1. Segue que

f (a, 0, 1) = 5a2 − 13 = 0.
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I Qp, p 6= 2, 5, 7, 13.

Lema
Seja f (X1, . . . ,Xn) = a1X

2

1
+ . . .+ anX

2
n uma forma quadrática

com coe�cientes em um corpo �nito Fq. Se n ≥ 3, então

f (X1, . . . ,Xn) = 0 tem solução não trivial em Fq.

Em Fp a equação

5X 2

1 + 7X 2

2 − 13X 2

3 = 0

tem solução não trivial, digamos (a, b, c). Suponhamos que a 6= 0,

isto é, p não divide a. Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 + 7b2 − 13c2 ∈ Vp[X ].

Note que g(a) ∈ Mp, isto é, vp(g(a)) > 0. Por outro lado,

g ′(a) = 10a, o que implica vp(g
′(a)) = 0.
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I Qp, p 6= 2, 5, 7, 13.

Lema
Seja f (X1, . . . ,Xn) = a1X

2

1
+ . . .+ anX

2
n uma forma quadrática

com coe�cientes em um corpo �nito Fq. Se n ≥ 3, então

f (X1, . . . ,Xn) = 0 tem solução não trivial em Fq.

Em Fp a equação

5X 2

1 + 7X 2

2 − 13X 2

3 = 0

tem solução não trivial, digamos (a, b, c). Suponhamos que a 6= 0,

isto é, p não divide a. Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 + 7b2 − 13c2 ∈ Vp[X ].

Note que g(a) ∈ Mp, isto é, vp(g(a)) > 0. Por outro lado,

g ′(a) = 10a, o que implica vp(g
′(a)) = 0.
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I Qp, p 6= 2, 5, 7, 13.

Lema
Seja f (X1, . . . ,Xn) = a1X

2

1
+ . . .+ anX

2
n uma forma quadrática

com coe�cientes em um corpo �nito Fq. Se n ≥ 3, então

f (X1, . . . ,Xn) = 0 tem solução não trivial em Fq.

Em Fp a equação

5X 2

1 + 7X 2

2 − 13X 2

3 = 0

tem solução não trivial, digamos (a, b, c). Suponhamos que a 6= 0,

isto é, p não divide a. Considere o polinômio

g(X ) = 5X 2 + 7b2 − 13c2 ∈ Vp[X ].

Note que g(a) ∈ Mp, isto é, vp(g(a)) > 0. Por outro lado,

g ′(a) = 10a, o que implica vp(g
′(a)) = 0.
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Como vp(g(a)) > 2vp(g
′(a)), segue pelo Lema de Hensel que

existe α ∈ Vp tal que g(a) = 0 e α = a.
Segue que

f (α, b, c) = 5α2 + 7b2 − 13c2 = 0.

Portanto, como a equação

5X 2

1 + 7X 2

2 − 13X 2

3 = 0

tem solução não trivial em R e em Qp para todo primo p, esta tem

solução não trivial em Q.
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Como vp(g(a)) > 2vp(g
′(a)), segue pelo Lema de Hensel que

existe α ∈ Vp tal que g(a) = 0 e α = a.
Segue que

f (α, b, c) = 5α2 + 7b2 − 13c2 = 0.

Portanto, como a equação

5X 2

1 + 7X 2

2 − 13X 2

3 = 0

tem solução não trivial em R e em Qp para todo primo p, esta tem

solução não trivial em Q.
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Obrigado!

Maurício de Araujo Ferreira - UEFS VII Bienal da SBM - UFAL

Resolvendo equações em corpos p-ádicos


