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NUmeros irracionais

@ Os numeros irracionais no Ensino Basico:

Geometria e Equagdes no 82 ano do Ensino Fundamental.
Funcbes Reais e Geometria Espacial no 12 ano do Ensino Médio.
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NUmeros irracionais

@ Os numeros irracionais no Ensino Basico:

Geometria e Equagdes no 82 ano do Ensino Fundamental.
Funcbes Reais e Geometria Espacial no 12 ano do Ensino Médio.

@ Dificuldades em se ensinar e se aprender o assunto:
Ferreira e Barros, Ripoll, Pasquini, Pommer, Santos, Souto.
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NUmeros irracionais

@ Os numeros irracionais no Ensino Basico:

Geometria e Equagdes no 82 ano do Ensino Fundamental.
Funcbes Reais e Geometria Espacial no 12 ano do Ensino Médio.

@ Dificuldades em se ensinar e se aprender o assunto:
Ferreira e Barros, Ripoll, Pasquini, Pommer, Santos, Souto.

@ Erro frenquente: “r é 3,14" e “v/3 é 1,73”
E o que se se faz, no final, no calculo de comprimentos, areas e
volumes.
O aluno nao se depara com situacdes onde ele precisa usar o fato
de que 7 e v/3 s&o numeros irracionais.
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NUmeros irracionais

“Se a razdo entre a circunferéncia de um circulo e seu
diametro fosse escrita com 35 casas decimais, isto seria
suficiente para determinar toda a circunferéncia do universo
visivel com um erro ndo maior do que o menor comprimento
visivel no mais potente microscopio.”

Simon Newcomb (1882)

em Logarithmic and Other Mathematical Tables:
with Examples of Their Use and Hints
On The Art of Computation
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NUmeros irracionais

NOSSA PROPOSTA

Em vez de relacionar nimeros irracionais com cdalculos
de perimetros, dreas e volumes ou solugdes de equagdes
como costumam fazer muitos livros diddticos, neste
minicurso procuramos dar um enfoque diferente aos ndmeros
irracionais: apresentamos exemplos onde algo interessante
e ndo Obvio acontece porque um determinado ndmero é
irracional.
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NuUmeros Irracionais e Geoplanos
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Geoplanos

<https://itunes.apple.com/en/app/geoboard-by-math-learning/id519896952 >

VIl Bienal da SBM


https://itunes.apple.com/en/app/geoboard-by-math-learning/id519896952

Jogo da classificacao dos tridangulos

Quem quer jogar?

Placar: 0

Verificar minha respostal

Desafio 1 de 11: formar um tridngulo isésceles!

<www.uff.br/cdme/jct/>
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Triangulos na malha quadrada

Faltou algum tipo especial de triangulo?

@

O poligono € um tridngulo escaleno!

O poligono & um tridngulo acutangulo!

<http://www.geogebratube.org/student/m39903 ?mobile=true >
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas).
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura).

Y
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d L
E c Bbﬁ
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sac = Sepcr — (Serc + Saes + Sapc) v

D f )
e 4
A

a

/4
il 12
E c B b F
T
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sac = Sepcr — (Serc + Saes + Sapc) ¥
U D f C
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
l a
d L
E c B b F
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sasc = Sepcr — (Serc + Saes + Sanc) ¥
U D f C
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
y e
(?\/3=4af —2(ab+ cd + ef) 4| ¢
E c B b F
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sasc = Sepcr — (Serc + Saes + Sanc) ¥
¢ D f (o}
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
J AC
(?\/3=4af —2(ab+ cd + ef) 4| ¢
\U( E c B b F
\6:4af—2(alz2+cd+ef). .
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sasc = Sepcr — (Serc + Saes + Sanc) ¥
¢ D f (o}
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
J AC
(?\/3=4af —2(ab+ cd + ef) 4| ¢
\U( E c B b F
\6:4af—2(alz2+cd+ef). .

Contradicao
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sasc = Sepcr — (Serc + Saes + Sanc) ¥
¢ D f (o}
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
J AC
(?\/3=4af —2(ab+ cd + ef) 4| ¢
\U( E c B b F
ﬁ:4af—2(a?2+cd+ef). .

Contradicéo: /3 é irracional
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via areas). Suponha, por absurdo, que tal triangulo
equilatero exista (ver figura). Entdo

Sasc = Sepcr — (Serc + Saes + Sanc) ¥
¢ D f (o}
(?\/3/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef/2) ¢ L
J AC
(?\/3=4af —2(ab+ cd + ef) 4| ¢
\U( E c B b F
\6:4af—2(alz2+cd+ef). .

é racional. -

Contradigo: /3 é irracional e #2=2(@btedrel)
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstragdo (via trigonometria).
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista.
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 3 < 90° e 8 # 30°.

Y

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

60° = a — 8 !
I

tg(60°) = tg(a — B) c

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
tridangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.
60° = a — '

\ B

V3 = 19(60°) = tg(a — )

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b 5
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

G0
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b 5
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

tg(3) = y(C)/x(C) € Q 60
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b B
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

tg(3) = y(C)/x(C) € Q 60
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b B
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

tg(3) = y(C)/x(C) € Q 60

Contradicao
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b B
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

tg(3) = y(C)/x(C) € Q Q
tg(a) = y(B)/x(B) € Q )

Contradicdo: /3 é irracional
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Teorema: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas inteiras.

Demonstracao (via trigonometria). Suponha, por absurdo, que tal
triangulo equilatero exista. Sem perda, suponha um de seus vértices
na origem (ver figura) com 0° < 5 < 90° e 8 # 30°. Seja a = 60° + 3.

Y

60°=a—p
b B
V8 =1g(60°) =tg(a — ) = = ti(%)(a)tﬂg?ﬂ) ¢

tg(3) = y(C)/x(C) € Q Q
tg(a) = y(B)/x(B) € Q )

Contradigao: v/3 é irracional e % é racional. -
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Corolario: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas racionais.
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Corolario: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas racionais.

Demonstracao.
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3 e triangulos equilateros em geoplanos

Corolario: nao existe em R? triangulo equilatero com vértices de
coordenadas racionais.

Demonstragcdo. Se, por absurdo, existisse um triangulo equilatero
com coordenadas racionais, multiplicando suas coordenadas por
um numero inteiro suficientemente grande, obteriamos um triangulo
equildtero com coordenadas inteiras, o que contradiz o teorema
anterior. -
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Tridangulos na malha isométrica

Quais tipos de triangulos podem ser construidos?

@

0 poligono & um tridngulo escaleno!

0 poli &um tridngulo acutd

<http://tube.geogebra.org/student/m228141?mobile=true>
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstracao.
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (i\/3/2,j/2), i,j€Z
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (iV/3/2,j/2), i,j€Z
Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

n
Pontos A, B, C, D, Ee F: (iv/3/2,j/2), i.jeZ |
Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (iV/3/2,j/2), i,j€Z

s
Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ v €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ (
Sasc = Scoer — (Saco + Sase + Seer) A )
d
(4
E ¢ - BbF
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (iV/3/2,j/2), i,j€Z

s
Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ v €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ (

Sasc = Scoer — (Saco + Sase + Seer) A )
4 |
(?)2 = af — (ef/2+ cd/2 + ab/2) e
E ¢ - BbF
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (iV/3/2,j/2), i,j€Z

s
Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ v €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ (

Sasc = Scoer — (Saco + Sase + Seer) A )
4 |
()2 = af — (ef /2 + cd/2 + ab/2) = (r—t)V3 | ¢
3 4
rteq B R
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (i\/3/2,j/2), i,j€Z

Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ Dy €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ 1
Sasc = Scoer — (Sacp + Sase + Sger) [
U ’
/2 = af — (ef/2+cd/2+abj2) = (r—t)V3 1 4| |
4
V3=(/2)/(r—t), riteQ LH B bR
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (i\/3/2,j/2), i,j€Z

Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ Dy €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ 1
Sasc = Scoer — (Sacp + Sase + Sger) [
U ’
/2 = af — (ef/2+cd/2+abj2) = (r—t)V3 1 4| |
4
V3=(/2)/(r—t), riteQ LH B bR

Contradicao
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (i\/3/2,j/2), i,j€Z

Medidas a, de e:  iv/3/2,comicZ Dy €
Medidas b, c e f: j/2, comjeZ 1
Sasc = Scoer — (Sacp + Sase + Sger) [
U ’
/2 = af — (ef/2+cd/2+abj2) = (r—t)V3 1 4| |
4
V3=(/2)/(r—t), riteQ LH B bR

Contradicdo: /3 é irracional
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3 e triangulos retangulos isdésceles em geoplanos

Teorema: néo existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que tal tridngulo exista (ver
figura).

y!

Pontos A, B, C, D, Ee F: (iV/3/2,j/2), i,j€Z
| S

Medidas a, de e:  iV3/2,comicZ 0 ¢

Medidas b, c e f: j/2, comjeZ ‘

Sasc = Scoer — (Sacp + Sase + Sper) | )
U 1

(?)2 = af — (ef/2 + cd/2 + abj2) = (r — t)V3 a
v
VB=(2/2)/(r—1t), riteQ B

Contradigéo: /3 é irracional e (¢£2/2)/ (r — t) é racional.

VIl Bienal da SBM
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A vinganca do triangulo equilatero

Corolario: nao existe em R? quadrado com vértices sobre os pontos
de uma malha isométrica.
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A vinganca do triangulo equilatero

Corolario: nao existe em R? quadrado com vértices sobre os pontos
de uma malha isométrica.
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Quadrilateros na malha isométrica

Quais tipos de quadrilateros podem ser construidos?

=
0 poligono & convexo!

0 poligono & simples!

0 poligono é um paralelogramo!

0 poligono é um losango!

0 poligono é uma pipa!

0 poligono é um trapézio isdsceles!

0 poligono é ortodiagonal!

0 poligono & circunscritivel!

<http://tube.geogebra.org/student/m228783 ?mobile=true>
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Tridangulos na malha cubica em R

Em R3 existe um tridngulo equilatero com vértices
de coordenadas inteiras
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Problemas de Matar

Discriminagao contra judeus nos exames orais de acesso
ao Departamento de Mecénica e Matematica
da Universidade Estadual de Moscou nas décadas de 1970 e 1980

Problem 8. Is it possible to put an equilateral triangle onto a square grid so that all
the vertices are in corners?

Fonte:
Tanya Khovanova e Alexey Radul. Killer Problems.
The American Mathematical Monthly, v. 119, n. 10, p. 815-823, 2012.
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Numeros Irracionais e Epiciclos
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Numeros Irracionais e Epiciclos

=1
~

tempo =0

Animagao = 0.02%

<http://www.geogebratube.org/student/m41370?mobile=true>
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Trajetérias periddicas

Definicao. Dizemos que uma trajetéria t — (x(t),y(t)) é periddica
com periodo T > 0 se, paratodo t € R,
x(t+ T) = x(t)
e
y(t+T)=y(t).

O menor T > 0, se existir, tal que x(t + T) = x(t) e y(t + T) = y(t)
para todo f € R, é denominado o periodo fundamental da trajetoria.
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NuUmeros irracionais e epiciclos

Teorema:
Um movimento epiciclico descreve uma trajetéria periédica se,

0

w, = 0 ou a razdo wy/wy € um namero racional caso w, # 0.
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NuUmeros irracionais e epiciclos

Teorema:
Um movimento epiciclico descreve uma trajetéria periédica se,

0

w, = 0 ou a razdo wy/wy € um namero racional caso w, # 0.

YA
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NuUmeros irracionais e epiciclos

Teorema:
Um movimento epiciclico descreve uma trajetéria periédica se,

0

w, = 0 ou a razdo wy/wy € um namero racional caso w, # 0.

YA

x(t) = ricos(wyt)+ rcos(wat),
y(t) = rsen(wit) + rasen(wot). ‘ “ W -
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Demonstragao (=)
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetéria seja periddica.
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t) e y(T+t) = y(t), para todo t € R.
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entdo que w, # 0.
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0).
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12

rnsen(wyT)+ rnsen(weT) =0
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12

I

rnsen(wyT)+ rnsen(weT) =0
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
4
r+rn—rcos(wT)
ry

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
J

r+rn—rcos(wT) rn+rn—ra
r o r

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
J

r+rn—rcos(wT) rn+rn—ra
r o r

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
U

rnsen(wyT) = —rsen(weT)
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
J

r+rn—rcos(wT) rn+rn—ra
r o r

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
I
rnsen(wyT) = —rsen(weT)

4

r2sen(wy T) = r2 sen®(wa T)
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
J

r+rn—rcos(wT) rn+rn—ra
r o r

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
I
rnsen(wyT) = —rsen(weT)

4

rilt — cos?(wi T)] = riZ[1 — cos®(we T)]
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Demonstragao (=)

Suponha que a trajetoria seja periédica. Existe entdo T > 0talque x(T+t) =
x(t)e y(T +t) = y(t), paratodo t € R. Se wo = 0, nada ha para se fazer.
Suponha entédo que w, # 0. Fazendo t = 0, obtemos que x(T) = x(0) e
y(T) = y(0). Portanto:

rycos(wyT) + rpcos(WaT) =1y + 12
J

r+rn—rcos(wT) rn+rn—ra
r o r

cos(wyT) =

rnsen(wyT)+ rsen(weT) =0
I
rnsen(wyT) = —rsen(weT)

U
2 n—+rn—ma 2 2 2
r 1-— T :r2(1—a)
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Demonstragao (=)

2
NG

n
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Demonstragao (=)

2
NG

r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
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Demonstragao (=)

2
NG

r2—(r2 413+ 138 +2nn —2rnna—2ria) = r;(1 — &)
y

—2rn+2rna+2ria=2r2
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Demonstragao (=)

2
NG

n
\
r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
!
—2rn+2rna+2ria=2r2
I

—nt+nat+ra=rnr
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Demonstragao (=)

2
NG

r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
I
—2rn+2rna+2ria=2r2
U
—n4na+na=n
I

n(a—1)=—-rn(a-1)
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Demonstragao (=)

2
NG

r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
!
—2rn+2rna+2ria=2r2
I
—nH+nra+ra=rnr
[
n(a—1)=—-rn(a-1)
I (n#-n)
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Demonstragao (=)

2
NG

r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
)
—2rn+2rna+2ria=2r2
2|8
—n+na+na=rnr
)
n(a—1)=—-rn(a-1)
Y (n#-n)
a-1=0
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Demonstragao (=)

2
? [1 SR ] (- #)

n
\
r2—(r2 + 12+ 128 +2rn, — 2rina—2ria) = r;(1 — &)
)
—2nr+2nna+2ria=2r3
4
—n+natna=n
)
rn@a-1)=-nrn(a-1)
J(n#-n)
a-1=0
\

cos(woT) =1

Para Que Servem Os Numeros irracionais?
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
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Demonstragao (=)

VIl Bienal da SBM

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z

4
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1

4
WoT =2km, ke Z
4
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I

rnsen(wyT)=0
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1

4
woT =2km, k € Z
4
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
rnsen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
woT =2km, k € Z
4
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
rnsen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0

I
W1T:q7T

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
I
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
risen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
I
wiT = qm
4
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
I
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
risen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
I
wiT = qm
4

4} Wy T
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
I
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
risen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
I
wiT = qm
4

wy wy T qr

W2_W2T_%
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
I
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
risen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
I
wiT = qm
4

wy wy T qm q

W2_W2T_%_ﬂ
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Demonstragao (=)

cos(weT) =1
4
WoT =2km, ke Z
I
rysen(wyT)+ rosen(2kn) =0
I
risen(wyT)=0
I
sen(wyT) =0
I
wiT = qm
4

72 wy T qrm q . . .
— = —— = —— = — & um numero racional.
Wo W2T 2km 2k
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.

Subcaso wy = 0.

Subcaso wy # 0.
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.

Subcaso wy = 0.
Sew;=0,entdox(t)=nrn+nrney(t)=0VteR.

Subcaso wy # 0.
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.

Subcaso wy = 0.
Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy]).
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.

Subcaso wy = 0.
Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

X(t+T) =

y(t+T) =

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = nrcos(wi(t+2n/|wq])) +rz

y(t+T) =
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.

Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro

y(t+T) =
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= rjcos(wit) + r» = x(t),
y(t+T) =
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Demonstragao (<)

CASO w, = 0.
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= rcos(wit) + ra = x(t),
y(t+T) = nrsen(wi(t+2n/|wq]))
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Demonstragao (<)

CASO w, =0
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= rjcos(wit) + r» = x(t),
y(t+T) = nrsen(wi(t+2n/|wq])) = rysen(wyt +27)
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Demonstragao (<)

CASO w, =0
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= rjcos(wit) + r» = x(t),
y(t+T) = nrsen(wi(t+2n/|wq])) = rysen(wyt +27)

= nsen(wt) = y(t).
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Demonstragao (<)

CASO w, =0
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= rjcos(wit) + r» = x(t),
y(t+T) = nrsen(wi(t+2n/|wq])) = rysen(wyt +27)

= nsen(wt) = y(t).

Logo a trajetéria do movimento epiciclico também é periddica se wy; # 0.
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Demonstragao (<)

CASO w, =0
Se w> = 0, entdo x(t) = r; cos(wyt) + ro € y(t) = r.sen(w;yt), Vt € R.
Subcaso wy = 0.

Se wy =0, entdo x(t) =ri + . e y(t) = 0, Vt € R. Em particular, a trajetéria
t— (x(1),y(t)) é periddica de periodo T, qualquer que seja T > 0.

Subcaso wy # 0.
Tome T = (27/|wy|). Entéo, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+2n/|wy]))+ ro = ricos(wit£2m)+ro
= ricos(wit) + r» = x(t),
y(t+T) = nrsen(wi(t+2n/|wq])) = rysen(wyt +27)

= nsen(wt) = y(t).

Logo a trajetéria do movimento epiciclico também é periddica se wy; # 0.
Isto encerra o caso w» = 0.
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Demonstragao (<)

CASO ws # 0.
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Demonstragao (<)

CASO ws, # 0.
Aqui, wy/wp € Q
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Demonstragao (<)

CASO w» # 0.
Aqui, wy /w, € Q, digamos, wq/w. = a/b, com ae binteiros,
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de ws.
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Demonstragao (<)

CASO ws, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2bx/ws.
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Demonstragao (<)

CASO w» # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2bxw/w,. Noteque T > 0
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) =
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wqt) — rysen(wit)sen(wy T) +
rocos(woT) cos(wat) — ro sen(wot) sen(w, T)
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wqt) — rysen(wit)sen(wy T) +
rocos(woT) cos(wat) — ro sen(wot) sen(w, T)
= rycos(wy(2bm/ws)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(wy(2br/wo)) +
ro cos(Wa(2bm /wo)) cos(wat) — r» sen(wat) sen(ws(2bm/ws))
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wit) — rysen(wyt)sen(wy T) +
rocos(woT) cos(wat) — ro sen(wot) sen(w, T)
= rycos(wy(2bm/ws)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(wy(2br/wo)) +
ro cos(Wa(2bm /wo)) cos(wat) — r» sen(wat) sen(ws(2bm/ws))
= rycos(2bm(wy/wo)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(2bm(wy/wo)) +
ro cos(2bm(wa/ws)) cos(wat) — r» sen(wot) sen(2bm(wa /wa))
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,
x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wqt) — rysen(wit)sen(wy T) +
rocos(wo T) cos(wat) — ro sen(wat)sen(we T)
= rycos(wy(2brm/wo)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(wy (2br/we)) +
ro cos(wa(2bm /wa)) cos(wat) — rp sen(wat) sen(wa(2bm/we
( ) — ry sen(wyt) sen(2bm(wy /wo
( ) (
(
(

)
)
= rycos(2br(w;y/ws))cos(w;t ) +
ro cos(2bm(wa/ws)) cos(wat) — r» sen(wot) sen(2bm(wa /wa))
= rjcos(2br(a/b))cos(w;t) — ry sen(wyt) sen(2bw(a/b)) +
r, cos(2bm) cos(wst) — r sen(wet) sen(2br)
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wqt) — rysen(wit)sen(wy T) +
rocos(woT) cos(wat) — ro sen(wot) sen(w, T)

= rycos(wy(2bm/ws)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(wy(2br/wo)) +
ro cos(Wa(2bm /wo)) cos(wat) — r» sen(wat) sen(ws(2bm/ws))

) — ry sen(wyt) sen(2bm(wy /we)) +
ro cos(2bm(wa/ws)) cos(wat) — r» sen(wot) sen(2bm(wa /wa))

(
(
= rjcos(2br(a/b))cos(w;t) — ry sen(wyt) sen(2bw(a/b)) +
ro cos(2brw) cos(wat) — ro sen(wat) sen(2br)
Ycos(wyt) — ry sen(w; t) sen(2ar) +
) cos(

os(wot) — r> sen(wat) sen(2br)

(

(

(

(

(

= rycos(2br(wq/wy))cos(wyt

(

(

(

= rcos(2ar
(

r> cos(2brw
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Demonstragao (<)

CASO w, # 0.
Aqui, wy /we € Q, digamos, wy /w. = a/b, com ae b inteiros, b com 0 mesmo
sinal de wo. Tome T = 2br/wo. Note que T > 0 e, paratodo t € R,

x(t+T) = rcos(wi(t+ T))+ rncos(we(t+T))
= rycos(wyT)cos(wqt) — rysen(wit)sen(wy T) +
rocos(woT) cos(wat) — ro sen(wot) sen(w, T)

= rycos(wy(2bm/ws)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(wy(2br/wo)) +
ro cos(Wa(2bm /wo)) cos(wat) — r» sen(wat) sen(ws(2bm/ws))

= rycos(2bm(wy/wo)) cos(wyt) — ry sen(wyt) sen(2bm(wy/wo)) +
) (2bm(wz/w2))

(
(
= rycos(2br(a/b))cos(w;t) — ry sen(wyt)sen(2br(a/b)) +
2br) cos(wat) — r> sen(wat) sen(2br)
= rjcos(2ar)cos(wyt) — ry sen(w;t) sen(2ar) +
r> cos(2br) cos(wat) — ro sen(wat) sen(2br)
= rycos(wit) + racos(wat) = x(1).

(
(
(
(
(
(
ro cos(2bm(wa /wa)) cos(wat) — > sen(wat) sen
(
r> cos(
(
(
(
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Demonstragao (<)

Argumentos analogos mostram que y(t+ T) = y(t) paratodo t € R.
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Demonstragao (<)

Argumentos analogos mostram que y(t+ T) = y(t) para todo t € R. Logo,

T=2br/wo >0 = x(t+T)=x(t)ey(t+T)=y(t),vteR.
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Demonstragao (<)

Argumentos analogos mostram que y(t+ T) = y(t) para todo t € R. Logo,
T=2br/wo >0 = x(t+T)=x(t)ey(t+T)=y(t),vteR.

Sendo assim, a trajetéria do movimento epiciclico € periodica. -
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Epiciclos, Ptolomeu e movimentos aparentes

predl et pand

J'-,\-D«‘]\hu‘r-l

we N\’ Afiat

medu talio rflexsom?

ad IV apende g

nerm hm e Alean

Livro Almagesto de Claudio Ptolomeu:
epiciclos para explicar o movimento retrégrado aparente dos planetas

<http://www.uff.br/cdme/epiciclos/epiciclos-html/epiciclos-t-01-2¢-02-br.html>
(GeoGebra)
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http://www.uff.br/cdme/epiciclos/epiciclos-html/epiciclos-t-01-2c-02-br.html

Epiciclos e Andlise de Fourier

ri cos(wy t) 4+ ro cos(wot),
ri sen(wqt) + ra sen(wat),

—N
< X
—_~
=
[l
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http://tube.geogebra.org/student/m233565?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233583?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233591?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m116478?mobile=true

Epiciclos e Andlise de Fourier

ri cos(wy t) 4+ ro cos(wot),

— i — I'W11l inf
ry sen(wyt) + r> sen(wat), 2(t) =x() +iy(t) = ne™ + e

—N
< X
—_~
=
[l
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http://tube.geogebra.org/student/m233565?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233583?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233591?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m116478?mobile=true

Epiciclos e Andlise de Fourier

{x(t) = rycos(wyt) + rp, cos(wat),

— [ — I'W11l inf
y(t) = risen(wit) + rosen(wat), 2(t) =x(t) + iy(t) = ne™ + re

E se acrescentarmos mais circulos? O que podemos desenhar?
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http://tube.geogebra.org/student/m233565?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233583?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233591?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m116478?mobile=true

Epiciclos e Andlise de Fourier

{ X(t) = n COS(W1 t) + COS(WZt)v Z(t) _ X(t) + Iy(t) =n eI'W1t + rzeiWQI

y(t) = risen(wit) + rasen(wst),

E se acrescentarmos mais circulos? O que podemos desenhar?

/\F A
N

<http://tube.geogebra.org/student/m233565 ?mobile=true >
<http://tube.geogebra.org/student/m233583 ?mobile=true >
<http://tube.geogebra.org/student/m233591 ?mobile=true >
<http://tube.geogebra.org/student/m116478?mobile=true>
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http://tube.geogebra.org/student/m233565?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233583?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m233591?mobile=true
http://tube.geogebra.org/student/m116478?mobile=true

Numeros Irracionais e Espirografos
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meros irracionais e espirégrafos
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NuUmeros irracionais e espirégrafos

Hipotrocoides
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NuUmeros irracionais e espirégrafos

Hipotrocoides
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NuUmeros irracionais e espirégrafos

Hipotrocoides

x(6) (R—r) cos(f) + d cos <H;

r€>’
r9>.

y(0)

(R—r) sen(d) — d sen (R;
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NuUmeros irracionais e espirégrafos

Epitrocoides

x(0) = (R+r)cos(f)—dcos <Hr+r0> ,

r9>.

yO) = (R+n) sen(é))—dsen('q:r

S
)

an
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NuUmeros irracionais e espirégrafos

Teorema:
hipotrocoides e epitrocoides sdo curvas periddicas

0

R/r é um numero racional.
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Numeros Irracionais e Representacoes
Decimais
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067

@ Qual é o significado de 0,257
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067

@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067
@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?

@ Qual é o significado de 0,3 = 0,333...?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067
@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?

@ Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...? Por que 0,3 = 1?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067
@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?
@ Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...? Por que 0,3 = 1?

@ Qual é o significado de 0,9 = 0,999...?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067
@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?
@ Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...? Por que 0,3 = 1?

@ Qual é o significado de 0,9 = 0,999...? Por que 0,9 = 1?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

O que é uma representacao decimal?

@ Qual é o significado de 25067

@ Qual é o significado de 0,25? Por que 0,25 = 1?

@ Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...? Por que 0,3 = 1?
@ Qual é o significado de 0,9 = 0,999...? Por que 0,9 = 1?

@ Qual é o significado de 0,1010010001...0...01...7
N——"

k zeros
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 25067
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 25067

2506 sao 2 milhares, 5 centenas, 0 dezenas e 6 unidades.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 25067

2506 sao 2 milhares, 5 centenas, 0 dezenas e 6 unidades.

2506 =2-10%+5-102+0-10' +6-10°.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

1 1
025=2-5+5
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

—2.4 1 _ 5. 10 1
025-2.1 15 1 —2.10 45 1
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

P 1 _ o5 10 1 _ 21045
025=2-75+5 700 =2 700 T2 700 = ~ 700
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

_ 1 1 _ 10 1 _ 21045 _ 25
025=2-75+5 750 =2 700 T2 700 = ~T00_— 100
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

—_

-2
-2

[6)]

_ 1 1 _ 10 1 _ 21045 _ 25 __
025=2-75+5 700 =2 700 T2 700 = ~T00_ — 100 —

N
()]
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

—_

-2
-2

[6)]

()]
FNTEN

_ 1 1 _ 10 1 _ 21045 _ 25 __
025=2-75+5 700 =2 700 T2 700 = ~T00_ — 100 —

N
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,257

0,25 sao 2 décimos e 5 centésimos.

A=
o[
alo
I

10 1 _ 21045 _ 25 _
025=2- L +5 d5=2- 10 +5. 15 = 21045 _ 26 _

1 € um exemplo de um nimero real que tem
representacao decimal finita.
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Representagdes decimais finitas

Definigao:

dizemos que um x > 0 tem uma representacao decimal finita se

existem digitos Aq, Ao, ..., Ap € a4, &, ..., am tais que:
X = A1A2...A,,,a1ag...am
_ _ a1 32 am
— A 10T+ A 102+ L A Ly 2 EM
1 + Ao + + n+10+102+ +10m

AiAs .. Apaia...am
107 ’

comA; #0sen>1.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 =0,333... é uma notacéo
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?
0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da

seguinte sequéncia:

Xo =

Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,3

Xo =

Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,3
X2 = 0,33
Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,3

X = 0,33

Xk = O, 3...3
N——
k digitos 3
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,3 = 0,333...?

0,3 = 0,333... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

3
X1 = 0,3 = 10’
3
X2 = 0,33 = T
k digitos 3
3 3
X% = 0,38 = "5
k digitos 3
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = 1?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = 1?

k digitos 3

3 3

Xx = 03 ... SZW
k digitos 3
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = 1?

k digitos 3
3 3
X = 08 ... 8= "
k digitos 3
. 3-10F"4+3-10A24...+3-10+3
B 10K
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = 1?

k digitos 3
3 3
X = 08 ... 8= "
k digitos 3
. 3-10F"4+3-10A24...+3-10+3
B 10K
_ 8. 3 .3
10 10 10k
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = 1?

k digitos 3
3 3
X = 08 ... 8= "
k digitos 3
. 3-10F"4+3-10A24...+3-10+3
B 10K
_ 8. 3 .3
10 102 10k
_3/10-((1/10)k — 1)
1/10 — 1 ‘
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,3 = §
k digitos 3
3 3
% = 08 ... 8= "5
k digitos 3
. 3-10F"4+3-10A24...+3-10+3
B 10k
_ 3 .3 3
10 102 10k
_3/10-((1/10)k 1)
1/10 — 1 ‘

Como (1/10)k — 0, segue-se que X, converge para 1/%101 = 1.
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Representagdes decimais finitas

1 =0,3=0,333... é um exemplo de nimero real com expans&o

decimal infinita e periddica.

|
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Representagdes decimais finitas

+=0,3=0,333... & um exemplo de niimero real com expans&o
decimal infinita e periddica.
Definigéo:
dizemos que um numero real x > 0 tem uma representacao decimal
infinita se existem digitos A¢, Ao, ..., An e ay, @, ..., a, ... tais que
x:A1A2...A,,,a1a2...ak..., (1)

com Ay #0se n> 1 e, também, ndo existe p € N tal que ax = 0 para
todo k > p (isto é, nem todo ai é zero a partir de certo ponto).
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Representagdes decimais finitas

1 =0,3=0,333... é um exemplo de nimero real com expans&o
decimal infinita e periddica.

|

Definicao:
dizemos que um numero real x > 0 tem uma representacao decimal
infinita se existem digitos A¢, Ao, ..., An e ay, @, ..., a, ... tais que
x:A1A2...A,,,a1a2...ak..., (1)

com Ay #0se n> 1 e, também, ndo existe p € N tal que ax = 0 para
todo k > p (isto é, nem todo ai é zero a partir de certo ponto).

Definicao:
dizemos que um numero reak x possui uma representacao decimal
infinita periddica se existem digitos A, ..., As, by, ..., bm, @1, ..., @n

tais que
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?

0,9 =0,999... é uma notacéo
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?

0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?
0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da

seguinte sequéncia:

Xo =

Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?

0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,9

Xo =

Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?

0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,9
X2 = 0,99
Xk =
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual ¢ o significado de 0,9 = 0,999...?

0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

X1 = 0,9

X2 = 0,99

Xk = O, 9...9
N——
k digitos 9

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,9 = 0,999...?7

0,9 =0,999... é uma notacdo para o nimero real x que é limite da
seguinte sequéncia:

9
X1 = 0,9 = 10’
9
X2 = 0,99 = T
k digitos 9
9 9
% = 0,9..9 = 55—
k digitos 9
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?

k digitos 9

———

x. — 0.9 9 — 9 ... 9

k = y = 7_‘0/(
k digitos 3
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?

k digitos 9
———
v — 0.9 g _ 9 . 9
k digitos 3
. 9-10F14+9.10A24+...+9-10+9
N 10k
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?

k digitos 9
———
v — 0.9 g _ 9 . 9
k digitos 3
. 9-10F14+9.10A24+...+9-10+9
N 10k
_ 9,9 .9
10 10 10k
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?

k digitos 9
———
v — 09 g _ 9 . 9
k = y = 7_‘0/(
k digitos 3
. 9-10F14+9.10A24+...+9-10+9
- 10k
_ 9.9 9
10 102 10k
_9/10-((1/10)k —1)
1/10 — 1 ‘

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros irracionais e representacdes decimais

Por que 0,9 = 1?

k digitos 9
———
v — 09 g _ 9 . 9
k = y = 7_‘0/(
k digitos 3
. 9-10F14+9.10A24+...+9-10+9
- 10k
_ 9.9 9
10 102 10k
_9/10-((1/10)k —1)
1/10 — 1 ‘

Como (1/10)k — 0, segue-se que X, converge para 1/9/10 ’
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Numeros irracionais e representacdes decimais

09=1

B Moral 1:
0,9 = 1 possui uma representacao decimal finita e uma
representacao decimal infinita periddica.

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros irracionais e representacdes decimais

09=1

B Moral 1:
0,9 = 1 possui uma representacao decimal finita e uma
representacao decimal infinita periddica.

Moral 2:
existem nameros reais que possuem duas representacdes decimais
diferentes!

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Representagdes decimais finitas

Mais uma vez:

AiAs.. Apaia ... 8. ...

é uma notagdo o numero real x que é o limite da sequéncia (x)
definida por

a
Xi = AAs... Ana = A1A2--~An+%,
aq a
Xo = AiAs...Anaiap = A1A2...An+ﬁ,
B B aq1daoas
X3 = AiAs... Apaiasas = AAx.. . Ap+ 1000 ’

aias ... ag

Xx = AiAs.. Apaia...ax = AjA...Ap+ 10K

[Por que o limite existe?]
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,1010010001...0...01...?
——

k zeros
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,1010010001...0...01...?
——

k zeros
k zeros

—~
0,1010010001...0...01... é uma notagao para o numero real x
que é limite da seguinte sequéncia de niumeros racionais:
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,1010010001...0...01...?
——

k zeros
k zeros

—~
0,1010010001...0...01... é uma notagao para o numero real x
que é limite da seguinte sequéncia de niumeros racionais:

xy = 0,1,

x> = 0,10,

x3 = 0,101,
x4 = 0,1010,
xs = 0,10100,

xs = 0,101001,
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Qual é o significado de 0,1010010001...0...01...?
——

k zeros
k zeros

—~
0,1010010001...0...01... é uma notagao para o numero real x
que é limite da seguinte sequéncia de niumeros racionais:

Xy = 01,

X = 0,10,

x3 = 0,101,
x4 = 0,1010,
xs = 0,10100,

x5 = 0,101001,

X é um numero real que possui representacido decimal infinita
e nao periddica.

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros irracionais e representacdes decimais

Todo nimero real x possui uma representacao decimal?

Resposta:
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Todo nimero real x possui uma representacao decimal?

Resposta: sim!
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Todo nimero real x possui uma representacao decimal?
Resposta: sim!

Demonstracao: Mézer (2013) seguindo
An Introduction to the Theory of Numbers de Hardy, Wright,
Heath-Brown e Silverman, 2009.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

0 = [ Frag ]
I
(A T
33333333
Fragao Equialente edutivel
DESAFIO 1 DE 6 1
3
[ Pelpite para os primeiros digitos da expanstio decinal de p: | 1.25) iciar |
[ Expansio decimal de p = [7] [ I I I I ]
Aaiizart
Volar! Placar: 0 Veriicarl il
Niimero de Digitos
a » b
D e e S R R d4—
=0 b=t Lagua [ Indentagdo Formatar!
B EEEEEEEEEEEEEEEEERERRR
333333223 323 33 3 33 2 [ 2 23
3[3[33[3 330331303333 ]33 ]33 [3 ]33]
313]3[3[3(3]3[3]3]3[3]3]3[3]3]3[3]3[3]3]3[3]3
3[3[3B3[3 513
Lasia colorida do dig iy e - 2008)

<http://www.uff.br/cdme/edn/>
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Teorema:
um numero real x é irracional

X possui uma representagao decimal que € infinita e ndo periddica.
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Numeros irracionais e representacdes decimais

Teorema:
um numero real x é irracional

X possui uma representagao decimal que € infinita e ndo periddica.

Teorema:
um ndmero real x é racional

0

X possui uma representacdo decimal finita ou infinita periddica.
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Demonstragao (=, quase completa)
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0, 1].
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
x =p/qg,comp,geZeld<p<q.
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

X1 = 07a17 P q
X2 = 0,a1az, r} 0218285
2

x3 = 0,a1aqas, s
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

X1 = 07a17 P q _ 12199
Xo = 0,a1a0, n 0,a1aa3 70 0
ro 12

X:
3 rs

0,a1azas,
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

X1 = 07a17 P q _1 2 99

X2 = 0,aap, r 0,a182a3 _0 |01
_ r> B 120
x3 = 0,a1a0a3, s 99
21

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

Xq - 07a17 p q _ 12 9 9
Xo = 0,a1a0, g 0,a1a0a3 70 0,12
B rs 120
x3 = 0,a1aqas, s 99
210
198
12
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

Xq - 07a17 p q _ 12 9 9
Xo = 0,a1a0, n 0,a1aa3 70 0,12
ro 120
X3 = 0,a1aas, s ~ 99
210
198
12
Os restos ry, podem ser: 0,1, 2,3, ..., g— 1.
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

Xq - 07a17 p q _ 12 9 9
Xo = 0,a1a0, g 0,a1a0a3 70 0,12
ro 120
x3 = 0,a1aqas, s T 99
B 210
198
12
Os restos r, podem ser: 0, 1,2, 3, ..., g — 1. Se algum r, for zero,

entdo x terd representacao finita.
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Demonstragao (=, quase completa)

Sem perda de generalidade, vamos supor x € [0,1[. Se x € Q, entéo
X =p/g,comp,q € Ze0O < p < g. O Algoritmo da Divisdo obtém
uma sequéncia (xx) de nimeros racionais com representacao decimal
finita que converge para x:

Xq - 07a17 p q _ 12 9 9
Xo = 0,a1a0, g 0,a1a0a3 70 0,12
ro 120
x3 = 0,a1aqas, s T 99
B 210
198
12
Os restos r, podem ser: 0, 1,2, 3, ..., g — 1. Se algum r, for zero,

entao x tera representacao finita. Se nenhum ry for zero, entao, pelo
Principio da Casa dos Pombos, os restos comecam a se repetir. Com
isto, a representacdo decimal de x € infinita e periddica.
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Demonstragao (<)
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap, cOm ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

a;  a an a-10""+a-10"2+... +a,
10 102 107 107
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

a a an a-10""+a-10"2+... +a,
10 102 10" 10"

€ um numero racional como queriamos.
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

a;  a an a-10""+a-10"2+... +a,
10 102 107 107

€ um numero racional como queriamos.

Agora suponha que a representagdo decimal de x é infinita e peri6-
dica.
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

a a an a-10""+a-10"2+... +a,
10 102 10" 10"

€ um numero racional como queriamos.

Agora suponha que a representagdo decimal de x é infinita e peri6-
dica. Logo, podemos escrever

X =0,b1bs...bpmasas...an,
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Demonstragao (<)

Seja x € [0, 1] um numero real que possui uma representagao decimal
finita ou infinita periddica.

Se a representacado decimal de x é finita, entdo podemos escrever
x =0,a1a...ap,com ay, ..., an € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

a a an a-10""+a-10"2+... +a,
10 102 10" 10"

€ um numero racional como queriamos.

Agora suponha que a representagdo decimal de x é infinita e peri6-
dica. Logo, podemos escrever

X =0,b1bs...bpmasas...an,

com by, ..., bm, ay,...,a,€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Demonstragao (<)

X = 0,b1 bg...bméh a»...an
by | b bm
= 70 702 T T om
a ao an
Tt qomet T qomiz T T qgmen
ai ao an
+ 10m—|—n+1 + 10m—|—n—|—2 +oeet 10m—|—2n
ai ao an
+ 1om+2an+i + 10m+2n+2 +o Tt 10m+3n
a a an
Tiomrt—nit T jomit—Dniz T Jomeka T
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Demonstragao (<)

b

b 10™ 1 + b 10™2 4+ ... 1 by
10m

a

-~

a;.10" 1" + 3,.10" 2 + ... + a,
+ 10m+n

a

Y

a;. 10" " + 3,.10" 2 + ... + a,
+ 10m+2n

a
a;.10™ " + 8,102 + ... + a,
+ 10m+kn
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Demonstragao (<)

X = b a 1+_+_+...+;+...
= Tom “qom | T ion 107 10(=1)n
b a 1 b a 107
1om ©1omin 4 _ 1 10m " 10m+n 107 — 1
b L2 1 _ b(10"-1)+a
~10m T 107—1 10m —  10m(107—1)
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Demonstragao (<)

b a ] 1 1 1 4
X = Fom Tomen \ | T qon T T qot-
b a 1 b a 107
1om ©1omin 4 _ 1 10m © 10m+n 107 — 1
b L2 1 _ b(10"-1)+a
~10m T 107—1 10m —  10m(107—1)

Observe que tanto o numerador quanto o denominador de x s&o

inteiros. Logo, x € um numero racional. -
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

da = a4,
a = T(a),
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

da = a4,
a = T(a),
a = T%a)=(ToT)(a)=T(T(a)),
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

ap
a
a
as
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

ap
a
a
as
ay

VIl Bienal da SBM

(ToT)(a)=
=(ToToT)(a )
(ToToToT)(a

T(a)),

(T( T(a))),
T(T(T(T(2))));
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

ap
a
a
as
ay

VIl Bienal da SBM

(ToT)(a)=
=(ToToT)(a )
(ToToToT)(a

T(a)),

(T( T(a))),
T(T(T(T(2))));
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

ap
a
a
as
ay

ag

VIl Bienal da SBM

a,

T(a),

T%(a) = (T o T)(a) = T(T(a)),

T%(a) = (To ToT)(a) = T(T(T(a))).

TH@) =(ToToToT)(a) = T(T(T(T(a)))),

TK(@) =(ToTo---0T)a).

k—1 composigdes
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Dado a € [0, 1), considere a sequéncia:

ap
a
a
as
ay

ag

VIl Bienal da SBM

a,

T(a),

T%(a) = (T o T)(a) = T(T(a)),

T%(a) = (To ToT)(a) = T(T(T(a))).

TH@) =(ToToToT)(a) = T(T(T(T(a)))),

TK(@) =(ToTo---0T)a).

k—1 composigdes

Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exempilo:
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;
a = T(a) = 0,38138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;
a = T(a) = 0,38138;
a» = T?(a) = 0,8138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao
a
a
as

VIl Bienal da SBM

0,138;
0,38138;
0,8138;
O,ﬁ;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao
a
a
as
ay

VIl Bienal da SBM

= 0,138;
= 0,38138;
= 0,8138;
= 0,138;

= 0,38138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;

a = T(a = 0,38138;
a = T?(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T%a) = 0,38138;
as T°(a) = 0,8138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao
a
a
as
ay
as
de
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0,138;
0,38138;
0,8138;
0,@;
0,38138;
0,8138;
O,ﬁ;

Para Que Servem Os Numeros irracionais?



Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;

a = T(a = 0,38138;
a = T?(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T%a) = 0,38138;
as = T3(a) = 0,8138;
as = T%a) = 0,138;
ar T'(a) = 0,38138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao
a
a
as
ay
as
deg
ar
dg

VIl Bienal da SBM

0,138;
0,38138;
0,8138;
0,@;
0,38138;
0,8138;
O,ﬁ;
0,38138;
0,8@;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao
a
a
as
ay
as
deg
ar
dg
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0,138;
0,38138;
0,8138;
0,@;
0,38138;
0,8138;
O,ﬁ;
0,38138;
0,8@;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;

a = T(a = 0,38138;
a = T?(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T%a) = 0,38138;
as = T3(a) = 0,8138;
as = T%a) = 0,138;
ar = T/(a) = 0,38138;
ag = T%a) = 0,8138;
axk = T@ = 0,138;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;

a = T(a = 0,38138;
a = T?(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T%a) = 0,38138;
as = T3(a) = 0,8138;
as = T%a) = 0,138;
ar = T/(a) = 0,38138;
ag = T%a) = 0,8138;
axk = T@ = 0,138;
Bky1 = T3k+1 (a) = 0,38@;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = 0,138.

ao = a = 0,138;

a = T(a = 0,38138;
a = T?(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T%a) = 0,38138;
as = T3(a) = 0,8138;
as = T%a) = 0,138;
ar = T/(a) = 0,38138;
ag = T%a) = 0,8138;
axk = T@ = 0,138;
Bky1 = T3k+1 (a) = 0,38@;

azk42 = T3k+2(a) = 0,8@.
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

@ Observe que o conjunto {T*(a) | k € N} é finito, uma vez que
possui apenas trés elementos: 0,138; 0,38138 e 0,8138.
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

@ Observe que o conjunto {T*(a) | k € N} é finito, uma vez que
possui apenas trés elementos: 0,138; 0,38138 e 0,8138.

@ Uma forma de representar graficamente a sequéncia (a,) é
marcar os pares ordenados do tipo

(ak, ak+1) = (TX(a), T""(a))

no plano cartesiano. Assim, na lteracdo 1 por exemplo, come-
¢amos pelo ponto

(ap,a1) = (a, T(a)) = (0,138;0,38138).
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

o representagdes-clecimais.ggh S

Arguivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda Ernitrar...

AN Ol & o) ) e o
T - o |2

v

N [V

0.8+ / ] a= |0.13813813813813¢

.

- lteragdo=13

074

064

054

0.4

0.34

024

AT |

-02 -ﬂ‘//D 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 12 13 14 15 16 17 18 18 2 21
‘0.1
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exempilo:
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

& = a = 0,1414213562. . .;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

a = a — 0,1414213562. . .;
a, = T(a) 0,414213562. .. ;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

a = a = 0,1414213562. . ;
a, = T(a) = 0,414213562...;
a = T?@a) = 0,14213562...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

a = a = 0,1414213562. . ;
a, = T(a) = 0,414213562...;
a = T?@a) = 0,14213562...;
as = T3a) = 0,4213562...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

da =
a
a
as
as =

VIl Bienal da SBM

a
T(a)
T2(a)
T%(a)
T%(a)

0,1414213562. . .;
0,414213562. . .;
0,14213562. . .;
0,4213562...;
0,213562.. .;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

ao
a
a
as
ay
as
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a
T(a)

0,1414213562.. .
0,414213562.. .
0,14213562. ..
0,4213562...
0,213562...;
0,13562...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

da =
a
a
as
ay
as
dg =

VIl Bienal da SBM

a
T(a)

0,1414213562.. .
0,414213562.. .
0,14213562. ..
0,4213562...
0,213562...;
0,13562...;
0,3562...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

do
a
a
as
ay
as
deg
ar
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a
T(a)

0,1414213562.. .
0,414213562.. .
0,14213562. ..
0,4213562...
0,213562...;
0,13562...;
0,3562...;
0,562...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

a = a = 0,1414213562. . ;
a, = T(a) = 0,414213562...;
a = T?@a) = 0,14213562...;
as = T3a) = 0,4213562...;
a, = T%a) = 0,213562...;

as = T°(a) = 0,13562...;

as = T%a) = 0,3562...;

az = T’'(a) = 0,562...;

ag = T’(a) = 0,62...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

da =
a
a
as
ay
as
deg
ar
ag =

ax =

VIl Bienal da SBM

a
T(a)

0,1414213562. . .;
0,414213562.. .;
0,14213562.. .;
0,4213562...;
0,213562...;
0,13562...;
0,3562...;
0,562...;
0,62...;
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

Exemplo: considere a = v/2/10 = 0,1414213562... € [0,1).

do
a
a
as
ay
as
deg
ar
ag

ag

a
T(a)

0,1414213562. . .;
0,414213562.. .;
0,14213562.. .;
0,4213562...;
0,213562...;
0,13562...;
0,3562...;
0,562...;
0,62...;

Observe que o conjunto {T*(a) | k € N} é infinito.
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Numeros Irracionais e Representacbes Decimais

o representages-decimais-raizggh S

Arguivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda Ernitrar...
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Numeros Irracionais e Disseccoes

VIl Bienal da SBM Para Que Servem Os Numeros irracionais? 277



NuUmeros irracionais e disseccdes

E sempre possivel decompor um retangulo em quadrados?
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NuUmeros irracionais e disseccdes

E sempre possivel decompor um retangulo em quadrados?

10

16

i6

13 1z
10
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Numeros irracionais e dissec¢des

120 130

13
36 s
13
74

101
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Numeros irracionais e dissec¢des

14
120 e 18

10

74

101 15

Retangulo perfeito de Zbigniew Morén
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Numeros irracionais e dissec¢des

Teorema:
um retangulo pode ser decomposto em quadrados
a razao das medidas dos seus lados é um numero racional
Demonstragao: Proofs from the Book de M. Aigner e G. M. Ziegler, p. 173-177, 2010.

120 130

101
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NuUmeros irracionais e disseccdes

OBMEP 2005 Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas.
QUESTAO 6

Capitu cortou uma folha de papel retangular em 9 pedacos quadrados de lados 1,4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 e 18 centimetros
cada um.

A) Qual era a area da folha antes de ser cortada?
B) Quais eram as dimensdes da folha antes de ser cortada?
C) Capitu precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um desenho, como fazer esta montagem.
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NuUmeros irracionais e bilhares

(9] bilhar-mesa-quadrada-animagio.ggh S
Argquivo  Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

1 3 [l . -
_‘ .A_ /-",_ Al @_ @_ '{”._ x_ ABC 0% 4%"_ D)
L= v i Ly v v v i i v v v o
T Ev Av|N Médio =

o C

Passo=§3
<
8= pi4 ol

[Reimciar! ]L Animar! ]L Pararl ]

<http://geogebratube.org/student/m47807 ?mobile=false >
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NuUmeros irracionais e bilhares

Para que valores de ¢ a bola ir4 encagapar?

A B
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NuUmeros irracionais e bilhares

Para que valores de ¢ a bola ir4 encagapar?

Teorema:
a bola ir4 encagapar se, e somente se, tg(¢) é racional.
Demonstracgédo: Bilhares de Inteiros de Anténio Saraiva, SPM, v. 47, p. 1-31, 2007.

D C

A B
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FIM

Conhece alguma aplicagao interessante
dos numeros irracionais acessivel ao Ensino Basico?
Entre em contato conosco!

Graziele S. Moézer — gramozer@gmail.com

Humberto J. Bortolossi — hjbortol@vm.uff.br

OBRIGADA!
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