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1 Introducao

O Teorema de Pitagoras afirma que os lados de um triangulo retangulo
guardam entre si uma relacao notavel, a saber, se sobre o lado maior
contruirmos um quadrado, ele terd area igual a soma das areas dos qua-
drados construidos sobre os dois outros lados do triangulo. Mais do que
isso, vale a reciproca, isto é, um triangulo onde vale essa propriedade
é, necessariamente, retangulo.

Devemos notar dois fatos importantes sobre o Teorema de

Pitagoras (585 a.C. - 501a.C.)  Pitigoras. Primeiramente, esse era um resultado conhecido, e utili-

zado, primeiro na Babilonia, depois no Egito, bem antes do florecimento da escola pitagorica,



na Grécia. Esse conhecimento prévio do resultado era, no entanto, empirico. Mais precisamente,
egipcios e mesopotamios conheciam exemplos de triangulos retangulos com lados inteiros e u-
savam esses triangulos como “esquadro” para levantar paredes. Talvez o mais utilizado desses
triangulos tenha sido aquele que tem lados 3, 4 e 5 (32 + 42 = 52). O trio de ntimeros inteiros
(3,4,5) é chamado trio pitagdrico.

Os egipcios usavam uma corda com 12 nés, como na figura abaixo, que quando esticada da

forma correta fornecia um angulo reto.
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Figura 1: Corda com nos.

Esse fato, mesmo isolado do resultado geral de Pitagoras, é notavel, pois nos permite
fazer uma observacao geométrica sobre um tridngulo a partir de uma propriedade
aritmética dos seus lados. Ele pode ser colocado no ponto inicial de um fluxo de idéias que
culminaria com a Geometria Analitica e o Célculo. Vale observar que o chinés Tschou-Gun
também conhecia o triangulo retangulo de lados 3,4, 5, cerca de 1100 a.C..

H4 indicios! de que uma férmula para se determinar trios pitagéricos ja era conhecida na

Mesopotamia, hd mais de 3500 anos. Uma férmula que gera trios pitagéricos (a, b, c) é

a:mz—nz, =2mn, ¢=m?+n?,

com m e n inteiros e n < m. B facil verificar que a® + b* = ¢2. Note que a hipotenusa ¢ de

um triangulo com lados inteiros é, neste caso, uma soma de dois quadrados de niimeros inteiros
(c =m?+n?).

Avancando aproximadamente 2000 anos no tempo, da época de Pitagoras até o século
XVII, nos deparamos com outro fato importante sobre o Teorema de Pitagoras: a introducgao
de coordenadas no plano, ou no espaco, feita por Fermat e Descartes, coloca o Teorema de
Pitagoras como ferramenta essencial para o calculo de distancias. Assim, a distancia entre dois

pontos A e B, cujas coordenadas sao (x4,y4) € (x5, yp) é

d(A,B) = /(x4 —25)2 + (ya — yp)2.

Em geral, se A e B sdo pontos em um espaco de n dimensdes, cujas coordenadas sao (aq, . .., a,)

e (by,...,b,), entdo a distancia entre esses pontos é dada por

d(A,B) = /(a1 — b1)? + -+ + (an — by)2.

1O tablete de argila Plimpton 322, originirio da Mesopotamia e atualmente guardado na Universidade

Columbia, nos Estados Unidos, data de aproximadamente 1800 a.C. e contém uma grande quantidade de trios

pitagoricos formados por inteiros surpreendentemente grandes.



Gracas a Riemann, sabemos que esse modo de medir distancias é apenas um dentre muitos.
De fato, podemos interpretar a soma de quadrados (a; — by)? + - - - + (a, — b,)? como a imagem
b(A — B, A — B) de uma fungiao? b : R" x R® — R, dada por

b(va) =T1y1+ -+ Tuln, X = (xlw"axn)a Y = (yla--'7yn)>

onde A — B = (a; —by,...,a, —by).

Assim, se X = A — B, entao d(A, B) = y/q(X), onde ¢(X) = b(X, X). Note que ¢q(X) =
2?4+ -+ + 22 é um polinémio de grau 2 com n indeterminadas, onde cada termo tem grau 2.
Um polinémio desse tipo é chamado forma quadrdtica. Como estamos interessados em medir
distancias, o ntimero \/m deve ser real, logo devemos ter ¢(X) > 0 para qualquer possivel
escolha de X = (zq,...,2,). E claro que a forma dada ¢(X) = 22 4 --- 4+ 22 cumpre essa

condicao. Cabem aqui duas perguntas:

(1) Existem polinémios p(xy,...,z,) tais que p(ai,...,a,) > 0 para todo (ai,...,a,) €
Rx-- xR?

(2) Se existe um polinomio como em (1), ele é necessariamente uma soma de quadrados de

outros polinomios?

David Hilbert respondeu as duas perguntas, a primeira de modo
% positivo e a segunda de modo negativo. Um dos objetivos desse curso
é responder essas perguntas, nao necessariamente da mesma forma que
Hilbert. Diante da resposta a segunda pergunta, Hilbert levantou outro

questionamento similar, mas um pouco menos exigente:

(3) Dado um polindémio que satisfaz (1), é possivel escrevé-lo como

soma de quadrados de funcoes racionais?
David Hilbert (1862 - 1943) >

Uma funcao racional é dada por uma fracao onde numerador e

denominador sao polinomios. Por exemplo:

r+1 1 14+ 2+ 22
— e
r—1 = 243+ 23—t

sao fungoes racionais. A pergunta (3) foi colocada por Hilbert na sua

famosa conferéncia de 1900, onde ele expos 23 problemas que desafi-

ariam e norteariam o desenvolvimento da Matematica no século XX.
Era o décimo sétimo problema dos 23, por isso é conhecido como o 17° Bmil Artin (1898 - 1962)
problema de Hilbert. Sua solucao foi encontrada por Emil Artin em 1927. As idéias de Artin

serao expostas mais adiante.

2Uma funcao desse tipo satisfaz trés propriedades basicas: é linear em relacdo a cada uma das suas varidveis,
e por isso é chamada fungdo bilinear; é simétrica, isto é, b(X,Y) = b(Y,X) e é positiva definida, isto &,
b(X,X) >0, com b(X, X) =0 se, e somente se, X = (0,...,0).



Longe de representar o final da histéria, a solucao de Artin para o 17° problema de Hilbert
abriu caminho para que se desenvolvessem duas areas da Matemética: a Algebra Real e a Teoria
dos Modelos.

No Capitulo 3 exibiremos a teoria dos corpos ordenados e uma soluc¢ao do 17° problema
de Hilbert. Antes, no Capitulo 2, veremos uma série de resultados sobre a representacao de

nuimeros inteiros como somas de quadrados de outros nimeros inteiros.

2 Representacao de nimeros inteiros como somas de

quadrados

Os inteiros 1,4,9,16, 25,36, ... sao quadrados de outros inteiros. Observando aqueles que
nao sao quadrados, vemos que alguns podem ser escritos como somas de dois quadrados: 2 =
12 4+1%2, 5 =124+ 22, 13 = 22 + 32, enquanto outros nao: 7,11,15,21. Essa observacao nao nos
leva, a principio, a conclusoes mais precisas. Se aumentarmos o numero de possiveis quadrados
a serem somados, veremos que alguns dos numeros que nao sao somas de dois quadrados,
sdo somas de trés quadrados: 11 = 1! + 12 + 32, 21 = 12 + 22 + 42, enquanto outros niimeros
positivos ainda resistem a serem expressos como somas de quadrados: 7 e 15, por exemplo. Mas,
se permitirmos quatro quadrados, veremos que 7 =12 +12 4+ 12 +22 ¢ 15 =12+ 12 + 22 + 3%

Dos exemplos que examinamos, os nimeros 7 e 15 foram, digamos, os mais “resistentes” a
serem expressos como somas de quadrados. A que se deve essa resisténcia? Serd que existem
inteiros positivos que nao podem ser escritos como somas de quatro quadrados? Tentaremos

responder a essas perguntas a seguir.

2.1 Congruéncias

Dado um nimero inteiro n, os possiveis restos de sua divisao por 8
sao 0,1,2,3,4,5,6,7. Sen =8¢+ r, onde ¢ € Z é o quociente e r € Z,
0 <r < 8 é o resto da divisao, temos que 8 | n — r. Usando a notagao
de Gauss, escrevemos

n=r( mod 8)

e dizemos que n é congruente a r, modulo 8. Em geral, se m € Z,

m > 1, dizemos que dois inteiros a e b sao congruentes modulo m se

C.F. Gauss (1777 - 1855)

m | a — b. Nesse caso, indicamos

a=0b(mod m).
A relagao de congruéncia entre inteiros possui as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: a = a (mod m), para todo a € Z.
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2. Simetria: a = b (mod m) implica b = a (mod m), quaiquer que sejam a,b € Z.

3. Transitividade: @ = b (mod m) e b = ¢ (mod m) implicam que a = ¢ (mod m), quaiquer

que sejam a, b, c € Z.

4. Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entao a +c = b+ d (mod m) e ac = bd (mod m),
a,b,c,d € Z.

5. Se a = b (mod m) e n € Z, n > 0, entdo a™ = b" (mod m).

6. Se ab = ac (mod m) e d = (a,m) é o méximo divisor comum entre a e m, entao

m
b= d —).
¢ ( mo d)

Em particular, se (a,m) = 1, entdo podemos “cancelar” a na congruéncia ab = ac (

mod m), obtendo b = ¢ (mod m).

7. Se (a,m) = 1, entao existe b € Z tal que ab = 1(mod m). dizemos que a e b sdo inversos

modulo m.

As demonstragoes desses resultados seguem diretamente da definicao e sao vistas em um
curso de Teoria dos Nimeros. Convidamos o leitor a tentar demonstra-las. O importante, nesse
ponto, é perceber que a relagao de congruéncia comporta-se como uma igualdade (na verdade,
é uma relagao de equivaléncia, pois é reflexiva, simétrica e transitiva).

No que se segue, iremos usar o seguinte resultado nao trivial:
Teorema 2.1 (Wilson) Se p é um nimero primo, entio (p — 1)! = —1 (mod p).

A reciproca desse resultado também ¢é verdadeira, embora nao precisemos disso aqui.

2.2 Inteiros que sao somas de dois quadrados

A igualdade
(a® 4+ b%) - (¢ + d?) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (1)

¢ conhecida como identidade de Brahmagupta-Fibonacci. Foi
apresentada por Leonardo Fibonacci em 1225, no trabalho Liber Qua-
dratorum, mas ja era conhecida pelo matematico hindu Brahmagupta
no século vil. Com ela, podemos determinar quais inteiros sao somas
de dois quadrados, resolvendo o mesmo problema para ntimeros primos.

Isso ocorre pois temos a nossa disposi¢ao, em 7Z, o resultado muito forte

enunciado a seguir.

Fibonacci (1170 - 1250)



Teorema 2.2 (Teorema Fundamental da Aritmética) Se n é um nidmero inteiro dife-
rente de —1,0 e 1, entao o walor absoluto de n pode ser escrito como produto de primos

de modo unico, a menos da ordem em que aparecem os fatores, que nao sao necessariamente

distintos.

A demonstracao desse teorema é dada em um curso elementar de Teoria dos Numeros.
Embora nao parega, a parte sublinhada ¢ a mais importante.

De posse do Teorema 2.2 e da igualdade (1), podemos concluir que, se n = pypy - - - p, com
p; primo para cada i, entao n serd soma de dois quadrados se os primos que aparecem um
nimero impar se vezes no produto p; - - - p; sao, cada um, soma de dois quadrados.

Por exemplo, 3185 =7-7-13-5 = 7% (22 + 3%) - (1* + 2?) pode ser escrito como soma de
dois quadrados, pela igualdade (1).

Assim, a questao deve ser respondida para ntimeros primos. Estando o problema resolvido
para o primo 2 = 12 4+ 12, podemos considerar p > 2. Notemos que, como p ¢ fmpar, o resto
de sua divisao por 4 ¢ igual a 1 ou 3, pois os outros dois restos fornecem os niimeros pares 4k
(resto 0) e 4k + 2 (resto 2). Dessa forma, um primo impar p é de um dos dois tipos: p = 4k + 1
ou p = 4k + 3. Em termos de congruéncias, p =1 (mod 4) ou p = 3 (mod 4).

Teorema 2.3 Um numero primo impar p pode ser escrito como soma de dois quadrados se, e

somente se, p =1 (mod 4).

Demonstracao: suponha, primeiro, que p = a? + b, onde a,b € Z. Como p é impar, a e b
nao podem ser simultaneamente pares nem simultaneamente impares. Logo um deles é par e o
outro é impar, digamos, a par e b impar. O quadrado de um ntimero par é divisivel por 4, logo
a’? = 0 (mod 4). O quadrado de um nimero impar sé pode deixar resto 1 quando dividido por
4, logo b* =1 (mod 4). Assim, p=a’>+0>=0+1=1(mod 4).

Reciprocamente, suponha que p é primo e p = 1 (mod 4), isto é, que p = 4k +1, com k € Z.
Entao existe ¢ € Z tal que

p| 2 +1.

De fato, podemos escrever

p-D=@-p-2)-(p—2k)(2k)(2k—-1)---2-1.

Reduzindo médulo p, obtemos
(= 1) = (—1)(=2) - (~26) (2k)(2k — 1)+ -2 1 = (—1*[(2k)!]* ( mod p).
Fazendo ¢ = (2k)! e usando o Teorema 2.1 de Wilson, obtemos:
1= (mod p),

isto é, p | 2+ 1.



Considere, agora, o conjunto

C={lr—y|0<z<,p0<y<p}

Existem |,/p] + 1 escolhas para cada z e cada y. Como (|\/p] +1)* > (/p)? = p, existem dois

pares ordenados distintos (z1,%1) e (22,%2) tais que?
lxy —y1 = lxy — yo (mod p).

Sex =1x1 —xg ey =1y — Y2, entdo fx =y (mod p) e x e y ndo sdo ambos nulos.
Assim, obtemos (22?2 = y? (mod p) e como > = —1 (mod p), temos —x2 = y? (mod p), isto
é, p | * + y°. Finalmente, como 0 < z* + 3* < 2(y/p)> = 2p e o tnico multiplo de p nesse

intervalo é p, obtemos p = a2 + 12. O

Lema 2.4 Suponha que n é divisivel por um primo q da forma 4k + 3.
(1) Sen=a*+b*eq|nentioq|aceq]|bd.

(2) Sen € soma de dois quadrados, entao q aparece um nimero par de vezes na fatorag¢ao de

n.

Demonstracao: (1) se ¢ 1 a, entdo (a,q) = 1 e existe ¢ € Z tal que ac = 1 (mod ¢). Por
outro lado, ¢ | n implica que n = 0 (mod ¢), ou seja, a®> + b*> = 0 (mod ¢). Multiplicando por
¢?, obtemos (ac)? + (bc)* = 0 (mod q), isto é, 1+ (bc)*> = 0 (mod ¢). Logo, q | £* + 1, com
¢ = bc. Pelo que vimos na demonstracao do Teorema 2.3, ¢ | £ + 1 implica que ¢ é soma de
dois quadrados, o que por sua vez implica que g é da forma 4k + 1, contradigdo. Portanto ¢ | a.
Por simetria, o mesmo argumento serve para mostrar que q | b.

(2) Se ¢ = 4k +3 é primo e ¢ | n, n = a® + b%, entao, por (1), ¢ | a e q|b. Logo, ¢* | ne
n = ¢’ny, onde n; = (%)2 + (2)2. Se ¢ | ny, repetindo o argumento obtemos ¢? | ny. Assim, n é

divisivel por ¢%9, onde g é um inteiro positivo. O

O Teorema 2.5 a seguir nos diz exatamente quais sao os inteiros
positivos que podem ser escritos como somas de dois quadrados. O pro-
blema de representar um inteiro como soma de dois quadrados aparece
diversas vezes na Arithmetica de Diofanto (~ 250 d.C.). Esse era o
livro “de cabeceira” do jurista e matematico amador Pierre de Fermat
(1601-1665). Em uma carta a Marin Mersenne (1588-1648), datada de

25 de dezembro de 1640, Fermat enunciou o resultado abaixo, mas nao

Pierre de Fermat (1601 - 1665) o demonstrou, embora tenha indicado depois inclusive o método que

havia usado na demonstracao®.

3Tsso é consequéncia do principio de Dirichlet. Veja a pagina 11.
40 método da descida infinita, uma criacdo do préprio Fermat.
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Tudo indica que Fermat realmente conhecia uma demonstragao cor-
reta do resultado, mas a primeira demonstracao deve-se a Leonhard
Euler (1707-1783), comunicada em uma carta a Christian Goldbach
(1690-1764), datada de 6 de maio de 1747. E interessante notar que

a demonstracao dada por Euler em 1747 usa o método sugerido por

Fermat, cem anos antes.

Euler (1707 - 1783)

Teorema 2.5 (Fermat-Euler) Seja n um inteiro positivo. Entao n
¢ uma soma de dois quadrados se e somente se todo divisor primo de n da forma 4k + 3 aparece

um numero par de vezes na fatoracao de n como produto de primos.

Demonstracgao: a parte mais dificil ja foi feita no Teorema 2.3. Como ja discutimos no inicio

da secao, se n é um inteiro maior do que 1 e
_ 9a b1 by
n =29 ... p! (2)

é a fatoracao de n como produto de primos, onde py, ..., p; sdo primos impares, a > 0 e b; > 0,
para cada i, entao os primos py, ..., p; € os inteiros nao negativos a, by, ..., b; sao determinados
de modo tnico.

Cada expoente a, by, ..., b; indica o nimero de vezes que o primo aparece na decomposicao
(2). Quando um desses inteiros for igual a zero, o primo nao aparece na fatoragao. Por exemplo,
n é impar se, e somente se, a = 0.

Pelo Teorema 2.3, os primos do tipo 4k+ 1 sao somas de dois quadrados, enquanto os primos
da forma 4k 4 3 nao sao somas de quadrados. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
os 1 primeiros primos (1 < r < t) py,...,p, sdo do tipo 4k + 1, enquanto os demais primos
Prat,---,p: sao da forma 4k + 3. Podemos, entdo, escrever p; = x? + y?, para i = 1,...,r
e, aplicando a igualdade (1) um ntumero finito de vezes, vemos que, para cada i, 1 < i < r,
Pl = X? 4+ Y2, com X,,Y; € Z.

Se para cada i € {r +1,...,t}, b; for par, os fatores primos do tipo 4k + 3 aparecem como

quadrados, ou seja,

A24 B2 :EQ
o\

7 <

n=20p0 gt = (12 1) X2 YR) - (X2 V2) - ()2 (pp?)? = (AC)? + (BO)2.

onde usamos, novamente, por repetidas vezes a igualdade (1). Assim, n é uma soma de dois
quadrados.

Reciprocamente, se n é soma de dois quadrados, entdo o Lema 2.4, parte (2), garante que
qualquer fator primo da forma 4k + 3 aparece um ntimero par de vezes na decomposicao de n

como produto de fatores primos. [l



2.3 Inteiros que nao sao somas de trés quadrados

No inicio da se¢ao 2.1, vimos que, se n € Z, entaon = r(mod 8), onde r € {0,1,2,3,4,5,6,7}.
Usando as propriedades de congruéncia listadas nessa mesma se¢ao, vemos que n? = s(mod 8),

onde s € {0,1,4}. Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.6 Qualquer inteiro que deixa resto 7 quando dividido por 8 ndao pode ser escrito

como soma de trés quadrados.

Demonstracgao: primeiramente, se n deixa resto 7 quando dividido por 8, entao n pode ser
escrito como n = 8k + 7, com k € Z. Sendo a soma de um nimero par com um nimero impar,
8k + 7 é, necessariamente, impar.

Suponha, agora, que n = x3 + 22 + z2, como 1, T2, r3 € Z. Entao
7T=n=27+ 25+ x5 ( mod 8),

isto é, 7 = s1 + s9 + s3 (mod 8), com sy, $9, 53 € {0,1,4}. Essa tltima congruéncia indica que
$1+ 82+ s3 deve ser impar (por qué?). Logo, o niimero de parcelas impares nessa soma deve ser 1
ou 3. Como as unicas opgoes para as parcelas sao {0, 1,4}, temos que s;+s9+s3 = 1+1+1 = 3,
S1+S8+s3=140+4=5s1+s2+83=0+14+0=1ous;+s9+s3=14+4+4=9=1(
mod 8). Como nenhum desses resultados ¢é igual a 7, n nao pode ser escrito como soma de trés

quadrados. 0

Corolario 2.7 Um inteiro da forma 4™(8k + 7) nao pode ser escrito como soma de trés qua-

drados.

Demonstragao: suponha o contrario, isto é, que n = 4™(8k 4 7) pode ser escrito como soma
de trés quadrados, digamos n = z? + 23 + z2. Se m = 0, entdo n = 8k + 7 e, pelo Teorema
2.6, nao pode ser escrito como soma de trés quadrados. Se m > 1, entdo 4 | n, ou seja, n = 0 (
mod 4). Assim z? + 22 + 22 = 0 (mod 4). Se xy, Ty e x3 fossem {mpares, entao z? + 3 + 22
seria impar e nao poderia ser divisivel por 4. Se apenas um deles fosse impar, também teriamos
z? + x5 + 23 fmpar, o que nao é possivel. Finalmente, se dois deles fossem impares e o terceiro
fosse par, entao 3 + x3 + 3 seria congruente a 2 médulo 4, 0 que nao ocorre No NOSSO €aso.

Portanto, os trés inteiros x1, 9 € x3 sao pares e temos

() () ()
4 ( 2 ) ) T\
Podemos, entao, repetir o mesmo argumento para 7 = 4m=1(8k + 7). Fazendo isso um niimero

finito de vezes, chegariamos a conclusao de que 8k + 7 é soma de trés quadrados, o que, pelo

Teorema 2.6 nao é verdade. O



Cabe aqui a observacao de que os niimeros do tipo descrito no Coroléario 2.7 sao os unicos
(inteiros positivos) que nao podem ser escritos como somas de trés quadrados. De fato, vale o

seguinte resultado:

Teorema 2.8 (Gauss - Legendre) Um inteiro positivo pode ser expresso como soma de trés

quadrados se, e somente se, nao for da forma 4™(8k + 7).

A demonstracao desse teorema requer o uso da teoria dos residuos quadraticos e nao a
faremos aqui. O leitor interessado poderd encontra-la, por exemplo, em [8], Teorema 187,
p. 194. Ao invés da demonstracdo do Teorema, abriremos espaco aqui para uma pequena

futilidade, mas que tem algo de interessante.

L .:'
’ -4
% }\i [
Figura 2: Louis Legendre (1755 - 1797) Figura 3: Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833)

A Figura 2 é reconhecida ha mais de cem anos como sendo do matematico A.-M. Legendre,
mas é, na verdade, um retrato de um homonimo, o politico francés Louis Legendre. Assim, a
unica imagem disponivel de Adrien-Marie Legendre é uma caricatura, mostrada na Figura 3.

Essa é uma descoberta recente (veja [5]).

2.4 O Teorema dos Quatro Quadrados

Como acabamos de demonstrar na secao 2.3, existe uma infinidade de inteiros que nao podem
ser escritos como somas de treés quadrados. Nesse ponto cabe o seguinte questionamento:
existem inteiros que nao podem ser escritos como somas de quatro quadrados? Como veremos,
a resposta a essa pergunta ¢é negativa.

O Teorema de Lagrange, também conhecido como Teorema dos
Quatro Quadrados, afirma que todo inteiro nao negativo é soma de, no
maximo, 4 quadrados. O primeiro a enunciar, sem demonstracao, esse
fato foi Claude Bachet (1587-1638), em 1621. O resultado também
foi enunciado por Fermat em 1636, mas , como de costume, ele nao

revelou sua demonstragao (embora dissesse que tinha uma). Joseph

Lagrange (1736 - 1813)
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Louis Lagrange (1736-1813) publicou uma demonstragao em 1798, no
artigo intitulado Essai sur la theorie des nombres, mas suas idéias re-
montam a 1770. Euler também estudou o problema, e deu contribuigoes significativas em uma
série de artigos publicados entre 1747 e 1751. Ele sé obteve uma demonstracao em 1772. Em
1801, Gauss apresentou sua demonstracao do teorema, na secao 293 do seu famosissimo livro
Disquistiones Arithmeticae.

Um fato de fundamental importancia para os argumentos de Lagrange e Euler é a chamada

identidade de Fuler, comunicada em uma carta a Goldbach em 1748:

Lema 2.9 (Euler, 1748) Se m e n sdo somas de quatro quadrados, entao o produto mn

também € uma soma de quatro quadrados.
Demonstragao: de fato, se m = a?> + > + 2 +d*> e n = A% + B2 + C? + D?, entao
mn = r? + s> + 1% + 2,
onde
r=aA+bB+cC+dD, s =aB—bA+cD—dC,t = aC—bD—cA+dB e u = aD+bC —cB—dA.

Isso demonstra o resultado. O

De modo andlogo ao que fizemos para a soma de dois quadrados na secao 2.2, podemos
usar o Lema 2.9 repetidas vezes, juntamente com o Teorema 2.2, para reduzir o problema ao
caso em que n € primo. De fato, se todo primo for uma soma de quatro quadrados, como todo
nimero inteiro maior do que 1 é primo ou é produto de primos, o Lema 2.9 nos garante que
todo inteiro sera soma de quatro quadrados.

Para demonstrarmos o Lema 2.10 a seguir, usaremos o seguinte
principio®, devido ao matemético alemao® Johann Peter Gustav Le-
jeune Dirichlet: se um conjunto com n elementos € reuniao de m sub-
conjuntos distintos, com n > m, entao pelo menos um destes subcon-

Juntos contém mais de um elemento.

Lema 2.10 Seja p > 2 um inteiro primo. Entdo a equacao

Dirichlet (1805 - 1859)

X?2+Y?+1=0(mod p)

p—1
5 -

admite uma solucao xg,yo € Z, com 0 < xg < p%l e <y <

50 principio de Dirichlet também é conhecido como principio das gavetas ou principio da casa dos pombos.
SA cidade de Diiren, onde Dirichlet nasceu, hoje Alemanha, era parte do império Napolednico em 1805. A

familia de Dirichlet era da cidade de Richelet, na Bélgica. Isso explica a origem do seu nome, uma corruptela

de “Le jeune de Richelet”, ou seja, o jovem de Richelet.
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Demonstracgao: Consideremos os seguintes conjuntos de niimeros inteiros

—1 —1
Si={1+k | k::O,l,...,pT} e Sp={-1 z:o,1,...,pT}.

Se 1+ k¥ =1+ k2 (mod p) entao p|ki—k3 = (k1 —ka)(k1+k2). Sendo p primo, temos p| (k1 — ko)

ou p|(ky + kg). Como 0 < ky, ko < p%l, temos 0 < ky + ks < p—1, logo k1 + ko = 0 (mod p)

implica ko = —k; e 1 + k% = 1+ k2. Por outro lado, temos —’%1 <k —ky < ;%1’ logo

ki — ko = 0 (mod p) implica k; = ky e 1 4+ k¥ = 1 + k2. Resumindo, temos:
se l+k¥#£1+k3 com 1+ k% 1+k3 €S, entao 1 + kI £ 1+ k3 (mod p).

Analogamente, se l1,ly € Sy e [ # Iy, entdo l; # [y (mod p).

Sobre os conjuntos S e Sy, observamos que

e 51 NSy = (), pois S; possui somente elementos positivos enquanto Sy possui somente

elementos negativos.

o [S1US|=|S1|+|% =5 +1+282+1=p+1>p.

2
pelo principio de Dirichlet, existem 1+ 23 € S; e —y2 € Sy tais que
1+ 23 = —y5 ( mod p),

com 0 < ap < Ele0 <y <L O

Teorema 2.11 (Lagrange, 1770 - Euler, 1772) Todo inteiro positivo é soma de quatro qua-

drados.

Demonstracgao: pelo que discutimos acima, o uso do Lema 2.9 nos permite reduzir a verificagao
a numeros primos. Para p = 2 o resultado é claro, pois p = 12 + 12 4 0% + 02. Podemos supor,
entdo, que p > 2. Pelo Lema 2.10, p | a*> +0* + 2 + d?, onde a = 2y, b =yp, c =1 e d =0,

como no Lema. De outro modo,
mp = a® +b* + & + d?,

onde m € Z. Claro que m > 0, pois p > 1 e mp é soma de quadrados, logo positivo. Se m = 0,
terfamos 0 = a®> + B> + > + d? = x% + y(Q) +140>1>0, absurdo. Logo, m > 1.

Por outro lado, do Lema 2.10, sabemos que 0 < xg < p%l <Pel<y < ’%1 < £. Assim,

2 2 2
Pl =2

mp:.r%+y§+1<4 1 5

Isso implica que m < p. Portanto, 1 < m < p.
Escolha m como sendo o menor inteiro satisfazendo as condigoes acima. A seguir,

mostraremos que m = 1. Comecemos mostrando que m é impar. Se m fosse par, entao
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a’?+b*+ 2+ d*> = mp = 0(mod 2) e, uma vez que (a + b+ ¢ + d)? = a® + b* + 2 + d*(mod 2),
terfamos @ + b+ ¢+ d = 0 (mod 2). Assim, sem perda de generalidade, poderfamos supor que
a+b=0(mod 2) e c+d=0(mod 2), ou seja, a + b e ¢ + d seriam pares e, portanto, a — b e

¢ — d também seriam, logo, teriamos

m- a+b 2+ a—b 2+ c+d 2+ c—d\?
2P =\ 2 2 2 2 )

onde os quatro termos entre parénteses sao inteiros. Mas isso contradiz a minimalidade de m.

Portanto, m é impar.
Vamos mostrar agora que m = 1. Supondo o contrario, terfamos m > 3, pois m é impar.

Sejam ayg, by, co, dy € Z escolhidos de modo que

ag = a ( mod m),by = b ( mod m),co = c¢( mod m),dy =d( mod m) e (3)
m m
—— < ag, by, cg, dy < —.
7 0, %0, €0, do <
E possivel fazer essa escolha porque {—mT_l, e mT_l} é um sistema completo de restos’, médulo
m.
Assim, temos
ag+ b+t di=a*+b+c+d>=mp=0(modm),
isto é,

ag + b + ¢t + di = mn, (4)
onde n € Z e n > 0. Caso contrério, terifamos ayg = by = co = dy = 0 e, dai, a = 0 (mod m),
b= 0 (mod m), ¢ =0 (mod m) e d=0(mod m). Logo m? | a®> + b*> + ¢® + d?, ou seja, m? | mp
e m | p, o que contradiz o fato de p ser primo, pois 1 < m < p. Por outro lado, por (4),
m2
mn = aj + b + 5 + dg <4-T:m2,
o que implica que mn < m? e n < m.
Uma vez que mn = a3 + b2 + 3 +d% e mp = a® + b*> + ¢ + d?, o produto m*np = (mn)(mp)
é, pelo Lema 2.9, também uma soma de quatro quadrados. Mais precisamente, o Lema 2.9 nos
diz que
mPnp = (@® + 0+ +d°) - (af + b5 + G+ df) =r* + 5* + 7 + 07,
onde
r = aayg+bby+ccy+ddy, s = aby—bag+cdy—dcy, t = aco—bdy—cag+dby € uw = ady+bcy—cby—dag.

As congruéncias em (3) nos dizem que r, s,t e u sdo todos divisiveis por m. Por exemplo,

s = aby — bag + cdy — deog = ab — ba + cd — de = 0 ( mod m).

"Um sistema completo de restos, médulo m é um conjunto R = {ry,...,7,,} cujos elementos sdo incongru-

entes médulo m e, para cada inteiro n, existe r € R tal que n = r (mod m).
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Assim, dividindo m?np = 7% + s2 + t2 + u? por m?, obtemos

7\ 2 5\ 2 £\ w2
e () G () )
m m m m
com 0 < n < m. Mas isso contradiz a minimalidade de m. A contradigdo veio de supormos
m > 1. Logom=1¢e¢
_ _ 2,32 2, 32
p=mp=a"+b"+c +d°,

o que completa a demonstracao. O

2.5 A demonstracao de Hurwitz do Teorema dos Quatro Quadrados

O objetivo desta secao é dar uma demonstragao alternativa do Teorema 2.11 que estudamos
na secao anterior. Advertimos que os métodos usados aqui sao de Algebra Abstrata. Nesse
sentido, a presente secao contrasta com o restante do texto pelo seu carater nao elementar.
Incluimos essa demonstracao pela beleza dos argumentos e por ser uma boa ilustragao do uso
da Algebra Abstrata em Teoria dos Numeros. Informamos, ainda, que essa secao é inteiramente
baseada em parte do trabalho [9], no qual o leitor interessado pode encontrar mais detalhes
sobre os quatérnios de Hamilton, a principal ferramenta aqui utilizada.

Exibiremos uma demonstragao (veja [14]), devida a Adolf Hurwitz®,
que faz uso de uma subdlgebra da algebra H dos quatérnios. Para isso,
precisamos de algumas defini¢oes preliminares.

Queremos generalizar a algebra de quatérnios, considerando os co-
eficientes de um quatérnio pertencendo a um anel que nao seja neces-

sariamente um corpo.

Seja A um anel comutativo com unidade. Denotamos por H(A)
Adolf Hurwitz (1859 - 1919) o A-médulo livre A* = {(ay, as,a3,a4) | a1, as,a3,a4 € A} com base
1=(1,0,0,0),i=(0,1,0,0),j=(0,0,1,0) e k = (0,0,0,1) e produto definido por

iP=j=k*=ijk=-1

e estendido por (bi-)linearidade a todo par de “vetores” u,v € A*. Munido desse produto,

H(A) torna-se um anel ndo comutativo (pois, por exemplo, ij = —ji).

Observagao: se A =R, o corpo dos nimeros reais, entao H(A) = H, a algebra de quatérnios
usual. Veremos adiante um exemplo em que A é um corpo mas H(A) nao é um anel de divisao.
A é&lgebra de quatérnios sobre Z, H(Z), é chamada anel dos inteiros de Lipschitz. Vamos

considerar um anel H, chamado anel dos inteiros de Hurwitz, dado por

1
H={a+bi+cj+dk | a,bc,d €Z ou a,b,c,d€§—|—Z}, (5)

80 trabalho de Hurwitz sobre o Teorema de Lagrange, cuja demonstracio é essecialmente a que estd nas

paginas seguintes, foi produzido em 1896.
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onde 1 +Z={}+n|neZ}={*" | neZ}éo conjunto das fracdes cujo numerador ¢

impar e o denominador ¢é 2.

Lema 2.12 Mantendo as notacgoes estabelecidas acima, temos:
1. H(Z) Cc HC H(Q), onde “C” indica subanel.
2. Para todo z € H, z+Z € Z e N(z2) = 2z € Z.
3. Um elemento z € H € invertivel se, e somente se, N(z) = 1.

4. Todo ideal a esquerda (respectivamente a direita) I de H € principal, isto €, I = Hz

(respectivamente I = zH).

Demonstragao: A tnica afirmacao nao imediata do item 1 é que H é fechado para o produto.
Para demonstrarmos este fato,consideremos z,z’ € H, digamos z = a +bi + ¢j + dk e 2/ =
a+Vi+dj+dk. Sea,ad bV, c,d,d,d €Z,entao zz' € H(Z) C H. Consideremos o elemento
u = 1(1+i+j+k) € H. Todo elemento z € H pode ser escrito como z = u+ 2y, onde z, € H(Z).

Observemos que
e u-1=1-u=ue€H;

eu-i=3(-1+i+j—k)eHei-u=

N[ =

(-1+i—-j+k)eH;
eu-j=i(-1-i+jt+k)eHej-u=3(-1+i+j—k) eH;
eu-k=1(-1+i—j+k)eHek-u=%i(-1—-i+j+k)cH.

Logo, se zg € H(Z), entdo uzg € H e zou € H. Além disso, somando as igualdades acima,
obtemos u? = $(—2 + 2i + 2j 4+ 2k) € H. Agora, se z = u + 2y ¢ 2’ = u+ z{ sdo elementos de
H < H(Z), entao

22 = (u+ 2)(u+ 2}) = u? + uz) + z2ou + 2z € H

e do mesmo modo, z'z € H.

Daqui por diante, estabeleceremos a seguinte notacao
H=H, UH,, (6)

onde H; = {a+bi+cj+dk | a,b,c,d € Z} =H(Z) e Hijo = {a+bi+cj+dk |a,bc,d € 5+7Z}.
E claro que a reunifo em (6) é disjunta.
Para demonstrarmos o item 2, consideremos z € H = H; UH;/,. Se 2z € H; entao ¢ imediato

que z+Z € Ze N(z) =2z € Z. Caso z € Hy/,, temos

1 1 1 1
zz(§—|—a)+(§—|—b)i—|—(§+c)j—|—(§—|—d)k, com a,b,c,d€Z.
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Logo, z+ZzZ=142a€Ze

zE:(1+a)2+(1+b)2+(%+0)2+(1

2:
2 2 2+d>

—l4a+bt+c+d+ad®+V*+32+deZ.

Se z € H é invertivel, entao existe w € H tal que zw = 1. Dessa ultima igualdade segue que
N(zw) = N(1) = 1, onde N é a fun¢ao norma que associa a cada elemento ¢ = a+ bi+ ¢j+dk
de H o ntimero N(q) = a® +b*+ ¢* +d*. Como a norma é multiplicativa®; isto é, N(¢-¢') =
N(q) - N(¢'), temos que N(z)N(w) = 1. Como N(z), N(w) € Z e N(z), N(w) > 0, temos
N(z) = N(w) = 1. Re(nprocamente se z € H tem norma igual a 1, entdao 2z =zz = N(2) = 1
implica que Z = 2! € H, isto é, z é invertivel em H. Demonstramos, assim, o item 3 do Lema.

Finalmente, para demonstrarmos o item 4 observemos inicialmente que um nimero racional
estd sempre entre dois nimeros inteiros consecutivos. Assim, se z = a + bi + ¢j + dk € H(Q),

existem a', V', ', d € Z tais que

1 1 1
|a’_a/|§§7|b_b/|Siv‘c_d’§§7|d_d/|§

N | —

Como veremos mais adiante, é necessario que encontremos desigualdades estritas nas expressoes
acima. Este é o ponto em que os inteiros de Hurwitz sao mais tteis em relacao aos inteiros de

Lipschitz. De fato, considerando o', V', ,d € % + Z obtemos

1 1 1 1
—d| < b=V < lc—d| <= |d-d| < =.
la—d| <5, b=t <35 le—d| <3 | <3

Portanto, se x = a' + /i + ¢'j + d’k € H, temos

N(m—z):(a—a’)2+(b—b’)2+(c—c’)2+(d—d’)2<%zl.

Seja I um ideal a esquerda de H. O conjunto N(I) = {N(y) | y € I ~{0}} C N tem um menor
elemento!® N(u), com u € I, u # 0. O inverso de u em H(Q) é u™! = N?u). Dado y € I, seja
' e H(Q).
Pela discussio acima, existe x € H tal que N(yu™' — z) < 1. Logo

N(y—zu) =N ((yu" —z)u) = N(yu™' — z)N(u) < N(u).

Uma vez que y — zu € I, pela minimalidade de N(u) temos, necessariamente, que y — xu = 0,
isto é, y = xu. Como tomamos y € [ arbitrario, temos I C Hu. Sendo a inclusao inversa
imediata, temos a igualdade I = Hu.

O resultado para ideais a direita tem exatamente a mesma demonstragao. 0

9Para uma demonstracio desse fato, veja [9], Proposicdo 2.5. ou [14], Lema 2 b), p. 98. Esse fato tem

relacao direta com o Lema 2.9 da pagina 11.
0Principio da boa ordem.
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Observagao: se a, b, c,d € Z, entao a? +b*+ c? + d* é norma de algum quatérnio em H(Z). De
fato, a® + b* + ¢ + d* = N(z), onde z = a + bi + ¢j + dk. Agora, dadas as somas de quadrados

a?+ b3+ +dieal+ b3+ c+ds, com a;, by, ci,d; € Z, para i = 1,2, temos
(ai + b7+ +df) - (a3 + b3+ 3+ d3) = N(21)N(22) = N(2122)

onde z; = ay + byi+ c1j + dik e 29 = as + boi + ¢ + dok. Usando as propriedades operatorias
dos quatérnios, que sao as propriedades usuais das expressoes algébricas, sujeitas as seguintes
leis para a base 1,1, j, k:

P=j=k’=—-1 ¢ i-j-k=-1

temos

2122 = (@102 — biby — c1cy — dydy) + (a1by + agby + c1dy — dicy)i
+(a1c2 + crag + diby — bids)j + (arda + asdy + bicy — bacy k.
Assim,
N(z122) = (a1ag — biby — c1cy — didy)® + (arby + aghy + cidy — dycy)*+
+(a1ca + crag + diby — b1d2)2 + (a1ds + asdy + bycy — b201)2~

Isso nos fornece uma nova demonstracao do Lema 2.9: o produto de duas somas de quadrados
de nimeros inteiros é uma soma de quadrados de niimeros inteiros. Uma vez que todo niimero
inteiro positivo pode ser escrito como produto de inteiros primos, e 2 = 12 + 12 + 02 + 0%, o

Teorema 2.11 segue diretamente do resultado abaixo.

Lema 2.13 Todo niumero primo impar positivo pode ser escrito como soma de quatro quadrados

de numeros inteiros.

Antes de iniciar a demonstragao do Lema 2.13, veremos dois lemas auxiliares.
Lema 2.14 Sen € Z, entao o ideal nH(Z) € bilateral, isto é, nH(Z) = H(Z)n, e

H(Z)/nH(Z) ~ H(Z/nZ)

Demonstracao: Consideremos o homomorfismo de anéis ¢ : H(Z) — H(Z/nZ) dado por
2+ Z, onde para z = a + bi + ¢j + dk, definimos Z = @ + bi + ¢j + dk, a barra indicando a
projecao médulo n de Z em Z/nZ.

Cada quatérnio Z = a+bi+cj+dk € H(Z/nZ) é imagem de um quatérnio z = a-+bi+cj+dk €
H(Z), logo o0 homomorfismo ¢ é sobrejetor. Sendo n € Z um escalar, temos nz = zn, para todo
z € H(Z), logo o ideal nH(Z) ¢é bilateral. Além disso, temos

ker(p) ={z € H(Z) | z=0}={a+bi+cj+dk | a,b,c,d € nZ} = nH(Z).
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Pelo teorema dos isomorfismos de anéis, segue o resultado. O

Observacao: o Lema 2.10, demonstrado na secao anterior, implica que existem elementos nao
nulos em H(Z/pZ) que tém norma igual a zero. De fato, se z = 1 + Toi + 7,j € H(Z/pZ),
onde xg,yp € Z sao os elementos cuja existéncia é garantida no Lema acima, entao z # 0 e
N(z)=1+72+y2 =0 € Z/pZ. Em particular, H(Z/pZ) nao é um anel de divisdo, embora
Z/pZ seja um corpo.

De posse dos resultados acima, estamos em condi¢oes de demonstrar o Lema 2.13 e, con-

seqiientemente, o Teorema 2.11.

Demonstragcao do Lema 2.13: dado um nimero primo p > 2, temos pz = zp para todo
2 € H, pois z € Z é um escalar. Logo Hp = pH, isto é, pHp~! C H e faz sentido considerarmos o
quociente H/pH. Pelo Lema 2.12, item 1, H(Z) C H, logo podemos considerar o homomorfismo
Y : H(Z) — H/pH dada por z — z + pH.

Afirmamos que v é sobrejetivo. De fato, dado z + pH € H/pH, se z € H; = H(Z), temos
Y(z) = z+pH. Se z € Hyjp, entao z = § + gi + i+ gk, com a,b,c,d € Z impares. Assim,

a—p b—p, c—p, d—p 1 -
= k -=(1 k).
2 5ty it it —k+p 2( +i+j+k)
7 s a—p b—p c—p d—
Como p também é fmpar, 52, *52, 5P P € Z. Logo, z — 2’ € pH, onde
,_a—-p b—p c—p,  d-—p
= k € H(Z).
z 5 Tt it—5it—5 k€ (Z)

Conseqiientemente, 1 (2') = z e 1 é sobrejetiva.

O ntcleo de v é dado por
ker() ={z € H(Z) | ¥(z) =0} = {z € H(Z) | z € pH}.

Agora, z € pH se e somente se

zzg( Vit dj+ dk), (7)
onde a',V,c,d sao todos pares (e z € H;) ou todos fmpares (e z € Hyj). Denotando z =
a + bi + ¢j + dk, a igualdade (7) implica que 2a = pa’, 2b = pb/, 2¢ = pcd e 2d = pd’. Como p
¢ um primo fmpar, temos pla, p|b, p|c e p|d. Logo, z = a + bi + ¢j + dk € pH(Z). Segue que
ker(¢)) C pH(Z) e vale mesmo a igualdade, pois a outra inclusao é imediata.

Pelo teorema dos isomorfismos de anéis, temos H(Z)/pH(Z) ~ H/pH. Desse isomorfismo e
do Lema 2.14 segue que
H/pH ~ H(Z/pZ). (8)

Pelo Lema 2.10, existe w € H(Z/pZ) tal que w # 0 e N(w) = 0 (veja a observa¢ao na pagina

18, logo apds a demonstracao do Lema 2.10). O elemento w nao é invertivel, logo gera um ideal
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nao trivial a direita em H(Z/pZ) que corresponde, via o isomorfismo (8) a um ideal a direita
wH de H tal que

pH & wH & H.

Portanto, existe w’ € H tal que N(w') # 1 e p = ww'. Aplicando a norma a esta tltima

igualdade, obtemos

Agora, N(w) e N(w') sdo ntimeros inteiros diferentes de 1 e cujo produto é p?. Isso implica que
N(w) = N(w') = p. Se w =a+bi+c¢j+dk € Hy entdo p = N(w) = a* + V* + ¢ + d?, com
a,b,c,d € Z, como queriamos.

Para finalizarmos, vamos tratar o caso em que w € Hy s, isto é, w = a + bi + ¢j + dk, com
a,b,c,d € %—l—Z.

Como w € Hyy temos 2w € H(Z). Seja & a imagem de 2w pela projecao

H(Z) 5 H(Z)/4H(Z) ~ H(Z/AZ),

onde o isomorfismo é garantido pelo Lema 2.14. Uma vez que N(2w) = 4N (w) € 4Z, temos
€= N(£) =0em Z/AZ.

Estamos considerando w € Hy /5. Logo, 2a,2b, 2¢, 2d sao impares e
2a,2b,2¢,2d = +1 ( mod 4).

Podemos entdo considerar o conjugado £ = (%), com 2/ = +£1 +i+j+k.
Seja u = 22/ € H. Temos N(u) = 1 e m((2w)(2u)) = & = 0 € Z/4Z, logo 4wu =
dag + 4boi + 4coj + 4dok, com ag, by, co,dyg € Z. Portanto wu € H(Z) e, como p = N(w) =
=1

~ =
N(w) N(u) = N(wu), temos, finalmente, p = ag + b3 + ¢ + d2, com ag, by, co,dy € Z, como

queriamos. 0

2.6 Problemas quantitativos

Nas secoes anteriores vimos que um nimero inteiro positivo sempre pode ser escrito como soma
de, no maximo, quatro quadrados. Vimos também critérios para decidir quando é suficiente
um numero menor de quadrados para expressar um numero dado.

No entanto, nao abordamos a questao quantitativa: de quantos modos um determinado
numero pode ser escrito como soma de quadrados? Iremos expor alguns resultados nesse
sentido a seguir.

De inicio, precisamos distinguir o que sao maneiras distintas de representar um nimero

como soma de quadrados. Por exemplo,
5=12422= (=1 +22 =17+ (=2)* = (—1)* + (-2)* =
=224+ 12 =224+ (=1)? = (=2)* + 12 = (=2 + (-1~
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Logo, 5 pode ser decomposto como soma de dois quadrados de 8 maneiras distintas. Note que
estamos considerando como distintas expressoes que s6 diferem pela ordem em que as parcelas

aparecem.

Teorema 2.15 O numero de maneiras de escrevern € Z, n > 0, como soma de dois quadrados
é
Un)=4- > (1)

uln
u impar

A fun¢ao o : N = N, dada por o(n) = >, d, fornece a soma dos divisores positivos de
n. Por exemplo, 0(6) =14+2+3+6=12¢e¢0(12) =1+2+3+ 4+ 6+ 12 = 28. Ndmeros

inteiros positivos n tais que o(n) = 2n sdo chamados nimeros perfeitos.

Teorema 2.16 Seja Q(n) o nimero de modos de escrever n € Z, n > 0, como soma de quatro

quadrados. Temos:
1. Sen é impar, entio Q(n) = 8- a(n).

2. Sen € par e n = 2%, com u impar, entdo Q(n) = 24 - o(u).

Nao demonstraremos esses resultados e estamos incluindo os mesmos aqui simplesmente
como informagao adicional. O leitor interessado pode encontrar as demonstracoes em [8], p.166,
Teorema 163 e p.180, Teorema 172.

3 Representacao de polindmios como somas de quadra-

dos

Apesar de nao termos mencionado, a discussao do capitulo anterior s6 tem sentido para
inteiros positivos, ou seja, ja sabemos de imediato que nenhum inteiro negativo pode ser soma
de quadrados. Isso se da pelo simples fato de que somas de quadrados de numeros reais sao
sempre nao negativas.

No presente capitulo, estudaremos o problema andlogo para polinomios, isto é, buscaremos
condicoes que sejam necessarias e suficientes para que um dado polinomio possa ser escrito como
soma de quadrados de outros polinomios. Veremos que essa tarefa nem sempre é realizavel.
No entanto, se nao for possivel escrever um determinado polindbmio como soma de quadrados

de outros polinomios, veremos que, ainda assim, é possivel escrevé-lo como soma de quadrados

P(®1,-,%n)

de “funcoes racionais”, que sao funcoes do tipo ETTE
seenybn

onde p(z1,...,x,) € q(x1,...,2,) s@o

polinomios.
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Se f(z1,...,7,) é um polindbmio em n indeterminadas, com coeficientes reais, e

flz,. .. xp) :pl(xl,...,:vn)z+---+pr($1,...,xn)2,

onde py,...,p, sao polindmios em n indeterminadas com coeficientes reais, entao
f(ala"'aan)zo (9)
para toda n-upla (ay,...,a,) € R". Chamamos essa condi¢ao de semi-positividade e dizemos

que um polindémio f satisfazendo (9) é semi-positivo (o prefixo “semi” se deve ao fato de f
poder ser igual a zero para alguns pontos de R").

O impeto inicial para nosso estudo é dado pela seguinte colocacao:

Se um polinémio (com coeficientes reais) € soma de quadrados, entdo ele é semi-
positivo. Vale a reciproca? Em outras palavras, todo polinomio semi-positivo, com
coeficientes reais, € necessariamente soma de quadrados de polinémios (de fungoes

racionais)?

Essa questao foi parcialmente respondida por Hilbert e totalmente esclarecida por Artin em

1927, como ja explicamos na Introducao. Iremos expor suas idéias no que se segue.

3.1 Corpos ordenados

A seguir, trabalharemos com certas estruturas algébricas, que sao constituidas de trés partes:
e Um conjunto nao vazio K.

e Uma soma em K, isto é, uma funcdo K x K — K que associa a cada par (a,b) de

elementos de K um terceiro elemento, chamado soma de a e b e denotado por a + b.

e Um produto em K, ou seja, uma funcdo K x K — K que associa a cada par (a,b) de

elementos de K um terceiro elemento, chamado produto de a e b e denotado por a - b.

Usamos a notagao (K, +, -) para enfatizar que ndo estamos lidando apenas com um conjunto,
mas com um conjunto onde é possivel somar e multiplicar elementos. A soma e o produto de
elementos de K sao chamados operagoes. Por vezes, escreveremos apenas “K” e nao faremos
mencao as operacgoes. Faremos isso quando ja for claro que operagoes estivermos usando.

Essas operagoes devem satisfazer algumas condigdes para que a estrutura (K, +, ) ganhe um
nome especial. Em particular, queremos que nossas estruturas tenham propriedades similares
as dos “conjuntos numéricos” com os quais trabalhamos usualmente: Z,Q,R e C. A seguir,

listamos as propriedades compartilhadas por esses conjuntos numéricos.

1. A soma é associativa, isto é, dados a,b,c € K, a+ (b+¢) = (a+b) + c.
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2. Existe um elemento e € K tal que a + e = ¢ + a = a, para todo a € K. E possivel
demonstrar que esse elemento é tnico (tente!). Ele é chamado elemento neutro da

operagao soma, e ¢ denotado pelo simbolo 0.

3. Dado a € K, existe b€ K tal que a+b =0+ a = 0. E possivel mostrar que, dado a,
o elemento b satisfazendo a condigao anterior, é unico (tente fazer isso!). Ele é chamado

inverso aditivo de a e é denotado por —a.
4. A soma é comutativa: dados a,b € K, a+b=>b+ a.
5. O produto é associativo, ou seja, dados a,b,c € K, a-(b-c) = (a-b)-c.

6. Existe um elemento u € K tal que u-a = a-u = a, para todo a € K. Podemos mostrar
que esse elemento é tunico. Ele é chamado elemento neutro da operagao produto e

é denotado pelo simbolo 1.
7. O produto é comutativo: a-b=1"5-a.

8. Vale a distributividade do produto em relacao a soma: dados a,b,c € K,
a-(b+c)=a-b+a-c
Essa propriedade garante que as duas operagoes sao compativeis.

Devemos notar que, em Q,R e C, o produto tem a seguinte propriedade adicional:

9. Dado a € K, a # 0, existe b € K tal que a-b =b-a = 1. Para cada a, o elemento b é

tinico, é chamado inverso de a e é denotado por a~!.

Se (K,+,-) tem as propriedades 1 - 8, dizemos que (K, +,-) é um anel comutativo com
unidade. Se, além disso, (K, +, ) tiver a propriedade 9, dizemos que (K, +,-) é um corpo.
Exemplos:

a) Z,Q,R e C sao anéis comutativos com unidade e, dentre esses, apenas Z nao é corpo.

b) Seja A um anel comutativo com unidade e A[z] o conjunto dos polinémios com coeficientes
em A na indeterminada x. Com as operacoes usuais de soma e produto de polinémios,

Alz] é um anel comutativo com unidade.

¢) Podemos considerar B = Alzx| como anel de coeficientes e formar um novo anel de
polinomios Bly|] na indeterminada y, onde os coeficientes sao polinomios em z. Pela
construgao feita no exmplo anterior, Bly] também é um anel comutativo com unidade.

Indicamos de modo simplificado Bly] = Alz, y].
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d) Procedendo indutivamente, podemos supor construido o anel B = A[zy,...,z,_1]. Colo-
cando Alxy,...,x,| = Blz,], temos que Alxy,...,z,] é um anel comutativo com unidade

em n indeterminadas (n > 1).

e) Dado um corpo K, seja A = Klxy,...,x,]| o anel dos polinémios em n indeterminadas,
com coeficientes em K. Podemos construir o corpo de fracoes de A, dado por

p(T1, ..., xy)
Ko, a) = 4 B0 ) e Koy, 2] b
(1) = { B0 e Ko

1. Fixado um inteiro primo p, considere o conjunto Z, = {0,1,...,p — 1} e escreva, para
a,b € Zy,
a+b=r, onder éoresto da divisao de a + b por p.
a-b=s, onde s é o resto da divisao de a - b por p.

Com essas duas operagoes, (Z,,+,-) ¢ um corpo finito com p elementos.

Vamos, agora, definir uma relacao de ordem em um conjunto nao vazio K, ou seja, uma
maneira de comparar quaisquer dois elementos de K, dizendo qual dos dois é maior. Uma

relacao < em K ¢ dita relagao de ordem se
O-1 a < a, para todo a € K (reflexividade).
O-2 Dados a,b € K,se a <beb<a,entdo a = b (simetria).
0O-3 Dados a,b,c € K,se a <beb<c entao a < ¢ (transitividade).

Usamos as notagoes usuais
a>bsb<a,

b<asb<aeb+#a,
a>beb<a.

O conjunto K juntamente com a ordem < é chamado conjunto ordenado. Usamos a notagao
(K, <) para indicar o conjunto e uma ordem definida sobre ele. Também dizemos que o conjunto
¢ parcialmente ordenado. Se, dados a,b € K, tivermos a < b ou b < a, dizemos que o
conjunto K ¢ totalmente ordenado. Dizemos também que a ordem < é total.

Uma cadeia em um conjunto ordenado é uma sequéncia

ap <a<az<---<ap < -

Um conjunto ordenado é chamado indutivo se toda cadeia possui uma
cota superior, isto é, existe b € K tal que a; < b para todo a; perten-
cente a cadeia. Um elemento m € K é dito maximal se a € K e

m < a implicar m = a. O teorema abaixo é um resultado classico da

Teoria dos Conjuntos que apenas enunciaremos aqui.

Max Zorn (1906 - 1993)

23



Teorema 3.1 (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente orde-

nado e indutivo possui um elemento mazximal.

Se K é simultaneamente um corpo e um conjunto ordenado, dizemos que que (K, +,-, <) é
um corpo ordenado se valem as seguintes relagoes de compatibilidade entre a estrutura de

corpo (soma e produto) e a estrutura de ordem (relagao <) em K:
C-1 Sea,b,ce Keb<c,entao a+b < a+ c.
C-2 Sea,b,ce K,0<aeb<c entao ab < ac.
C-3 Dados a,b € K, temos a < b ou b < a, isto é, a ordem < é total.

Observacao: dado a € K, é uma consequéncia das propriedades de definicao de corpo que

a>=a-a=(—a)-(—a) = (—a)? Logo, a*> > 0, para todo a € K (por qué?).

Exemplos:

1. Q e R sao corpos ordenados, mas C nao é um corpo ordenado. De fato, pela observacao
feita acima, i deveria ser > 0, mas sabemos que i = —1 < 0.

2. Um corpo finito Z, nao pode ser ordenado. De fato, em Z,, p = 0, onde a igualdade ¢é na
p

. . ~ Y v *
verdade uma identificacao mddulo p. Dado a € Z,, a > 0, terfamos a +---+a > 0, ou

seja, 0 =0-a =p-a >0, absurdo.

3. Se K é um corpo ordenado, entdao K (x) também é um corpo ordenado. Defina primeiro
em K[z| uma ordem lezicogrifica'’ do seguinte modo: dados dois polinomios p(z) =

ap + a1 + agx? + - + a2 e q(x) = by + byw + box? + -+ - + bz, colocamos

(
ap < by ou

ag =bg e a1 < by ou

p(a:) < Q(I)a se ap = by, a1 = by e azg < by ou

\ aozboualzblw--’anfl =bp—1 € ay < by.

Usamos, nas desigualdades acima, o mesmo simbolo para a ordem de K e de K|z].

Exercicio: verifique que a ordem lexicografica < definida acima é, de fato uma ordem

total, ou seja, quaisquer dois polindmios podem ser comparados via <.

HEsta é a ordem em que as palavras aparecem em um dicionério.
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A ordem de K (x) pode, entao, ser definida colocando-se

~—

P S

q(z)
quando p(xz) > 0 e g(z) > 0 ou quando p(z) < 0 e g(z) < 0. Também chamamos essa
ordem em K (z) de lexicografica. Observe que, com a ordem lexicografica, K(z) passa a
ter elementos “infinitamente pequenos”. Por exemplo, 0 < x =0+ 1-x < a, para todo
a € K, a> 0. Assim, x é menor do que qualquer elemento positivo de K. Por outro

lado, a < %, para todo a € K (verifique!).

No exemplo acima, K (x) foi ordenado lexicograficamente, estabelecendo-se primeiramente
uma ordem em K|[z|, dada pela comparagao de coeficientes. Nessa comparagao foi atribuido a
um termo do polindmio um peso tanto maior quanto menor for o seu grau. Assim como, no

dicionario, o peso maior é atribuido a letra que esta mais a esquerda:

ALGAZARRA
ALGEBRA
ALGEBRISTA
ALGEMA

Podemos ordenar os polinomios escolhendo uma ordem anti-lexicografica que nada mais
é do que fazer o mesmo que antes, atribuindo, agora, um peso tanto maior quanto maior o grau
do polinomio. No dicionario isso teria o efeito de ordenar as palavras comparando a ordem das
letras e atribuindo um peso tanto maior quanto mais a direita estivesse a letra. Por exemplo,

as quatro palavras acima seriam reordenadas como:

ALGEMA
ALGEBRA
ALGAZARRA
ALGEBRISTA

Uma fungao f : A — B entre dois anéis A e B é chamada homomorfismo de anéis se
o flat+d)=f(a)+ f(d)e
o flad') = f(a)f(a').

Associados a um homomorfismo estao o seu nticleo ker f = {a € A | f(a) = 0} e sua
imagem Imf = {f(a) | a € A}. Um homomorfismo ¢é injetivo se, e somente se, ker f = {0}
e é sobrejetivo se, e somente se, Imf = B. Um homomorfismo é dito bijetivo se for injetivo e

sobrejetivo.
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Um homomorfismo f : A — B bijetivo é chamado isomorfismo. Quando existe um iso-
morfismo entre A e B, dizemos que A e B sao isomorfos e indicamos A ~ B. Isso significa
que A e B sao indistinguiveis como anéis, ou seja, um é a copia do outro do ponto de vista das

operacoes soma e produto.

Exemplo: f:R — C, dado por f(x) = x4+ 0 -4 é um homomorfismo tal que ker f = {0} e
Imf é o eixo real {x +0-i | x € R}. Dessa forma, f : R — Imf é um isomorfismo, ou seja, o
eixo real Imf é uma copia fiel de R contida em C. Quando afirmamos que “R C C” queremos

dizer que existe essa copia.

O nucleo ker f de um homomorfismo de anéis f : A — B é um ideal de A. Com isso,

queremos dizer que I = ker f possui as seguintes propriedades:

1. z,y € [ implicaz +y € [.

2. a€ Aex el implica ax € I.

Em um corpo K, os tnicos ideais s@o os triviais: {0} e K. De fato, se I # {0} é um ideal
de K, entao existe x € I, x # 0. Como K é um corpo, ha um elemento y € K tal que yr = 1.
Como y € K e x € I, a propriedade 2 da definicao de ideal nos diz que 1 = yx € I. Agora,
dado a € K, a = a-1 € I, novamente pela condi¢ao 2. Isso significa que K C I. Como [
também ¢é subconjunto de K, vale [ = K.

A seguir, usaremos alguns resultados de dlgebra abstrata, que nao serao demonstrados aqui.
Esses resultados sao vistos em um curso de Estruturas Algébricas e podem ser encontrados em
qualquer livro sobre esse assunto, por exemplo [1], [4], [6] ou [7].

O primeiro fato que usaremos é que todo ideal I de Z é do tipo I = (a) = {ak | k € Z},
ou seja, todo ideal de Z é formado pelos miiltiplos de um certo elemento, chamado gerador do
ideal. Ideais desse tipo, gerados por um sé6 elemento, sao denominados principazis.

O segundo fato diz respeito ao anel quociente Z/(a). Se z,y € Z/(a), z # 0,y # 0 e zy = 0,
dizemos que x e y sao divisores de zero em Z/(a). Por exemplo, em Z/(6) ~ Zg, 2-3 =0 ¢

2 # 0,3 # 0, donde 2 e 3 sao divisores de zero em Z/(6). As afirmagdes abaixo sao equivalentes:

e 7Z/(a) nao tem divisores de zero e a # 0.
e 7Z/(a) é um corpo.
® a € 7 é primo.

Vale salientar que esses fatos sao de fécil verificagao. Se nao os demonstramos aqui é para
nao nos desviarmos excessivamente da nossa linha de raciocinio.
O terceiro fato, menos trivial do que os outros dois, é o que conhecemos como Teorema do

Isomorfismo. Ele afirma que, se f: A — B é um homomorfismo de anéis, entao
A/ker f ~Imf,

26



onde A/ ker f é o anel quociete de A pelo ideal ker f.

n

——
Considere um corpo K e o homomorfismo f : Z — K dado por f(0) =0, f(n) =14 -+ 1,

-n
sen>0,e f(n)=—-1—---—1,sen < 0. Pelo Teorema do Isomorfismo, temos que Z/ ker f ~
Imf C K. Sendo subconjunto de um corpo, Imf nao possui divisores de zero, logo Z/ ker f
também nao possui divisores de zero, pois é isomorfo a Imf. Como ker f = (a), temos duas
situagoes: se a # 0, pelas observacoes feitas acima, a é um nimero primo e Z, possui uma
copia contida em K. Se a = 0, entao ker f = {0} e f é injetivo. Logo, Z possui uma cdpia
condida em K. Como K é corpo, podemos afirmar que Q possui uma cépia contida em K.

A caracteristica de um corpo K é o inteiro a do pardgrafo anterior. Denotamos a = car K.
Pelo que vimos acima, a caracteristica de um corpo s6 pode ser 0 ou um nimero primo p. Se
um corpo K tem caracteristica 0, entao existe uma cépia de Q contida em K. Se, por outro
lado, K tem caracteristica igual a p, um primo, entao existe uma cépia de Z, contida em K.

sobre corpos ordenados, podemos afirmar o seguinte.
Teorema 3.2 Um corpo ordenado tem caracteristica 0.

Demonstragao: se a carcteristica do corpo K nao é zero, tem que ser igual a um primo p.
Logo, Z, possui uma cépia contida em K. Se pudéssemos ordenar K sua ordem induziria uma

ordem em Z,, o que ja vimos ser impossivel. U

Sejam K C L corpos, com as mesmas operacoes. Dizemos que K é subcorpo de L, ou
que L é uma extensao de K. Indicamos isso com a notagao L | K. Podemos ver L como um
espaco vetorial sobre K. A dimensao dimg L de L como espaco vetorial sobre K é chamada
grau da extensao L | K e denotada por [L : K]. Se [L: K] =n € N, dizemos que que L | K é

uma extensao finita. Se [L : K] = 2, dizemos que L | K é uma extensao quadratica.

3.2 Cones positivos e pré-ordens

Seja K um corpo ordenado. Ja vimos, no final da se¢ao anterior, que em geral K pode ser

ordenado de varias maneiras. Para cada ordem < de K, consideremos o conjunto
P={rxeK|0<uz}

dos elementos de K que sao nao negativos. Chamamos P de cone positivo associado a ordem

<. Podemos recuperar a ordem < a partir de P, colocando, para a,b € K,
a<beb—ac P

Assim, o estudo das ordens de K pode ser feito estudando-se os cones positivos de K. Por essa
razao alguns autores chamam P também de ordem em K.

A seguir, iremos traduzir as propriedades da ordem < em termos do seu cone positivo P.
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1. 0 € P (reflexividade).

[N}

. PNn—P ={0}, onde —P = {—x | z € P} (simetria).
3. P+ P C P (transitividade e C-1).

4. P-PcC P (C2).

5. PU—P =K (C-3).

Podemos, entao desenvolver nosso estudo independentemente da relacao <, comecando com
um subconjunto nao vazio P C K que satisfaz as condi¢oes acima e chamando-o de ordem, ou
mesmo cone positivo. Um corpo com um subconjunto distinguido P satisfazendo as condicoes
acima, é dito ordenado. Adotaremos esse ponto de vista aqui.

A observacao feita na pagina 24 nos diz que a® > 0, para todo a € K. Se denotarmos por
K*={da’|ac K},

temos, entao, que K? C P. Mais geralmente, usamos a notacao y . K? para o conjunto formado

pelas somas finitas de quadrados de elementos de K, ou seja,

ZKQZ{iaﬂneN,aieK}.

i=1

Como P ¢é “fechado para a soma’, temos que K2 C P implica

ZK2CP.

Um corpo é dito formalmente real se —1 ¢ > K2 ou seja, —1
nao pode ser escrito como soma de um numero finito de quadrados de
elementos de K. Uma das nossos objetivos a seguir é demonstrar que
um corpo ¢é formalmente real se, e somente se, é ordenado.

Uma das implicagoes é clara. De fato, suponhamos que K seja um

corpo ordenado. Se —1 € > K? terfamos —1 € P, logo —P = P e

. P=PnNn—-P={0}. Dai K = PU—P = {0}, o que nao ocorre, pois

J.-P. Serre (1926 - ) K é um corpo nao trivial'?, isto é, tal que 1 # 0. Dessa forma, temos
—1¢ > K? e K ¢é formalmente real.

Para mostrar a reciproca, isto é, que todo corpo formalmente real admite uma ordem,
usaremos a nocao de pré-ordem, introduzida pelo matematico francés Jean-Pierre Serre em
1949.

Uma pré-ordem em K é um subconjunto préprio T C K tal que

120 corpo K = {0} é chamado corpo trivial. Como ele sé tem um elemento, é forcoso que 1 = 0, isto é, os
elementos neutros da soma e do produto coincidem. Esse corpo tem pouco ou nenhum interesse do ponto de

vista pratico.
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1. T+TCcTeTTCT.

2. K2CT.

Lema 3.3 Um corpo K de caracteristica 0 é formalmente real se, e somente se, > K* é uma

pré-ordem de K, que chamaremos pré-ordem fraca de K.

Demonstragao: ¢é imediato que > K? satisfaz os itens 1 e 2 da defini¢io de pré-ordem.
Assim, a tinica possivel obstrucao para que Y. K? nao seja uma pré-ordem é que > K? nao
seja subconjunto préprio de K, isto é, > K? = K. Claro que, se K ¢é formalmente real, entao
—1¢ > K? e, portanto, >, K? # K.

Reciprocamente, suponha que —1 € >_ K?. Como todo z € K pode ser escrito na forma

= () ()

(é possivel divir por 2 em K pois sua caracteristica é zero) temos que

T = <$;1)2+(—1)- (x;1)26K2+(—1)-K2CZK2.

Portanto, se —1 € > K? entao Y K? = K. Tomando essa implicagao na forma contrapositiva,

obtemos o seguinte: se > K? é uma pré-ordem, entao K ¢é formalmente real. 0

Notemos, ainda, que se T' é uma pré-ordem de K, entdo >, K* C T, de modo que a pré-
ordem fraca é a menor dentre todas as pré-ordens (em relacao a inclusdo). Como veremos
mais adiante, ha corpos ordenados para os quais a unica pré-ordem possivel é a fraca. Outra
observagao importante: se t € T et # 0, entao t ' =t- (¢t )2 e€T-K*CcT-TCT.

Toda ordem é um pré-ordem. Mostraremos, a seguir, que ordens sao exatamente as pré-
ordens maximais em relacao & inclusao. Consideremos, de inicio, para uma pré-ordem 7T e
a € K, a notagao

Tlal|=T+a-T={t1+aty | t1,t2 € T}.

Lema 3.4 Seja T C K uma pré-ordem e a € K, a # 0. Entao T|a] é uma pré-ordem se, e

somente se, a & —T.

Demonstracao: suponha que a ¢ —T. Nesse caso, —1 ¢ T[a], do contrério, poderiamos

escrever —1 = t1 + aty, com ty,ty € T e ty # 0, dai —tsa = 1 +t; € T, o que implicaria

a=—t;'(1+1t) € =T, contradizendo a hipétese. Logo T'[a] é uma pré-ordem.
Reciprocamente, se a € =T, entdo (—a) - a € T'|a] o que implica que —1 € T'[a] e T[a] ndo

¢ uma pré-ordem. O

Corolario 3.5 Uma pré-ordem T C K € maximal (em rela¢do a inclusio) se, e somente se,

T ¢é uma ordem.
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Demonstragao: se T' é uma ordem e T' C T”, com T” pré-ordem, entao 7" =T ou T' = K. De
fato, se T" # T, entao existe t # 0, t € T"N—T C T'N—T". Isso implica que —1 = —¢t-t~1 € T"
edai T" = K.

Reciprocamente, seja 7" C K maximal e a € K, a ¢ T. Entao T'[a] nao é pré-ordem, logo,

pelo Lema 3.4, a € =T, ou seja, T'"U —T = K e T é uma ordem. L]

Corolario 3.6 Toda pré-ordem T' C K esta contida em pelo menos uma ordem de K.

Demonstracao: a familia F formada por todas as pré-ordens de K que contém 7' é um con-
junto parcialmente ordenado pela inclusao. Uma cadeia de elementos de F tem sempre uma
cota superior, logo F é indutivo e, pelo Lema de Zorn (Teorema 3.1 da péagina 24) existe um

elemento maximal P € F. Pelo Coroldrio 3.5, P é uma ordem de K (contendo T). O

Teorema 3.7 (Artin-Schreier, 1925) Um corpo é formalmente real se, e somente se, € or-

denado.

Demonstragao: ja mostramos que um corpo ordenado ¢é formalmente real. Reciprocamente,
se K é um corpo formalmente real, entdao > K? é uma pré-ordem e, pelo Corolério 3.6, existe
uma ordem P em K, contendo Y K% Logo, K ¢ ordenado. O

No que se segue, usaremos a notacao X para indicar o conjunto das ordens de um corpo

formalmente real K e X /T para indicar o conjunto das ordens de K que contém a pré-ordem
T.

Teorema 3.8 (Artin) Seja K um corpo formalmente real. Dada uma pré-ordem T de K,

Em particular,

Demonstragao: a inclusao 7' C (pcx 7 P € imediata. Vamos mostrar a inclusao inversa na
forma contrapositiva. Se a ¢ T, entao, pelo Lema 3.4, T[—a] é uma pré-ordem. Logo, existe
euma ordem Py € Xg que contém T'[—al]. Assim Py D T[—a] D T implica Py € X/T, enquanto
—a € Py implica que a ¢ F,. Logo, a ¢ ﬂPeX/T P. Mostramos, portanto, que a € T implica

a & Npex T P, o que é equivalente a mostrar a inclusao desejada. [l

O Teorema 3.8 de Artin nos diz que a € K é positivo em relagao a todas as ordens de K
se e somente se é uma soma de quadrados de lementos de K. Essa é uma ferramenta essencial

para a resolucao do problema de Hilbert do qual trataremos na se¢ao seguinte.
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3.3 O 17° problema de Hilbert

No final do século Xix, David Hilbert, em conexao com seus trabalhos sobre os fundamentos
da Geometria, obteve alguns resultados sobre positividade de polinomios que o levaram a

estabelecer a seguinte conjectura.

Conjectura 3.9 Seja f € Rlzy,...,x,] um polinémio com n indeterminadas e coeficientes
reais. Se f(ay,...,a,) >0, para todo (ay,...,a,) € R", entdo f é uma soma de quadrados de
polinomios em Rxy, ..., z,).

Hilbert demonstrou que essa conjectura é verdadeira se n = 1:

Proposicao 3.10 Suponha que f € Rlz] e f # 0, isto €, nao € identicamente nulo. Seja
fx) =a] [z —a)* [[((= = b)* + )%
i J
a fatoracio de f como produto de irredutiveis'> em Rlz]. Entdo as sequintes afirmagoes sdo

equivalentes:
1. f(a) >0, para todo a € R.
2.d>0 ek; épar, para todo 1.

8. f=g*+h? comg,h € Rzl

Demonstracao:[10] a tnica implicagdo que nao é imediata é 2 = 3. Para demonstra-la, basta

usar a identidade de Brahmagupta-Fibonacci (veja a pdgina 5). U]

No entanto, a Conjectura 3.9 é falsa se n > 2. O préprio Hil-
bert demonstrou isso em 1888 (!), mas sem exibir um contra-exemplo.
O primeiro exemplo que polindomio positivo que nao é soma de qua-
drados de polindomios foi dado pelo matematico norte amenricano de
origem judaico-russa Theodore Samuel Motzkin em 1967. O exemplo

de Motzkin é o polinomio de duas indeterminadas

M(z,y) =1 — 32%° + 2%* + z*y°.

Motzkin (1908 - 1970)

Sobre esse polinomio, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.11 Seja M o polinomio dado acima. Entao:

(1) M(a,b) >0, para todo (a,b) € R x R.

13V4lida pelo Teorema Fundamenteal da Algebra.
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(2) M ndo é uma soma de quadrados em Rz, y].

Demonstragao:[10] (1) Use a desigualdade

a+b+c

3 > Vabe, se a,b,c>0

coma=1,b=2%y*ec=ay>
(2) Suponha que M(z,y) = >_7_, fi(z,y)? com f;(z,y) € R[z,y]. Como o grau de M (z,y)
é 6, cada f; tem grau no méaximo 3, logo é combinacgao linear, com coeficientes em R, de
17 x? y’ x27 xy? y27 x37 ny, :Cy27 yg'

Se 2 aparecesse em algum f; 2% apareceria em M com coeficiente positivo. Logo nenhum dos

3

fi tem 3 como termo. De modo andlogo, 32, 2%, 32, x e y também nao aparecem. Portanto,

filx,y) = a; + bizy + cix’y + dizy®.

Comparando coeficientes, concluimos que a igualdade M = >, f? implica que =3 = Y, b7, o

que é absurdo, pois b; € R para cada 1. O

Embora nao seja soma de quadrados de polindmios, o polinomio de Motzkin admite a

representacao

M(z,y) = ($2y($2+y2 _2)>2+ (my2($2+92 —2))2+ (:Ey(:c2+y2 _2))2+ <x2 —y2>2

$2+y2 $2+y2 $2+y2 $2+y2

como soma de quatro quadrados de fungoes racionais, ou seja, elementos de R(zx,y).

Vamos tratar o problema de representar um polindomio positivo como soma de quadrados
de polinomios no apéndice.

Diante da nao validade da primeira conjectura, Hilbert reformulou-a e colocou-a como uma
dos 23 problemas apresentados no congresso internacional de mateméaticos em 1900 em Paris.

Esse era o décimo sétimo problema:

Conjectura 3.12 (17° problema de Hilbert) Seja f € Rxy,...,z,] um polinémio com n
indeterminadas e coeficientes reais. Se f(ay,...,a,) > 0, para todo (ay,...,a,) € R™, entdo
fed K? onde K =R(xy,...,1,).

O 1ultimo ingrediente do qual necessitamos para demonstrar a validade da Conjectura 3.12
acima, € um teorema de Loégica Matematica, conhecido como principio da transferéncia de
Tarski. Lembremos que uma extensao ordenada de R é um corpo ordenado K que contém R e
tal que a ordem de R é dada pela restricao de qualquer ordem de K a R. De outro modo, se
P c Xk, entao PNR = R2.
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Teorema 3.13 (Principio da Transferéncia - Tarski) Suponha que (K, <) é uma extensao

ordenada de (R, <) e que existe (xy,...,x,) € K" satisfazendo algum conjunto finito de

equacoes e inequacoes com coeficientes em R. Entao existe (aq,...,a,) € R"™ satisfazendo
7 )

as mesmas equacoes € INequacoes.

Demonstracao de 3.12: suponha que f(z1,...,2,) € Rlxy,..., 2,
nao é soma de quadrados de fungoes racionais, isto é, f ¢ > K?, onde

K =R(xq,...,z,). Entao, como

r¢ ()P
PeXgk
existe uma ordem Py de K tal que f & Py, ou seja, f(z1,...,2,) <0
em relacao a essa ordem.
Temos que K D R é uma extensao ordenada de R. Pelo principio

de Tarski, existe (aq,...,a,) € R" tal que f(ay,...,a,) <O0.
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4 Apéndice: o teorema de Hilbert sobre polindomios po-
sitivos

Resumo

Seguindo argumentos de Choi e Lam (cf. [3]) e usando exemplos explicitos de formas
positivas que nao sao somas de quadrados, exibimos uma demonstracao do Teorema de

Hilbert, de 1888, que caracteriza os polinomios que sao somas de quadrados de polinémios.

4.1 Introducao

Um polinémio f(x1,...,z,) € R[zy,...,x,] é dito positivo semidefinido (ou, simplesmente,
positivo) se f(a) > 0, para todo a = (ay,...,a,) € R". Se existem hy,..., h, € Rlzy,..., z,]
tais que f = h? + -+ + h%, dizemos que f ¢ uma soma de quadrados. Usamos as notagoes
Pn,a Para o conjunto dos polinomios positivos com n indeterminadas e grau d, necessariamente
par, e 0, 4 para o conjunto dos polindomios de n indeterminadas e grau d (d par) que sdo somas
de quadrados. Como somas de quadrados de nimeros reais nao podem ser negativas, temos
Ond C DPnd-

Em 1888, David Hilbert demonstrou que 0,4 = pn.q4 se, € somente se, n = 1 e d é par, ou
d=2en >1,ou (nd = (2,4). Hilbert trabalhou com polinémios homogéneos, também
chamados de formas, que sdo polinomios F(zy,...,z,) € Rlxy,...,z,| de grau d tais que
F(\zy, ..., \x,) = Xp(z1,...,2,). A vantagem de trabalhar com formas é que todos os termos

(monoémios) de uma forma tém o mesmo grau.

Toda forma F' se anula na origem, isto é, F'(0,...,0) = 0. Se uma forma p € Rlzy,...,z,]
se anula em um ponto a = (ay,...,a,) € R*\ {(0,...,0)}, entdo ela também se anula em
quelquer ponto (Aay,...,Aa,) da reta determinada pelo ponto a e pela origem. Assim, o

ambiente geométrico natural onde devemos considerar formas é o espaco projetivo real de

dimensao n — 1, P"~!, que é o conjunto das retas de R® que passam pela origem:

(a1 :---ray) ={(Aa1,..., Aa,) | A € R},

Dado um polinémio f(z1,...,x,) de grau d em n varidveis, o polinémio f,(z1, ..., &n, Tpi1) =
al  f (l,“"il ce :ch) é um polinémio homogéneo, chamado homogenizacgio de f. E possivel
recuperar f a partir de fy, pois fu(z1,...,zn, 1) = f(21,...,2,).

Se f(z1,...,z,) é um polinémio positivo de grau d par, entao

fh(xla"wxn—i—l) :'xn—‘,—lf(_ N . )

N Y
Tp+1 Tp+1
também é positivo. Reciprocamente, se f;, é positivo, entao f é positivo. Da mesma forma, f
é soma de quadrados se, e somente se, f, o é. Assim, as fungoes f — f, e f, — f definidas

acima, estabelecem correspondéncias
Pn,d <~ Pn+1,d € Ond <~ Zn—l—l,du
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onde P44 € Xpi1,4 530 0s conjuntos formados pelos polinomios homogéneos que sao positivos
e somas de quadrados, respectivamente.
Esses argumentos mostram que, para resolver totalmente o problema, é suficiente traba-

lharmos com formas. O resultado de Hilbert pode, entao, ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 4.1 (Hilbert, 1888) Seja P, 4 o conjunto das formas positivas semidefinidas com
n indeterminadas e grau d (necessariamente par) e seja X, 4 o conjunto das formas que sdo

somas de quadrados. Entao P, 4= X, q se, e somente se,
(1) n =2 ed é um nimero natural par.

(2) d =2 en éum nimero natural.

(5)) <n7d) = (374)

Os casos (1) e (2) podem ser considerados “casos triviais”, pois decorrem de teoremas gerais
e bdsicos, como veremos na proxima secao. O caso excepcional (3) serd tratado na se¢ao 3,

seguindo a demonstragao de Choi e Lam, [3].

4.2 Os casos “triviais”

Vamos mostrar que P, g = 3 4, se d é par, e também que P, o = ¥, 5. Esses casos podem ser vis-
tos como “triviais” pois fazem uso apenas de dois resultados classicos: o Teorema Fundamental
da Algebra e o Teorema sobre diagonalizacao de matrizes simétricas.

Vamos comecar pelo caso em que n = 2. Seja F' € P4, isto ¢, F' ¢ uma forma de grau d

(par) em duas indeterminadas. Podemos escrever

Fazendo t = x/y, obtemos Zfzo(x/y)i = P(t), onde P(t) = Z?:o t'. Como d é par e F' é um
polinémio positivo, P é também positivo, isto é, P(t) > 0, para todo t € R. Pelo Teorema

Fudamental da Algebra,
P(t) = (t —a))™ - (t—a)™ - qa(®)" - q(t)",

onde aq,...,a, sdo as raizes reais de P(t) e my,...,m, € N sdo suas multiplicidades, todas
pares, pois P é positivo. Para cada 1 < j < s, ¢;(¢) é um polinémio quadrético, cujas raizes
sao numeros complexos conjugados. No caso em que ¢; < 0, para manter a positividade de P ¢
necessario supor que ¢;(t) é positivo para qualquer ¢ real. Isso significa que ¢;(t) = a;t*+b;t+c;,

12 A 4 P,
com aj,bj,c; ER, a; > 0e Aj =0bj —4ajc; < 0. Dessa forma, se £; é impar, o polinomio

b \> [ —A,
t+ —L J
(+a5) + (5)
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é soma de dois quadrados.

Concluimos entao que P(t) é o produto de polinomios que sao, ou quadrados ou somas de
dois quadrados. A identidade (a?+b%)- (c? +d?) = (ac—bd)*+ (ad +bc)? garante que o produto
de uma soma de dois quadrados por outra soma de dois quadrados é ainda uma soma de dois

quadrados. Assim, o polinémio P(t) é soma de dois quadrados e

F(z,y) =y*- Pz/y) = (y**)*- P(x/y)

¢ soma de dois quadrados. Isso mostra que P, 4 C Y3 4. Como a outra inclusao sempre é valida,

tem-se a igualdade.

Seja, agora, F' € P, o, ou seja,

F(l‘l,...,l'n) = E Qi T35
1<i<n
1<j<n

é uma forma quadratica de dimensao n. Para que os coeficientes de [’ sejam simétricos,

podemos considerar

F(I‘l, Ce ,$n> = Z bijxixj,

1<i<n

1<j<n
onde

a;; se 1=7

bij = ’ -

aij/2 se iF ]

Assim,
bii - by T
F(I17,xn):(gj1 PP xn)-

bnl Ann T,

onde B = (b;;) é uma matriz simétrica. Um resultado cldssico da Algebra Linear, afirma que
toda matriz simétrica é diagonalizavel, isto é, existe uma matriz nao-singular P = (p;;) (ou
seja, det P # 0) tal que P~!'- B- P = D, sendo
AN - 0
D— .
0 - A\,

uma matriz diagonal. Assim, B=P-D-Ple

A1 0 1
F(a:l,...,xn):<3;1 xn>-P- Do .p~L.
0 An Tn
Agora,
Pi1 - DPin
(0w ) Pe(o )| o (),
Pn1 " DPnn
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onde y; = x1p1j + -+ + Tupny, para cada 1 < j < n. A matriz P fornece, portanto, uma

mudanca de variaveis em F' de modo que

)\1 0 Y1
Flgoom) = (o )| 0 o || [ =il

Uma vez que F(yy,...,y,) > 0, para qualquer (y1,...,y,) € R", temos \; = F(1,0,...,0) >
0,..., A, = F(0,...,0,1) > 0. Assim,

Fly, -y yn) = (V) + - (VAyn)?

¢ uma soma de quadrados de polinomios. Isso mostra que P, 2 = X, 2.

4.3 O Teorema de Krein-Milman para cones

Nesta se¢ao apresentaremos um resultado classico descoberto por H. Minkowski (1911) e gene-
ralizado por Krein e Milman (1940). A versao que iremos aplicar mais adiante vale para cones,
que definiremos a seguir.

Um conjunto S C R™ é chamado cone se x € S implica Ax € S para cada A\ > 0. Por
exemplo, A = {(z1,...,2,) € R" | x; > 0} é um cone. Se vy,...,v,, sdo vetores linearmente

independentes em R", entao B = {a1v1 + -+ - Uy, | @ € Ry > 0} é um cone.
n+d— 1)

O conjunto P, 4 também pode ser visto como um cone no espaco R™, onde m = ( ]
n —_—

via a identificacdo s € P, 4 <> (a1, ..., a,), onde os a; sdo os coeficientes de s.

Seja K um cone em R™ e seja u € K. O conjunto [u] = {Au | A € R, A >0} C K é
chamado raio determinado por u. Cada raio é uma classe de equivaléncia da relacao u ~ v <
v=Au, A € R, A > 0 definida sobre R™.

O espago quociente K/ ~ é o conjunto dos raios [u], com u € K. Dizemos que K é
projetivamente compacto quando K/ ~ é compacto.

O cone K é dito convexo se, dados u,v € K, temos (1 — t)u + tv € K, para todo t € R,
0 <t <1. Umraio [u] € K/ ~ é dito extremo se [u] = (1 —¢)[v] +t{w], comt € R, 0 < t < 1,
implica [u] = [v] = [w]. Dada uma familia {[u;|};c; de raios, o fecho convexo dessa familia é
o conjunto

F= {Z%[Uz] |0 <a; <1, Zai = 1}
icJ ieJ
onde J C [ ¢ finito, ou seja, ' é o conjunto das combinagoes lineares convexas de elementos

da familia.

Teorema 4.2 (Krein-Milman, 1940) Seja K um cone convexo e projetivamente compacto.

Entdo K € o fecho convexo de seus raios extremos.
Demonstragao: veja [12], p.277.
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4.4 O Teorema de Hilbert sobre quadricas ternarias

Uma forma qudrtica terndria é uma forma de grau 4 em trés indeterminadas. O item (3) do
Teorema 4.1 afirma que P54 = Y34, ou seja, toda forma quartica terndria positiva semidefinida
¢ uma soma de quadrados (de formas quadraticas). Nesta segdo, demonstraremos esse fato,
seguindo [3] (veja também [2], p.111).

Dados dois polinémios f,g € R[zy,...,x,], escrevemos f > g em R™ para indicar que f — g
é um polinémio positivo semidefinido em R™. Mais precisamente, (f — g)(a) > 0, para todo
a € R™

Lema 4.3 Se s € P34, entdo existe uma forma quadrdtica nao-nula q tal que s > ¢* em R3.

Demonstragao: vamos usar a notacao usual da geometria projetiva: se (z,y,z) # (0,0,0),

entao

(x:y:z)={(Az, Ay, A2) | A € R}

¢ a reta que passa por (x,y, z) e pela origem (0,0,0). O plano projetivo real é o conjunto

de todas essas retas, ou seja,

]P)2(]R) = {(ZL‘ ‘Y Z) | (x,y, Z) € RS? (as,y,z) 7& (0’070)}'

Esse é o ambiente ideal para se considerar como dominio de fungoes polinomiais dadas por
polindmios homogéneos (de trés varidveis), uma vez que, se I é homogéneo de grau d e
F(x,y,2) = 0 entdao F(A\x, \y, \z) = XNF(x,y,2) = 0. Logo, F se anula ao longo de toda
areta (z:y:2).

Seja Z(s) C Py(R) o conjunto

Z(s)={(r:y:2) € Py(R) | s(x,y, z) = 0}.

Temos trés casos:

Caso 1: | Z(s) = 0|.
Neste caso, s(z,y, z) # 0, para todo (z,y, z) # (0,0,0). Em particular, s(x,y, z) > 0, para

todo (z,y, 2) € S? (esfera unitdria). Como (z,y,2) € S? & 2% + y*> + 22 = 1, temos

s(z,y, 2)
(22 +y? + 22)?

s(z,y, 2)
(22 +y? + 22)?

=s(z,y,2) > 0= >e>0=s(z,y,2) > e(x®+y° + %),

para todo (z,y,z) € S2.
Dado (z,9,2) € R3, (z,y,2) # (0,0,0), existe A € R (A = (22 + 32 + 2%)'/2) tal que
(Az, Ay, \z) € S%. Logo,

sz, Ay, A2) > e((Ar)? + (My)? + (A2)D)? = Ms(z,y,2) > e (2 + oy + 22) =
= s(z,y,2) > e(@® +y* +2%)7,
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para todo (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)}. Basta, entao, tomarmos q(z,y, z) = /(2 + y* + 2?).

Caso 2: | Z(s) tem exatamente um elemento |.

Mudando coordenadas, se necessério, podemos supor que Z(s) = {(1:0:0)}. Se Gr,(s) =

4, isto é, o grau de x em s € igual a 4,
s(z,y, 2) = az* + (termos que dependem de y e z),

entdo s(1:0:0) =a # 0. Como s(1:0:0) =0, s ndo pode ter um termo onde = aparega com
grau 4, logo Gr,(s) < 4. devemos observar que Gr,(s) ¢ par, do contrario s(z : 1 : 1) mudaria
de sinal quando z percorresse R. Assim, Gr,(s) < 4 implica que Gr,(s) = 0 ou Gr,(s) = 2. Se
Gr,(s) = 0, entao teria apenas duas indeterminadas e, por isso, s € Ps4. Assim, Gr,(s) =2 e
podemos escrever

s(z,y,2) = 2 f(y, z) + 2zg(y, 2) + h(y, 2). (10)

Completando quadrados, obtemos

fs=(af+9)°+ (fh—7g%. (11)

Como s > 0 em R?, o coeficiente f(y,z) de z* na expressao quadrética (10) deve ser maior ou
igual a zero em R?. O mesmo vale para o coeficiente linear h(y, z) em (10), isto é, h > 0 em
R2.
O discriminante da expressiao (10) é A = 4¢*> — 4fh. Como s nao muda de sinal, A < 0,
isto é,
fh—g*>0. (12)

O polinémio f(y, z) é uma forma quadratica, pois 22 f(y, ) tem grau 4. A forma quadratica

f(y,2) = ay* + 2byz+ 2 = (y Z><Z b>'<y>
c Z

a b

&

b
) = 0 e é dita nao-degenerada se det ( ; > # 0. Se f

a
¢ dita degenerada se det <
c

2

é degenerada, entao cf = (by + cz)?, se ¢ # 0, ou af = (ay)?, se ¢ = 0. Se f é nao-degenerada,

entao f(y,z) = 0 se, e somente se, (y,z) = (0,0).

Se f ndo é degenerada, entdo f > 0 sobre R? ~ {(0,0)}. Se (fh — g*)(b,c) = 0 com
(b,) # (0.0), entdio, por (1),

g ve) = (Fes

_9be) $)=1(1:0:
:>( i )eZ() {(1:0:0)},

o que é uma contradi¢ao com (b, c) # (0,0).

f(b,c)s (— f(b,¢c) + g(b, c))2 +0=0=
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. . —_ 2 7 . .
Assim, existe ¢ > 0 tal que £ hf39 > ¢ sobre S! (o circulo de raio 1 centrado em na origem

de R?). Repetindo argumentos j& usados anteriormente, concluimos que fh — g > f? sobre
R2. Entao
fs=(af+9)°+(fh—g") > [h—g* > ef?

sobre R?, portanto s > ¢f? sobre R®. Basta tomarmos, entdao, ¢ = \/2f.

No caso em que f é degenerada, temos que f > 0 implica f = f2, onde f; = fi(y,2) = ay+bz
é uma forma linear. Por (12) sabemos que fh — ¢g?> > 0, logo fZh — ¢g> > 0. O conjunto dos
zeros de f1 ¢ Z(f1) = {(b: —a)}. Assim, de (ffh — ¢*)(b: —a) > 0e fi(b: —a) = 0 vem que
—g(b: —a)® > 0, ou seja, g(b: —a) = 0. Pelo Teorema do resto, f; divide g, isto é, g = fi91,
para algum polinomio g;.

Agora, (11) implica que fs = (zf +g)?> + (fh — ¢g*) > (xf + g)?, pois fh — g*> > 0. Logo,

fs>(@f+9)°=@ff+ fin) = filzfi+0) = fs > flafi+q) B> (zfi + g1)°

Caso 3: | Z(s) tem pelo menos dois elementos |.

Podemos assumir, sem perda de genaralidade, que (1 : 0 : 0) e (0 : 1 : 0) pertencem a
Z(s). De modo andlogo ao que fizemos no caso anterior, concluimos que Gr,(s) = Gry(s) = 2.

Temos, entao,

s(z,y,2) = 22 f(y, 2) + 2x29(y, 2) + 2°h(y, 2)

fs=(xf+29)*+ 22(fh — g%, (13)

onde f, g e h sao formas quadraticas em v,z e f,h e fh — ¢g* sao todas nao-negativas sobre
R2.

Se f é uma forma degenerada, entao podemos proceder como no caso anterior. Se h é

degenerada, podemos fazer o mesmo, usando
hs = (zh + 29)* + 2*(fh — ¢°).

Assim, podemos supor que f e h nao sao degeneradas. Neste caso, f > 0 e h > 0 sobre

R~ {(0,0)}. Finalmente, temos dois subcasos:

(a) A forma fh — g* possui um zero nao-trivial (b, c). Considere a = — oo ©
s1(2,y,2) = s(x + az,y,2) = 2 f + 222(g + af) + 22(h + 2ag + o* f).
Como (fh — ¢g?)(b,c) = 0, temos (h + 2ag + a?f)(b,c) = (th_gz> (b,c) = 0. Assim,
2f = si(x,y,2) = 2° [ + 222Gy, 2) + 2°H(y, 2),

com G(y,2) = g(y,z) +af(y, 2), H(y,2) = h(y, 2) +2ag(y, ) + o*f(y, z) e H(b,c) = 0. Assim,

este caso pode ser tratado como antes, pois H é degenerada.
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(b) A forma fh — g* é positiva sobre R? \ {(0,0)}. Neste caso, existe ¢ > 0 tal que

fh—g°
(2 +22)f —
sobre S*. Portanto
fh—g* >e(?+22)f

sobre R?. Logo, por (13),
fs=(xf +29)* + 22(fh = ¢*) 2 2(fh = ) 2 2*(y* +2°) f =

= 5> e (y? + 2%) > et

sobre R?, isto é, s > ¢? sobre R?, com q = /222 U

Vamos, agora, mostrar que Ps 4 = X34. Como P54 ¢ um cone convexo projetivamente com-
pacto, o Teorema 4.2 garante que toda forma em Ps4 pode ser escrita como combinagao linear
de um numero finito de formas extremas pertencentes a P;4. Assim, é suficiente mostrarmos
que toda forma extrema s € P54 pode ser escrita como soma de quadrados. Seja, pois, s € P54
uma forma extrema. Pelo Lema 4.3, existe uma forma ¢ tal que s > ¢2, ou seja, s = ¢+, onde
q#0et=0o0ut e P3y. Como s é extrema, temos ¢> = as, para algum a € R, 0 < a < 1.

Portanto s € X3 4.

4.5 Conclusao da demonstracgao

Nesta secao vamos concluir a demonstragao do Teorema 4.1. Nas secoes anteriores, ja de-
monstramos que as trés condicoes listadas no enunciado desse teorema sao suficientes para que
Pna4 = Yn4. A seguir, demonstraremos que essas condigoes também sao necessdrias para que
valha essa igualdade. Mais precisamente, exibiremos exemplos que mostram que, excetuando-se
os trés casos listados no eneunciado do Teorema 4.1, a inclusao X, 4 C P, 4 ¢ sempre estrita.

Inicialmente, vamos exibir formas ¢ € Pys N 244 € 5 € Py \ X36. Scja
q(x,y, z,w) = w* + x2y2 + y2z2 + 2222 — dxyzw.

Sabemos que X4t > V/ghed. Fazendo a = w?, b = 2%y?, ¢ = y?2% e d = 2%z%, obtemos
q(z,y,z,w) >0, ou seja, ¢ € Py4. Vamos mostrar que ¢ ¢ ¥, 4. Suponhamos o contrario, isto

4 k . . ~ , .
é, ¢ = >, ¢’ Nenhum ¢; poderia conter z2,y* ou z?, pois ¢ nao contém x*, y* ou z*. Mais

2

ainda, nenhum ¢; poderia conter wx, wy ou wz, pois ¢ nao contém w3x?, w?y? ou w?z%. Assim,

2

cada ¢; seria uma combinacao linear dos monomios xy, yz, zx e w* e, portanto, nao haveria o

2
i

termo xyzw na soma Zle q;. Isso mostra que ¢ & X4 4.

Sen>4ed>4(dpar), entdo 2971q € Prg~\ Zpa-
Consideremos, agora, s(z,y,z) = 25 + z%y? + 2%y — 322y?22. Como 22y?2% é a média

geométrica de 2%, 21y? e 22y, temos que s > 0 sobre R3. Suponha que s = Zle s2. De modo
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similar ao que fizemos no caso anterior, vemos que nenhum s; pode conter z3, y3, 2%z, y*z, v2°

3

ou yz2. Assim, cada s; é uma combinacao linear dos monoémios zy?, 2%y, xyz e z3. Se a; é o

. ~ . 2 9 9 /- k 2 o k 2
coeficiente de zyz em s;, entao o coeficiente de z°y*2* em s éiguala ) ,_, a7, logo =3 = > a7,

com ay,...,a; € R, absurdo. Isso mostra que s & ¥sg.
Sen >3ed> 6 (dpar), entao 29755 € Poa~ X, q. Isso completa a demonstracao do

Teorema 4.1.
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