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Def | Dada uma funcdo f qualquer derivavel até a ordem » no intervalo | de forma que x, € I, podemos obter uma aproximacio de /' por meio do polindomio

P(x) = f(x,)+ f(x,)(x—x,)+

f (%) f
2!

(x —x)%+ -+ — (x—x,)™

que € denominado polindmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, ou formula de Taylor. Tal polinémio € o Gnico de grau n que permite uma aproximacéo da fem volta de x,, de
forma que o erro E(x) cometido na aproximacdo tenda a zero mais rapidamente que (x — x,)™ quando x — x,,.

DEM] Existéncia de P(x) de acordo com a definigdo.

Dado que f(x) = P(x) + E(x) entiio,

EG) = () = fx0) = [ (xo)x = 30) = =T e — st e lim £ =2

n! x=xy (x—xp)* 0

Aplicando a Regra de L'Hospital (n — 1) vezes para eliminar a indeterminagio
obtemos:

EC) _ . fO000 = FO D) — f )~ x0)

A%, (= xp)"  xx nl(x —xp) o
Utilizando as propriedades operatorias dos limites em (I)

. E(x) 1 OV — D) ™) — x0)

lim ——— = —(lim - lim —————— (In

xoxg (X — xg)"  nl xSxg X — Xp x—xg (x—xg)

Calculando os limites entre parénteses em ([1), obteremos a diferenca entre as enésimas
derivadas de £, constatando que E (x) — 0 mais rapidamente que (x — x,)".

Em geral, quanto maior for o grau do polinomio de Taylor mais eficiente € a sua
aproximacdo do valor da funcdo no ponto, convém ressaltar porém que a melhor aproximagao
tipicamente acontece para x, = 0, a medida que afastamo-nos desse ponto perdemos
gradualmente a precisio da aproximacio. As figuras abaixo 1lustram essa 1de1a.

DEM] Unicidade de P(x) de acordo com a definigio

Suponhamos que exista Q(x) = f(xy) + a;(x — xg) + -+~ + a,, (x — xp)" de forma que
f(x) =Q(x) + E;(x) onde lim ol (xi =0 além de f(x) = P(x) + E(x) da forma como

x—xg (x—x0)"
foram citados acima. Temos entdo

E(x) E1 (x)
lim——— = lim ————=0 (Il
£0 (6 — xg)" %0 (% — Xo)" i
De (III) decorre lim EGIBL®) _  isto &
x—0 (x—xg)"
. JA
ey = FGeo)]lx = 2] + -+ [ — o ()] [x — o ]"
lim - ! -0 v
oo (x — Xo)
” (n)
assim sendo a; = f(xg), a; = % Oy = ! n(lxo)_
P y=Inxe
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1) Encontrar [ e* dx.

Prlmelro obtemos a formula de Taylor para e* =1+ u + + +— facamos a troca de variaveis u = x2, obtemos assim

=1+ x? + + + — trocando a funcdo por sua expanséo nao encontraremos d|f|culdade em integrar o polindmio:

szd —f1+ A2 +x2nd = +x3+x5+ it
et dx = | (L+x"+ Jdx = x 5.21 2n + Dn!

2) Obter uma expressao que aproxime o valor de :

integrar cada membro do polinémio de Taylor correspondente ao integrando:

li=1+x+x2+x3

—X

=1 — a3 xt e

Do teorema fundamental do calculo:
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