NI W
Lf}"" “'wa L .L""-Ch‘.‘t

— VOLTA REDONDA

Teoria IVlatematica de Epidemias
O Teorema do Limiar

ALINE DE MELO - IVAN AGUILAR

T |n§tituto.de
= Ciéncias Exatas

Vil Blenal da Somedade Bra

| a de Mateatlca ' _. 2( c_gié - Alagoas

AR PP E ReE S O



'"ICEx

Instituto de
Ciencias Exatas

Teoria Matematica de Epidemias: O Teoremado Limiar
Aline de Melo — Ivan Aguilar, Departamento de Matematica, ICEx — UFF
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Introducao

Suponha que em uma grande populacao (que é capaz de ficar infectada) é inserido

um pequeno grupo de pessoas com uma doenca infecciosa.

1) O que acontece a medida que o tempo evolui?

2) A doenca desaparece rapidamente, ou ocorre uma epidemia?

3) Quantas pessoas, em ultima analise, adoecem?

Neste trabalho procuramos dar resposta a essas trés questoes.

Objetivo

e Estudar um sistema de EDO’s que governam a propagacao de uma doenca infecciosa

dentro de uma populacao, analisando o comportamento de suas solucoes.

e Demonstrar o Teorema do Limiar Epidemico proposto por Kermack e MacKendrick.

Epidemias

Uma epidemia é a propagacao de uma do-
enca infecciosa, que surge em determinada
localidade e ataca ao mesmo tempo um
grande numero de pessoas, marcada por
um comeco e um fim.

Epidemias na historia

e Peste Negra (Europa/Asia) 50 milhdes de
mortos, 1333 a 1351.
e Colera. Centenas de milhares de mortos

- 1817 a 1824.

e Tuberculose 1 bilhao de mortos - 1850 a
1950.

e Variola 300 milhdes de mortos - 1896 a
1980.

e Gripe Espanhola 20 milnoes de mortos -
1918 a 1919.

e Febre Amarela 30 000 mortos (Etiopia) -
1960 a 1962

e Sarampo 6 milhoes de mortos por ano -
Até 1963

e Malaria 3 milhbes de mortos por ano -
Desde 1980
e AIDS 22 milhoes de mortos - Desde 1981

Bactéria da Peste Negra

O Modelo SIR

e Supole-se que a doencga confere imuni-
dade permanente ao individuo que tenha se
recuperado completamente da doenca.

e O periodo de incubacao curto. O Indi-
viduo infectado se converte imediatamente
em agente de contagio.

e Divide-se a populacao em 3 classes:

S: (suscetiveis) agueles que podem ser
infectados e podem infectar, mas que
ainda nao sao agentes de infeccao.

I: (infectados/infectantes) aqueles que
foram infectados e podem contagiar.

R: (removidos) sao 0os que adquiriram a
doenca e morreram, 0S qUe Se recu-
peraram e adquiriram imunidade per-
manentemente, e 0s que foram isola-
dos ate se recuperar e adquirirem imu-
nidade permanente.

Regras de disseminacao

Regra 1. No intervalo de tempo conside-
rado assume-se que a populacao perma-
nece num nivel constante V. Isso significa,
é claro, que negligenciamos nascimentos,
mortes por causas nao relacionadas a do-
enca em gquestao, imigracao € emigracao.

Regra 2. A taxa de variacao da popula-
cao suscetivel € proporcional ao produto do
numero de membros de S e 0 numero de
membros de 1.

Regra 3. Os individuos sao removidos da
classe infecciosa I a uma taxa proporcional
ao tamanho de 1.

Sejam S(t), I(t) e R(t) o numero de In-
dividuos de S,1 e R, respectivamente no
tempo t. Das trés regras, S(t), I(t) e R(t)
satisfazem o seguinte sistema de EDO’s:

dS

—= —rS1;

dt

dl

— — ST —~I; 1
== o (1)
dR
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onde r,~v > 0 constantes positivas (taxas).
Como R(t) = N — S(t) — I(t) e as duas
primeiras equacoes independem de R € su-
ficiente estudar

dS dl
— = —rSI, — =rSI—~I. (2)
dt dt
Para conhecer o comportamento qualitativo
das orbitas de (2) podemos resolver a equa-
cao
dl  rSI —~I1 v

— = = —1 4 : (3)
dS —rS1 rS

e As Orbitas (S(t), I(t)) de (2) se deslocam
ao longo das sao solucoes da equacao (3).

e A solucao de (3) passando por (So, Ip) €
I(S)=1Io+So—S+pIn(S/So) (4)

e /o 0 numero Iinicial de infectados,
e Sy 0 nUumero Inicial de suscetiveis.
Ambos no instante tg e

7
® O — —.
T
Da derivada de (4), I'(S) = —1 + p/S,
e [(S)ecrescentese S < p,e

e /(S) € decrescente se S > p.
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Fig.3 Solugdes I(.S) de (3)

Propriedades de /(5)
e /[(S)ecrescentese S <p e
o élmo I(S)=—oc0 e I(Sg) = Ip > 0. Portanto,

e /(S)>0,para S € (S, So).

Fig.4 Orbitas (S(t), I(t)) de (2)

I(S) € decrescente se S > p.

! S € (0

,So) tal que 1(S) = 0.
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Teorema do Limiar Epidemico

Teorema.(do Limiar Epidémico) Seja So = p + v e suponha que v/p € muito pequeno
quando comparado com 1. Se o numero inicial de infectados Iy € muito pequeno, entao o
numero de individuos que finalmente contraem a doenca Sg — Soc € proximo de 2v.

Demonstracao.
De I(S) = 1Io+ So— S+ pIn(S/Sp) segue

1(S(t)) = Io + So — S(t) + pIn(S(t)/So)

Set — 00,0 =1p+ Sp — S —I—,Oln

O
Se Ip € muito pequeno comparado a So,

Ip =~ 0. Fazendo Ip = 0,

= So — Sec + pln _SO—<SSOO—SOO>
= S0 — Soo + pln |1 — (20z2e0)

Se Sop — p € pequeno comparado a p en-
tao S — S, sera pequeno comparado a .Sy.
Usando série de Taylor de ordem 2,

So — S :2(p—|—u)% :2p(1—|—%)
~ 2U. a

v
P

Comparacao do modelo SIR com dados
de uma epidemia real.

Kermack e McKendrick comparam o mo-
delo SIR com os dados reais de uma epi-
demla acontemda na India em 1906. Acha-
ram % =890 sech?(0.2t — 3.4), onde t =
semanas e compararam com 0 numero de

mortes por semana da epidemia.

Usamos 2 pois, durante uma epide-

mia é imposswel termos dados concretos
do numero de infectados cada dia ou se-
mana.

¢ (5-,0) € um ponto de equilibrio de (2) pois tanto dS/dt e dI /dt se anulam em I = 0.

Implicacoes desse resultado
e A Orbita (S(t), I(t)) viaja ao longo da solugcao S(I) passando por (So, Ip), Vt € (tg, o0).

1000+

2 @
mortes

800~

So—5So)1 o [So—=So]1 1[So—Sae
ln[l (050 )]N [OSO } 2[ 050

Logo,O:SO—SOO_p[So—Soo} P[so—soo:

e S(t) sempre decresce com o tempo. S0 2L So
e Como (S~,0) € ponto de equilibrio de (2), segue que, tim (S(t),1(t)) = (Sxo,0). — (Sy—Sa0) |1 Spo 2 (Sp — Seo)
N~ 0
Istoé, set—+oc0 entdo I(t) -0 e S(t) = S ] ]
Finalmente, So — Soo = 250 (22 — 1) o\e
P _ _Ssemanas | p_0
Conclusoes = 2(p+v) [£22 1]

Se Iy é um pequeno grupo de infectados num grupo de suscetiveis Sp:

Referencias

e 5Se Sy < pentdo a doencga desaparece rapidamente.

e Se Sy > pentdo os infectados I(t) crescem, enquanto S(¢) decresce
até p, momento em que I(t) atinge seu valor maximo em S = p.

e [(t)decrescese S(t) estd abaixo do valor limiar p.

e A resposta a terceira questao é dada pelo Teorema do Limiar.
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