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TOPOLOGIA m-ADICA

Sejam A um anel comutativo com unidade e m um ideal de A tal que N, -, m™ = 0. Para cada x € A/{0},
tomemos

V,,(x) = max{n € Ny; x € m"}
Definimos tambem v,,,(0) = +oo. Para cada x,y € A temos entao:

1. v,(x) = v, (—x)
2. V(X +y) < min{v,,(x), v,,(y)}
3. U (xy) = v (x) + v (V) = v (¥)

Definimos agora a seguinte aplicacao: d,,,;:A XA — R
(x,y) — d,(x,y) = e7'm*=¥Y)  convencionando-se que
e~ = 0, para quaisquer x,y,z € A temos:

.d,(x,y)=0ed,(x,y) =0 x=y
. dpy (x,y) = dp (¥, x)

iii. d, (x,v) < max{d,,(x,2),d,,(z,v)}
V. dm(x + Z,Y T Z) — dm(X, y)

Temos entao que d,,,€ mais que uma metrica, € uma ultra metrica (uma métrica que satisfaz a condic¢ao Iv
acima que é mais forte que a desigualdade triangular), chamada de meétrica m-adica. E assim d,,, induz em A
uma topologia chamada de topologia m-adica.

Dos resultados de analise real [1], ja sabemos que se ), x,, € uma serie numerica convergente, entao
lim x,, = 0, sabemos também que a reciproca nao € sempre verdadeira. Veremos que na topologia m-adica
Impondo a condicao da completude do anel A teremos que a volta do resultado e valida.
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Teorema: Munido da topologia m-adica, A € um anel topologico.

Comentario: Nao é dificil ver que sendo (a,,),,en UMa Sequéncia em A e aeA, entao a,, — a na métrica
m-adica se, e somente se, para cada keN, 3 nyeN tal que a,, — a e m* paratodon € N,.

Lema: Considere em A a métrica m-adica, temos que (x,,) € uma sequéncia de Cauchy em A se, €
somente se, x,.1 — x,, — 0, ou equivalentemente, d,,,(x,,+1,x,) — O.

Teorema: Considere em A a métrica m-adica. Se A e completo, entao a série ), x,, converge se, e somente
se, x,,— 0.

Demonstracao: A e dito completo quando toda sequéncia de Cauchy é convergente. Sendo ), x,
convergente, existe S =lims, ,eéclaroque S = lims,,_1, assim

0=S5S-S5S=Ilim(S, —S,_1) = limx,

Considerando S,, = ),;—, x; . Suponha lim x; = 0 e observe que S,,.1 — S, = Xp+1 — 0 quando
l— OO
n — oo, Pelo lema acima, (S,,)en € de Cauchy e sendo A completo, concluimos que ), x,, é
convergente.
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