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TOPOLOGIA m-ÁDICA 
 

  Sejam A um anel comutativo com unidade e m um ideal de A tal que  𝑚𝑛∞
𝑛=1 = 0. Para cada 𝑥 ∈ 𝐴/{0}, 

 tomemos 

 

𝑣𝑚 𝑥 = max 𝑛 ∈ 𝑁0; 𝑥 ∈ 𝑚
𝑛  

 

  Definimos também 𝑣𝑚 0 =  +∞. Para cada 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 temos então: 

 

   1. 𝑣𝑚(𝑥) = 𝑣𝑚 −𝑥  

   2. 𝑣𝑚(𝑥 + 𝑦) ≤ min {𝑣𝑚 𝑥 , 𝑣𝑚 𝑦 } 
   3. 𝑣𝑚 𝑥𝑦 ≥ 𝑣𝑚 𝑥 + 𝑣𝑚(𝑦) ≥ 𝑣𝑚(𝑦) 
  

   Definimos agora a seguinte aplicação:  𝑑𝑚: 𝐴 × 𝐴 ⟶ ℝ 

                                                                                 𝑥, 𝑦 ⟼ 𝑑𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝑒−𝑣𝑚(𝑥−𝑦)  , convencionando-se que 

 𝑒−∞ = 0, para quaisquer 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 temos: 

 

  i. 𝑑𝑚 𝑥, 𝑦 ≥ 0 e 𝑑𝑚 𝑥, 𝑦 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

  ii. 𝑑𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝑑𝑚 𝑦, 𝑥  

  iii. 𝑑𝑚 𝑥, 𝑦 ≤ max 𝑑𝑚 𝑥, 𝑧 , 𝑑𝑚 𝑧, 𝑦  

  iv. 𝑑𝑚 𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧 = 𝑑𝑚(𝑥, 𝑦) 
 

  Temos então que 𝑑𝑚é mais que uma métrica, é uma ultra métrica (uma métrica que satisfaz a condição iv 

 acima que é mais forte que a desigualdade triangular), chamada de métrica m-ádica. E assim 𝑑𝑚 induz em 𝐴 

 uma topologia chamada de topologia m-ádica. 

  Dos resultados de análise real [1], já sabemos que se  𝑥𝑛 é uma série numérica convergente, então 

 lim 𝑥𝑛 = 0, sabemos também que a recíproca não é sempre verdadeira. Veremos que na topologia m-ádica 

 impondo a condição da completude do anel A teremos que a volta do resultado é válida. 
 

   

   



   

  Teorema: Munido da topologia m-ádica, A é um anel topológico.  

  

  Comentário: Não é difícil ver que sendo 𝑎𝑛 𝑛∈ℕ uma sequência em A e 𝑎𝜖𝐴, então 𝑎𝑛⟶ 𝑎  na métrica 

 m-ádica se, e somente se, para cada 𝑘𝜖ℕ, ∃ 𝑛0𝜖ℕ tal que 𝑎𝑛 − 𝑎 𝜖 𝑚
𝑘 para todo 𝑛 ∈ ℕ0. 

 

  Lema: Considere em A a métrica m-ádica, temos que (𝑥𝑛) é uma sequência de Cauchy em A se, e 

 somente se, 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛⟶ 0, ou equivalentemente, 𝑑𝑚(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ⟶ 0. 
 

  Teorema: Considere em A a métrica m-ádica. Se A é completo, então a série  𝑥𝑛 converge se, e somente

  se, 𝑥𝑛⟶ 0. 
   

  Demonstração: A é dito completo quando toda sequência de Cauchy é convergente. Sendo  𝑥𝑛               

  convergente, existe  𝑆 = 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑛 , e é claro que 𝑆 = 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑛−1, assim 

 

0 = 𝑆 − 𝑆 = 𝑙𝑖𝑚 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 
 
  Considerando 𝑆𝑛 =  𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  . Suponha 𝑙𝑖𝑚

𝑖→∞
𝑥𝑖 = 0 e observe que  𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛 = 𝑥𝑛+1⟶ 0 quando                

        𝑛 ⟶ ∞.  Pelo            lema acima, 𝑆𝑛 𝑛∈ℕ é de Cauchy e sendo 𝐴 completo, concluímos que  𝑥𝑛 é 
        convergente. 
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