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     Demonstração. Vamos escrever o polinômio 𝑃 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, 𝑦′′′′ = 0 explicitamente. Considere as funções: 
 
                             

                                    𝑓(𝑡) =  𝑔 𝑡 𝑑𝑡          e         𝑔 𝑡 =  𝑒
1

(1−𝑡2),   |𝑡| < 1
 0,  𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜

 

    
               

  
   observe que 𝑔(𝑡), para |𝑡|  <  1, satisfaz uma EDO de primeira ordem, pois 

𝑔′ 𝑡 = −
2𝑡

1 − 𝑡2 2
∙ 𝑒
− 

1
1−𝑡2 = −

2𝑡

1 − 𝑡2 2
∙ 𝑔 𝑡 ⇒ 𝑔′(𝑡) ∙ 1 − 𝑡2 2 +2𝑡 ∙ 𝑔 𝑡 = 0 

   de modo que cada 𝑓 e 𝑎𝑓 +  𝑏, a e b constantes, satisfaçam uma EDO de segunda ordem, ou seja, 
 

         𝑓′′ 𝑡 = 𝑔′ 𝑡 ⇒ 𝑓′′ 𝑡 = −𝑓′ 𝑡 ∙
2𝑡

1 − 𝑡2 2
⇒ 𝑓′′ 𝑡 ∙ 1 − 𝑡2 2 + 2𝑡 ∙ 𝑓′ 𝑡 = 0 

 
  A ideia é escrever uma EDO de quarta ordem, por diferenciação e manipulações algébricas, que venha a  
  satisfazer todas as funções y = A𝑓 𝛼𝑡 + 𝛽 + 𝐵 quaisquer que sejam as constantes 𝐴, 𝛼, 𝛽, 𝐵. 

 
  𝑆𝑒𝑗𝑎 y = A𝑓 𝛼𝑡 + 𝛽 + 𝐵 tal que 

 

𝑦′  = A ∙ 𝛼 ∙ 𝑓′ 𝛼𝑡 + 𝛽 , 𝑦′′  = A ∙ 𝛼2∙ 𝑓′′ 𝛼𝑡 + 𝛽 , 𝑦′′′ = A ∙ 𝛼3∙ 𝑓′′′ 𝛼𝑡 + 𝛽 , 𝑦′′′′  = A ∙ 𝛼4∙ 𝑓′′′′ 𝛼𝑡 + 𝛽  
  

 

  𝑻𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎𝒂:  𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 𝑃 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, 𝑦′′′′  1  𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑃 é 𝑢𝑚 𝑝𝑜𝑙𝑖𝑛 − 
  ô𝑚𝑖𝑜 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑎𝑡𝑟𝑜 𝑣𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑖𝑠, 𝑐𝑜𝑚 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠, 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑎 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑡í𝑛𝑢𝑎 𝜑 𝑑𝑒𝑓𝑖 − 
  𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑚  ℝ,  𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝜖 >  0, 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜  y de (1) tal que 𝑠𝑢𝑝𝑡∈ℝ|𝑦 𝑡 − 𝜑 𝑡 | < 𝜖. 
  𝑀𝑎𝑖𝑠 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔ê𝑛𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑢 7 𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑎𝑡𝑟𝑜 𝑒 𝑡𝑒𝑚 𝑎 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑖𝑛𝑡𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎: 
 

3𝑦′
4
𝑦′′𝑦′′′′

2
− 4𝑦′

4
𝑦′′′

2
𝑦′′′′ + 6𝑦′

3
𝑦′′

2
𝑦′′′𝑦′′′′ + 24𝑦′

2
𝑦′′

4
𝑦′′′′ − 12𝑦′

3
𝑦′′𝑦′′′

3
− 29𝑦′

2
𝑦′′

3
𝑦′′′

2
+12𝑦′′

7
= 0 

 



    Agora para 𝑠 < 1 

    𝑖) 𝑓′ 𝑠 = 𝑔 𝑠 = 𝑒
− 

1
1−𝑠2  

    𝑖𝑖) 𝑓′′ 𝑠 = −
2𝑠

1 − 𝑠2 2
∙ 𝑒
− 

1
1−𝑠2  

    𝑖𝑖𝑖)𝑓′′′ 𝑠 =
6𝑠4 − 2

1 − 𝑠2 4
∙ 𝑒
− 

1
1−𝑠2  

    𝑖𝑣) 𝑓′′′′ 𝑠 =
−24𝑠7 − 12𝑠5 + 40𝑠3 − 12𝑠

1 − 𝑠2 6
∙ 𝑒
− 

1
1−𝑠2  

    Sendo, 𝑠 = 𝛼𝑡 + 𝛽, temos 

    𝑦′′ = 𝐴 ∙ 𝛼2∙ 𝑓′′ 𝑠 , onde 𝑓′′ 𝑠 = −
2𝑠

1 − 𝑠2 2
∙ 𝑒
− 

1
1−𝑠2   

    Vamos obter a seguinte expressão: 

  𝛼 = −
𝑦′′

𝑦′
∙
1 − 𝑠2 2

2𝑠
 𝑰  

   Sendo 𝑦′′′  = 𝐴 ∙ 𝛼3∙ 𝑓′′′ 𝑠  temos,

                    𝑦′′′ = 𝐴 ∙ 𝛼3 ∙
6𝑠4 − 2

1 − 𝑠2 4
∙ 𝑓′ 𝑠  

                                   = 𝐴 ∙ 𝛼3 ∙
6𝑠4 − 2

1 − 𝑠2 4
∙
𝑦′

𝐴 ∙ 𝛼
    (𝑰𝑰) 

   Substituindo 𝐼  em (𝐼𝐼) 
 

3𝑦′′
2
𝑠4 − 2𝑦′𝑦′′′𝑠2 − 𝑦′′

2
= 0 

 

   Agora fazendo 𝑟 = 𝑠2 e resolvendo a equação chegamos a: 
 

𝑟 =
2𝑦′′𝑦′′′ + 4𝑦′

2
𝑦′′′

2
+ 12𝑦′′

2
𝑦′′

2

6𝑦′′
2  

 

   

  Sendo 𝑟 = 𝑠2 então   
 

     𝑠2 =
2𝑦′′𝑦′′′ + 4𝑦′

2
𝑦′′′

2
+ 12𝑦′′

2
𝑦′′

2

6𝑦′′
2     (∗) 

 
  Por outro lado,  

 

    𝑦′′′′  = 𝐴 ∙ 𝛼4
−24𝑠7 − 12𝑠5 + 40𝑠3 − 12𝑠

1 − 𝑠2 6
∙ 𝑓′(𝑠)  (∗∗)  

 

  Substituindo ∗  em ∗∗  e isolando os termos que apare − 
  cem com raizes em um dos lados da igualdade e elevando  
  ao quadrado vamos ficar com a seguinte expressão: 
 

   3𝑦′
4
𝑦′′𝑦′′′′

2
− 4𝑦′

4
𝑦′′′

2
𝑦′′′′ + 6𝑦′

3
𝑦′′

2
𝑦′′′𝑦′′′′ + 24𝑦′

2
𝑦′′

4
𝑦′′′′- 

        −12𝑦′
3
𝑦′′𝑦′′′

3
− 29𝑦′

2
𝑦′′

3
𝑦′′′

2
+12𝑦′′

7
= 0 

 

 

 As soluções de 1 . 

 
  Dada uma função 𝜑 contínua , essa função pode ser aproxi − 

  mada por uma função poligonal 𝑃𝜖 , com 𝑠𝑢𝑝𝑡∈ℝ|𝑃𝜖 − 𝜑| <
𝜖

2
. 

  O próximo passo é encontrar parâmetros constantes 𝐴, 𝛼, 𝛽 

  e 𝐵 de sorte que 𝑠𝑢𝑝𝑡∈ℝ 𝑃𝜖 − 𝜑 <
𝜖

2
. 

  Essa aproximação é feita em intervalos fechados da reta e  
  estendida, por colagem dessas funções, para toda reta. 
  Em outras palavras o conjunto de soluções de 1  é  
  denso no espaço das funções contínuas. 

                                                                                                     ∎ 
 
 

 

 

 

 

Referências: 

[1] C. Elsner. “A Universal Differential Equation of Degree 6”,Journal of Mathematical Analysis and Application 244, 533-544, 2000.  

[2] R. J. Duffin. “Rubel’s Universal Differential Equation”, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, Vol. 78, No. 8, pp. 4661-4662, 1981.  

[3] Lee. A. Rubel. “A Universal Differential Equation” American Mathematical Society, Vol. 4, Number3, May 1981.  

[4] <http://mohankv.blogspot.com.br/2009/10/understanding-rubels-universal.html>, consultada em 27/06/2014  

 


