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Definições Teorema de decomposição

Definição. Um número real ξ é chamado número de Liouville se

existir uma sequência de racionais distintos
(
pj
qj

)
j≥1

tal que qj > 1

e 0 <
∣∣∣ξ − pj

qj

∣∣∣ < 1

qjj
para todo j ≥ 1.

Definição. Sejam X ⊆ R2 aberto, f : X −→ R uma função
cont́ınua e α ∈ R, dizemos que f é localmente injetiva em α se
existem abertos U e V em R, U × V ⊆ X , tais que:

(i) Para todo x ∈ U, existe um único y ∈ V de modo que
f (x , y) = α;

(ii) Para todo y ∈ V , existe um único x ∈ U de modo que
f (x , y) = α.

Mais precisamente dizemos que f é localmente injetiva em α sobre
U × V .

Exemplo. f : R∗
+ × ((0, 1) ∪ (1,+∞)) −→ R definida por

f (x , y) = y1/x é localmente injetiva para qualquer α positivo
diferente de 0 e 1.
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Teorema. Sejam X ⊆ R2 aberto, f : X −→ R cont́ınua e α ∈ R.
Suponha que f é localmente injetiva em α sobre U1 × V1 ⊆ X e
que g1 : U1 −→ V1 e g2 : V1 −→ U1, definidas implicitamente por
f (x , g1(x)) = α e f (g2(y), y) = α, são aplicações abertas. Então,
existem números de Liouville σ e τ tais que f (σ, τ) = α.

Aplicação. Dado α real positivo diferente de 0 e 1 existem l1 e l2
números de Liouville tais que l

1/l1
2 = α, consequentemente, αl1 é

um número de Liouville. Em particular, existem números de
Liouville σ e τ tais que eτ = σ.
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