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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos resultados sobre hipersuperficies cujas
geodésicas tangentes omitem um conjunto nao-vazio. Tais resultados foram
obtidos por Hilario Alencar e Katia Frensel e publicados no livro Differential
Geometry - A Symposium in Honour of Manfredo do Carmo em 1991.

Consideramos M uma variedade diferenciavel de dimensao n e Q o espago
(n+ 1)-dimensional simplesmente conexo, completo com curvatura seccional
constante igual a c¢. Além disso, seja x uma imersao isométrica de M em Q.

Inicialmente, estendemos para as variedades Q, ¢ arbitrario, as nogoes de
vetor posicao e funcao suporte conhecidas no espaco Euclidiano de dimensao
n—+1 e fazemos uma interpretagao geométrica desta fungao suporte nos casos
em que ¢ = 0, ¢ > 0 e c < 0, ou seja, no espaco Euclidiano, Esférico e
Hiperbdlico.

Denotemos por W o conjunto dos pontos em Q que nao passam nenhuma
hipersuperficie totalmente geodésica tangente a imagem de M por x. Usando
a funcao suporte de x, caracterizamos as imersoes para as quais o conjunto
W é nao-vazio. Analisamos separadamente as hipersuperficies completas
nao-compactas com curvatura média constante bem como as hipersuperficies
compactas com curvatura média constante.

Palavras Chave: Laplaciano; Funcao Suporte; Curvatura Média; Esta-
bilidade; Imersao Isométrica; Hiperplanos; Esfera Geodésica.



Abstract

In this work, we present results concerning hypersurfaces whose tangent
geodesic does not intercept a nonempty special set. These results were ob-
tained by Hilario Alencar and Katia Frensel in a work which was published
in the book Differential Geometry - A Symposium in Honour of Manfredo do
Carmo in 1991.

Let us consider an isometric immersion 2 from M to Q where M denotes
a differentiable manifold of dimension n as well as @ stands for the (n +
1)-dimensional, space form of constant sectional curvature c.

Initially, we extend for Q, c¢ arbitrary, the notions of position vector
and support function known in (n + 1)-dimensional Euclidean space and
we present a geometric interpretation of such a support function in the Eu-
clidean, Spherical and Hyperbolic space.

We denote by W the set of points of Q for which does not cross any
totally geodesic hypersurface tangent to the image of M by x. By using the
support function of x, we characterize the immersions for which the set W is
nonempty. We analyze separately the complete noncompact case as well as
the compact case among hypersurfaces with constant mean curvature.

Keywords: Laplacian; Support Function; Mean Curvature; Stability; Iso-
metric Immersion; Hyperplanes; Geodesic Sphere.
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Introducao

Nesta dissertacao, apresentaremos resultados sobre hipersuperficies cujas
geodésicas tangentes omitem um conjunto nao-vazio, os quais foram obti-
dos por Hilario Alencar e Katia Frensel e publicados no livro Differential
Geometry - A Symposium in Honour of Manfredo do Carmo em 1991.

Consideremos Q"' uma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a ¢, M™ uma variedade di-
ferenciavel e z : M"™ — QZH uma imersao isométrica. Para todo ponto
p e M", seja (Q?)p a hipersuperficie totalmente geodésica de Q"' tangente
ax(M™) em x(p).

Denotemos por

w=ort - (@n,
peEM
o conjunto dos pontos omitidos pelas hipersuperficies totalmente geodésicas
tangentes a x(M™).

Caracterizaremos as hipersuperficies com curvatura média constante com-
pletas nao-compactas e hipersuperficies com curvatura média constante com-
pactas em Q"' com condigoes sobre . Em todo o trabalho, as variedades
diferenciaveis M™ sao conexas e quando nos referirmos as variedades com-
pactas, estamos supondo que sao compactas sem bordo.

Inicialmente, apresentaremos resultados para hipersuperficies minimas
completas nao-compactas de Qm+1.

O primeiro resultado nesta direcao foi provado por Hasanis e Koutrou-
fiotis, a saber:

Teorema 0.1. (Hasanis e Koutroufiotis, ver [10}]) Se uma imersao isométrica
r: M? — Q3 ¢ >0, é minima com W ndo-vazio, entdo x € totalmente
geodésica.

A demonstragao deste teorema usa fortemente a hipotese que M tem
dimensao 2.

O teorema acima nao é valido para dimensoes maiores. Hilario Alencar,
em sua tese de doutorado, ver [I], deu exemplos de hipersuperficies minimas
nao totalmente geodésicas em R, n > 4, cujo W contém um ponto.



Hildrio Alencar e Kétia Frensel, ver [3], p. 6, estenderam o Teorema 0.1
assumindo a hipdtese adicional que o conjunto W é aberto.

Teorema 0.2. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 6) Sejam M"™ uma variedade
Riemanniana completa e x : M"™ — Q" wma imersao isométrica minima.
Se o conjunto W € aberto e nao-vazio, entao x € totalmente geodésica.

Quando o conjunto W é somente nao-vazio, Alencar e Frensel obtiveram
o seguinte resultado para os casos em que ¢ < 0.

Proposicao 0.1. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 8) Sejam M™ uma variedade
Riemanniana completa e x : M™ — Q"' ¢ < 0, uma imersdao isométrica
minima. Se W € ndao-vazio, entdo x € estdvel.

Este resultado nao ¢é valido para o caso em que ¢ > 0. As hipersuperficies
totalmente geodésicas de S"*! sao exemplos de hipersuperficies minimas nao-
estaveis com W nao-vazio.

A reciproca da Proposicao 0.1 é falsa. Em [9], p. 57, J. Gomes apresentou
exemplos de hipersuperficies minimas estéveis em Q"' ¢ < 0, tais que o
conjunto W é vazio.

No caso em que as hipersuperficies sao compactas em Q7! também
apresentaremos alguns resultados. Neste caso, caracterizaremos as hipersu-
perficies com curvatura média constante.

Um dos primeiros resultados nesta direcao foi obtido por Pogorelov no
caso em que H = 0.

Teorema 0.3. (Pogorelov, ver [13]) Sejam M™ uma variedade Riemanniana
compacta, orientdvel e x : M™ — S"*! uma imersdo isométrica minima. Se
W' € nao-vazio, entao x é totalmente geodésica.

Se restringirmos z : M" — Q’g“ as imersoes isométricas com curvatura
média constante nao-nula, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.4. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 11) Sejam M™ uma va-
riedade Riemanniana compacta, orientdvel e x : M™ — QU uma imersao
1sométrica com curvatura média constante diferente de zero. Entao W é nao-

vazio se, e somente se, x é umbilica, isto €, x(M™) € uma esfera geodésica
n+1
em Q.

Em [5], Barbosa, do Carmo e Eschenburg provaram o seguinte teorema:

Teorema 0.5. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel
ex: M" — Q?H uma 1mersao isométrica com curvatura média constante
nao-nula. Entao x € estavel se, e somente se, x € umbilica.



Como conseqiiéncia deste resultado, Alencar e Frensel obtiveram o seguinte
corolario do Teorema 0.4.

Corolario 0.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel
ex: M" — QZ“ uma imersao isométrica com curvatura média constante
nao-nula. Entao W € nao-vazio se, e somente se, x € estdvel.

Este trabalho esta dividido em 3 capitulos. No capitulo 1, apresentaremos
defini¢oes e resultados da Geometria Riemanniana e de Estabilidade que
serao necessarios para a compreensao dos préximos capitulos. No capitulo
2, estenderemos para as variedade Q7" ¢ arbitrario, as nogoes de vetor
posicao e funcao suporte conhecidas em R"*! ¢ = 0. Também neste capitulo,
daremos separadamente uma interpretacao geométrica da fungao suporte nos
casos em que ¢ =0, ¢ > 0 e ¢ < 0. No capitulo 3, mostraremos que a funcao
suporte de uma imersao isométrica x : M" — Q"' satisfaz uma equagao
diferencial e demonstraremos o Teorema 0.2, a Proposi¢ao 0.1, o Teorema
0.3 e o Teorema 0.4 enunciados anteriormente.

Recentemente, Hilario Alencar e Mdarcio Batista, ver [2], generalizaram o
Teorema 0.2 e a Proposicao 0.1 para hipersuperficies r-minimas em Q7.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciaremos a secao 1.1 apresentando os conceitos basicos da Geometria
Riemanniana tais como variedades diferencidveis (imersoes e campos de ve-
tores), métricas Riemannianas, conexdes Riemannianas, geodésicas e cur-
vatura. Em seguida, introduziremos a segunda forma fundamental associada
a uma imersao isométrica. As demonstragoes dos resultados podem ser en-
contradas em [6].

Na segao 1.2 definiremos estabilidade para imersoes com curvatura média
constante e imersoes minimas.

1.1 Nocoes de Geometria Riemanniana

Denotaremos por M™ uma variedade diferenciavel de dimensao n e, para
cada p € M, indicaremos por T,M o espaco tangente a M em p e T'M
seu fibrado tangente, isto é, a uniao de todos os espacos tangentes a M.
Variedade diferenciavel significara de classe C™.

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C™
em M, por D(M) o anel das fungoes reais de classe C*° definidas em M e
por F(M) o conjunto das fung¢oes em M.

Definicao 1.1.1. Sejam M™ e N* variedades diferencidveis. Uma aplicacdo
diferencidvel f : M — N € uma imersao, se df, : T,M — Tty N € injetiva
para todo p € M.

Observagao 1.1.1. Seja z : M™ — N™™! uma imersao. O conjunto x(M) C
N é denominado uma hipersuperficie de N™*1,

Um campo de vetores v: M — T'M em uma variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor v(p) € T,M.



Considerando uma parametrizagao y : U C R* — M de um aberto

U C R™ e um campo de vetores

50 y(U) — TU, podemos escrever, para
Yi
cada p € y(U),

n

o) = Y il )50

i=1

0
onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {8 (p)},i: 1,...,n, é abase
Yi

de vetores tangentes a M em p associada a y.

Figura 1.1: Campo de vetores

Escrevendo f ao invés de f oy, podemos também pensar em um campo
de vetores como uma aplicagao v : D(M) — F(M) definida da forma

WH ) = aly () 2

=1

Definicao 1.1.2. Uma métrica Riemanniana em M ¢é uma correspondéncia
que associa a cada p € M um produto interno ( , )
diferenciavelmente no sequinte sentido:

p em TpM, que varia

Sey:U CR" — M ¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p,

G?Jz(]_j> = dy(0,...,1,...,0), entdo

com y(z1,...,x,) =D €YU) e

(35,055, ) =outr- )

€ uma funcao diferencidvel em U.



Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana
é dizer que, para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em
uma vizinhanca V' de M, a funcao (X,Y) é diferencidvel em V.

As fungoes g¢;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sis-
tema de coordenadas y : U C R — M. Uma variedade diferenciavel com
uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.

Exemplo 1.1.1 (Variedades Imersas). Seja z : M" — N™*™ uma imersao.
Se N tem uma estrutura Riemanniana,  induz uma estrutura Riemanniana
em M por (u,v), = (day(u),dz,(v)),,), w,v € T,M. Como dz, é injetiva,
(,) , € positivo definido. As demais condigoes da defini¢ao de métrica Rie-
manniana sao facilmente verificadas. A métrica de M é chamada métrica

induzida por x. Neste caso, dizemos que x é uma imersao isométrica.

Agora definiremos conexao afim.

Definicao 1.1.3. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M
€ uma aplicacao

V : XM)xX(M) — X(M)
(X,Y) —  VyV

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ,
(i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
(ii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
(iv) VxY — Vy X = [X,Y] (conexao simétrica),

onde X,Y,Z € X(M), f,g € D(M) e [X,Y] € o colchete dos campos X e
Y, ou seja, € o campo de vetores dado por [X,Y] = XY —Y X.

Proposicao 1.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerao
afim V. Entdo existe uma unica correspondéncia que associa a um Ccampo
de vetores V' ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo de

vetores % ao longo de c, denominado derivada covariante de V' ao longo de
¢, tal que:

L D DV DW

(i) E(VJFW) = T
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Do
(i) (V) =%

e f € uma funcao dzferencicivel em I;

—V + f , onde V' € um campo de vetores ao longo de c

(iii) se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto €, V(t) =

. DV
Y (c(t)), entao o= V%Y
Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerao
afim V e uma métrica Riemanniana (, ). A conexdo é dita compativel
com a métrica (, ) quando, para toda curva diferencidvel ¢ : I — M e
quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ao longo de ¢ (isto €,

gE — Dd—lj =0, Vt € 1), tivermos (P, P') igual a uma constante.

Proposicao 1.1.2. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é
compativel com a métrica se, e so Se,

Teorema 1.1.1. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe
uma unica conexao afim 'V em M tal que:

(i) V € simétrica;

(ii) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Observacao 1.1.2. A conexao dada pelo teorema acima € denominada cone-
zdo de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

No que se segue, M serd uma variedade Riemanniana munida de sua
conexao Riemanniana.

Definicao 1.1.5. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em

D (d
to € 1, se 7 <d_z> = 0 no ponto ty. Se vy € uma geodésica em t, para todo

t €I, dizemos que vy é uma geodésica.

Proposicao 1.1.3. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M,
um numero € > 0 e uma aplicacio C*

v (=2,2) xU — M,
U = {(qqw) e TM;qe V,w e T, M, |w| <e}, tal que t — ~(t,q,w), t €

(—2,2), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com
velocidade w, para cada g € V' e cada w € T,M, com |w| < e.

11



Esta proposicao nos permite introduzir o conceito de aplicacao exponen-
cial da seguinte maneira:

Sejam p € M eUd C T'M um aberto dado pela proposicao acima. Entao
a aplicagao exp : Y — M dada por

u
exp(q,u) = (1, g,u) = (|u|,q, m) gu) €U,

¢ chamada a aplicacdo exponencial em U.

Geometricamente, equ(u) ¢ o ponto de M obtido percorrendo um com-
primento igual a |u|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com

velocidade igual a °€

Jul

Figura 1.2: Aplicacao exponencial

Definigao 1.1.6. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) com-
pleta se para todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para
todo v € T,M, isto é, se as geodésicas y(t) que partem de p estdao definidas
para todos os valores do parametro t € R.

Definigao 1.1.7. Um segmento de geodésica v : |a,b] — M € chamado
minimizante se I(y) < I(c), onde I(-) indica o comprimento de uma curva e
¢ € qualquer curva diferencidvel por partes ligando vy(a) a ~y(b).

Definigao 1.1.8. (Referencial Geodésico) Sejam M uma variedade Rieman-
niana de dimensao n e p € M. Considere uma vizinhanca U C M dep en
campos de vetores ey, ... e, € X(U), ortonormais em cada ponto de U tal
que, em p, Ve.e;(p) = 0. Um tal conjunto {e;}, i = 1,...,n, de campos de
vetores € chamado um referencial (local) geodésico em p.

12



Seja M uma variedade. Sejam X € X (M) e f € D(M). Definimos a
divergéencia de X como a funcao

divX : M — R
p +— divX(p) =tr(Y(p) — VyX(p)), p € M,

onde tr(Y(p) — VyX(p)) é o trago da aplicacao linear Y (p) — VyX(p),

pe M.
O gradiente de f é o campo vetorial gradf em M definido por

(gradf(p),v) = df,(v), pe M, v e T,M.

Afirmagao 1.1. Consideremos {e;}, i = 1,...,n, um referencial geodésico
emp € M. Temos que

n

gradf(p) =Y _ ei(f)eilp)

i=1

e
divX(p) = Zei(fi)(p), onde X = Zfiei.
i=1 =1
Demonstragao. De fato, como {e1(p),...,e,(p)} é uma base de T,M, segue-
se que

n

grad f(p) = > _ ai(p)ei(p).

=1

Dai, a;(p) = (gradf(p), e;(p)). Mas, por defini¢ao,
(gradf(p), ei(p)) = dfp(ei(p)) = ei(p)(f)-

Logo,

n

gradf(p) = > _ ei(f)es(p).

i=1
Agora, se Tx : T,M — T,M ¢é dado por Tx(Y (p)) = VyX(p), entao

Tx(ei(p)) = Ve, X(p)

13



Assim,

divX(p) =tr (Tx) = Z ei(p)fi = Zei(fi)(p)-

]

Seja M uma variedade Riemanniana. O operador A : D(M) — D(M),

dado por

Af =div(gradf), f € D(M),

¢ denominado operador Laplaciano de M.

Afirmacgao 1.2. Considerando um referencial geodésico {e;}, 1 =1,...,n,

emp € M, temos que

Af(p) = Zei(ei(f))(p)-

Demonstracao. Com efeito,

Af

div (gradf)

div (Z e,»(f)e,»)

=1

S (Seo) o)

Z <Vej (ei(f)e:) a€j>

n

> (esleilh)es + el f) Ve enes).

ij=1

14



Em p, usando o fato que {e;} é um referencial geodésico, temos

Af(p) = Z (ej(ei(f))eisej) (p) = Zei(ei(f))(p)-

]

Definigao 1.1.9. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo

R(X,)Y): X(M) — X(M)
dada por
R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +NxyZ, Z € X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Outra maneira de olhar a Definicao 1.1.9 é considerar um sistema de

o 0
} = 0, obtemos

coordenadas {z;} em torno de p omo { or O,

g 0 0 0
Rls—5)5=(VaVas -VaVao | —,
8$Ci al’j al‘k Oz Oz oz  Ozj 8xk
isto é, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.

Intimamente relacionado com o operador curvatura estd a curvatura sec-
cional (ou Riemanniana), que passamos a definir.

Seja 0 C T,M um subespaco bidimensional do espaco tangente T,M e
sejam z,y € o dois vetores linearmente independentes.

Defini¢ao 1.1.10. Dado p € M, seja {z,y} uma base qualquer de o. O
numero real (R(z.9)z.v)
T, Y)r,y
K(p,o) = K(z,y) =

[[2[y[? — {2, y)*
¢ chamado curvatura seccional de o em p.

Corolario 1.1.1. Sejam M wuma variedade Riemanniana de dimensao n,
p um ponto de M e {e,...,e,} uma base ortonormal de T,M. FEscreva
Rijri = (R(es, ej)ex, ), i, j,k,l =1,....,n. Entio K(p,0) = Ky = constante
para todo o C T,M se, e somente se,

R = Ko(6ikbj1 — 0udjn),
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onde

5 — 1 , se i =7,
Y10, sei # g

Em outras palavras, K(p,o) = Ky para todo o C T,M se, e 56 se, R;j;;j =
—R;jji = Ko para todo @ # j, e Rijiy = 0 nos outros casos.

Algumas combinagoes das curvaturas seccionais aparecem com tanta fre-
qiiéncia que elas merecem nomes.

Sejam p € M e v = z, um vetor unitério em 7,/ . Tomemos uma base
ortonormal {z1, ..., 2,1 } do hiperplano de T,,M ortogonal a z e consideremos
as seguintes médias:

Ric, () — — > (Rl 2o, z) =

K(p) = %ZRZ'%(ZJ’) = ﬁ D (R(zi,2)2,2)

1,j=1
Ric,(x) é chamada a curvatura de Ricci no ponto p na direcao = e K(p)
¢ a curvatura escalar (ou média) em p.

Exemplo 1.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana conexa de dimensao
n com curvatura seccional constante igual a c. Entao

n—1 n—1
1

Ric,(z) = nilzK(x,zi): n_lzc:c.

i=1 i=1

Consideremos uma imersao isométrica  : M™ — N"t™=F de uma va-
riedade diferenciavel M de dimensao n em uma variedade Riemanniana N de
dimensao igual a k = n+m. Queremos definir a segunda forma fundamental
da imersao x. Para isto, introduziremos a seguinte definicao:

Seja V a conexdo Riemanniana de N. Se X e Y sdo campos locais de
vetores em M e X, Y sao extensoes locais de X e Y, respectivamente, a N,
definimos .

VxY = (VgY)
onde o expoente 71" indica a componente tangente do vetor VY?.

No que se segue, indicaremos por X' (U)* os campos diferencidveis em U
de vetores normais a f(U) ~ U.
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Definigao 1.1.11. A aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* definida por

B(X,Y)=V5Y —VxY = (VgY)"

€ a sequnda forma fundamental de x.

B é um campo local em N normal a M e nao depende das extensoes X,
Y. Com efeito, se X; é uma outra extensao de X, temos

(VxY = VxY) = (Vx,Y = VxY) = Vx kY,

que se anula em M, pois X — X; =0 em M. Além disso, se Y; é uma outra
extensao de Y,

(VxY —=VxY) = (VY1 = VxY)=Vg (Y -Y;) =0,

pois Y — Y, = 0 ao longo de uma trajetéria de X.
Portanto B(X,Y) estd bem definida.

Proposicao 1.1.4. A aplicagcdo B € bilinear e simétrica.

Demonstragao. Sejam X,Y,Z € X(U) e f,g € D(U) e indicaremos por
X.Y ., Z, f,g as extensoes de XY, Z, f, g, respectivamente, a U.
Inicialmente mostraremos que B é uma aplicacao bilinear. De fato, u-

sando as propriedades de linearidade das conexoes V e V e como f = f,
g=ge X (g) =X (g) em M, temos:
B(X+2Y) = vij?— VxizY
= VY - VxY +V,Y - VY
= B(X,Y)+B(Z,Y),

BX,Y+2Z) = Vx(Y+Z)-Vx (Y +2)
= vy?—VXY‘Fvy?—VXZ
= B(X,Y)+ B(X, 2),
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B(X,gY) = Vx(g¥)—-Vx(gY)
= gVxY —gVxY +X @Y - X (9)Y

= gB(X.Y).
Portanto, B é uma aplicagao bilinear.
Finalmente, como [X,Y] = [X,Y] em M, B é uma aplicagio simétrica.
Com efeito,

B(X,Y) = VgY —VxY
= VgY - [X,Y] - VxY +[X,Y]
= VgV — (VxY = VgX) = VxY + (VxY — VyX)
= VyX - VyX
= B(Y,X).
O

Observacao 1.1.3. Como B ¢é uma aplicacao bilinear, podemos associd-la
a uma aplicagao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M dada por

<S77(X)7Y>TpM - <B(X7 Y)7n>TI(p)N7
onde n € (TM)*.

Podemos escrever esta aplicacao linear associada a segunda forma funda-
mental em termos da derivada covariante da seguinte maneira:

S,(X) =~ (Vxn)".

Aqui estamos identificando 1 com a extensao local de n normal a M.
De fato,

<S77(X>7Y>TpM = <B(X7Y>777>Tz(p)N
= (VxY = VxY.n)

TN



Logo,

e, portanto,

Sy (X) == (Vxn)' .

Agora consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é
1, isto é, x : M™ — N"F!. Definimos a curvatura média H de x por

1
H=—t
n r(Sﬂ)y

onde tr(S,) é o traco da matriz da aplicagao S,. Além disso,
HBH2 = tr(Sn(Sn)t)a

onde (5,)" representa a transposta de (S,), ¢ uma norma para a segunda
forma fundamental de x.

Sejam p € M e n o vetor normal unitario a x. Como S, : T,M — T,M
é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores préprios {ey,...,e,} de
T,M com valores préprios reais ki, ..., k,, respectivamente, isto é, S,(e;) =
kiei, 1 S ) S n.

Vamos supor que M e N sao ambas orientaveis e estao orientadas e seja

{e1,...,e,} uma base na orientagdo de M. Escolhemos 1 de modo que
{e1,...,en,n} seja uma base na orientacdo de N. Neste caso, denominamos
0s e; as direcoes principais e os k; as curvaturas principais de x.
Dai, a matriz da aplica¢ao na base {ey,...,e,} é dada por
ky -+ 0
Sy =
0 - k,

2 T
Logo, reescrevendo H e ||B]|” em termos das curvaturas principais, obte-
mos

= u(S) = -3k e [BIF = u(S,(5)) = r ((5)%) = Y,
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Definicao 1.1.12. Uma imersao x : M™ — N"t"=k ¢ geodésica em p € M,
se para todo n € (T,M)* a sequnda forma fundamental B € identicamente

nula em p. A imersdo x € totalmente geodésica, se ela € geodésica para todo
pe M.

Proposicao 1.1.5. Uma imersao x : M — N € geodésica em p € M se, e
s0 se, toda geodésica vy de M partindo de p € geodésica de N em p.

Definicao 1.1.13. Uma imersao x : M — N é minima, se para todo p € M
e todo n € (T,M)* tem-se que tr(S,) = 0.

Definigao 1.1.14. Seja N uma variedade com uma métrica Riemanniana
(,) esejaV a sua conexao Riemanniana. Dizemos que uma imersao
x: M" — N"' ¢ (totalmente) umbilica se, para todo p € M, a segunda
forma fundamental B de x em p satisfaz

(B(X,Y),n) (p) = Ap) (X,Y), Ap) €R,

para todo X,Y € X (M) e todo campo unitdrio n normal a x(M).

1.2 Estabilidade

Nesta secao, consideremos uma imersao x : M™ — N"'! de uma va-
riedade diferenciavel orientada e conexa em uma variedade Riemanniana ori-
entada. Seja D C M um dominio relativamente compacto com bordo 9D
suave e denotemos por D o fecho de D. Escolhemos a orientacdo de M
compativel com a orientacao de N.

Definigao 1.2.1. Uma variagao de x em D € uma fungdao diferencidvel
X : (—e,e) x D — N tal que, para cada t € (—¢,¢),

N

Xt —
—  X(t,p)

S|

€ uma imersao com Xo = T.

Dizemos que uma variacao X; fixa o bordo 0D, se

Xilop = x|op,

para todo t € (—¢,¢).
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Figura 1.3: Variacao que fixa o bordo.

Nesta dissertacao sé trataremos das variagoes que fixam o bordo.

Definimos a fung¢do drea A : (—e,e) — R por

AD(t)—/Dth,

onde dM, é o elemento volume de M na métrica induzida por Xy, e a fun¢ao
volume V : (—e,e) — R por

V(t) = / X*dN.
[0,t]xD

— 0X
Dado p € D, seja W(p) = E\f:o a variacao do campo vetorial de X.

Uma variacao é normal, se W é paralelo a n. Dizemos que uma variacao
preserva volume se V (t) = V(0), para todo t € (—¢,¢).

) 0?"-.“\\

Figura 1.4: Variacao normal.
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Vamos definir estabilidade para imersoes com curvatura média constante.

Definicao 1.2.2. Sejam x : M™ — N™" uma imersio com curvatura média
constante e D C M um dominio relativamente compacto com bordo 0D
suave. A restricao x|p € estavel, se A"(0) > 0 para toda variagio que
preserva volume. Dizemos que x € estavel se, para qualquer D, x|p € estdvel.

Seja Fo conjunto das fungoes diferencidveis f: M — R com flsopy =0 e
f 3 fAM = 0. A seguinte proposi¢ao é um importante resultado para saber
se uma imersao é estavel.

Proposicao 1.2.1. Seja x : M™ — N™ uma imersao com curvatura média
constante. A imersao x € estavel se, e somente se,

[ (=781 = Rict) + |1 )da =
M
para toda f € F. Aqui A € o Laplaciano da métrica induzida e Ric(n) € a

curvatura de Ricci de N na diregao 1.

Quando a imersao x é minima, temos a seguinte definicao para estabili-
dade:

Definigao 1.2.3. Sejam x : M"™ — N™" uma imersio minima e D C M
um dominio relativamente compacto com bordo D suave. A restri¢io x|p €
estavel, se A”(0) > 0 para toda varia¢ao. Dizemos que x € estavel se, para
qualquer D, x|p € estdvel.

Uma proposicao analoga a Proposicao 1.2.1 para imersoes minimas é a
seguinte:

Proposigao 1.2.2. Seja x : M™ — N uma imersio minima. A imersdio
x € estavel se, e somente se,

[ (ras = Rictn) + |BI )4 2 0,

Aqui A € o Laplaciano da métrica induzida e Ric(n) é a curvatura de Ricci
de N na direcao 7.

Observamos que para o caso em que x € minima, a proposicao acima nao
precisa da hipotese que f € F.
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Capitulo 2

A Funcao Suporte em Espacos
de Curvatura Constante

Seja Q"' uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
com curvatura seccional constante igual a c¢. Neste capitulo, estenderemos
para as variedades Q"' ¢ arbitrédrio, as nogoes de funcao suporte e vetor
posicao ja conhecidas em R"*! e daremos uma interpretacao geométrica da
funcao suporte.

Seja S. a solugao da equacao diferencial ordinaria y” + cy = 0 com
condigoes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 1. Entao

r , se c =0,

_— ,se c> 0,

senh(y/—c r)
V—c

, se c < 0.

Consideremos a fungao r(-) = d(+, py), onde d é a funcao distancia geodésica
em Q" e py € Q! e denotemos por gradr o gradiente em Q! da fungao
T.

Definicao 2.0.4. Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientada de di-
mensaon ex : M" — Q?“ uma imersao isométrica. Dado py € Q?“, 0
campo de vetores

X(p) = Se(r)gradr(p)

em Q" é chamado de vetor posicao com origem em py.
A fungdao g : M™ — R definida por

9(p) = (X(p),n(p))
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€ denominada a fungao suporte da imersao x.
Aqui m € o vetor normal unitdrio a imersao x e identificamos x(p) com

p.

2.1 A Funcao Suporte em R""!

Seja (Qg)p o hiperplano tangente a x(M™) em p € M. Entao a distancia
do ponto pg a (Qf), ¢ dada por g(p).

Rn—l—l

aRT :
Po

Figura 2.1: Espacgo Euclidiano

Com efeito, o cosseno do angulo entre os vetores grad r(p) e n(p) de R**
¢é dado por

cosg = BRI (X (0), ) = e (X))

Agora seja y a distancia de pg a (Qg)p e seja ¢ o pé da perpendicular
baixada de py a (Qg)p. No triangulo pogp, temos que

y = |X(p)|cosd = | X(p)| (X(p);n(p)) = (X(p),n(p)) = 9(p).

X ()

Isto conclui a afirmacao.
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A definicao do vetor posicao dada, ver Definicao 2.0.4, no caso Eu-
clidiano é bastante natural. De fato, escrevendo p = (x1,...,Z,41) €
po=(2,...,29 ), temos que

N |=

r(p) = d(p,po) = |X(p)| = [p — po| = (Z (i — l’?)g)

=1

Logo,

grad r(p) = |X<p)’ ('xl _‘r(l)7"'7xn+1 _x2+1)

ou seja,
X(p) =rgrad r(p).

2.2 A Funcao Suporte em S"™!

No caso em que ¢ > 0, vamos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = 1
e, portanto, Q"™ é a esfera unitaria S em R"2.

Neste caso, para qualquer ponto py € S"*!, a funcao distancia geodésica
r(-) = d(-,po), dada pelo comprimento da geodésica minimizante, é dife-
rencidvel em S" — {py, —po}.

Logo, o vetor posicao com origem em py dado por

X (p) = senr grad r(p)

s6 é diferencidvel em S"™! — {py, —po}.
Isto implica que a fungao suporte g = (X, n) é diferencidvel somente em
x(M") € S — {po, —po}-

Seja (Qf), a hipersuperficie totalmente geodésica tangente a z(M™) em
p € M. Entao a distancia Euclidiana do ponto py ao hiperplano que contém

(Q1), ¢ dada por |g(p)|.
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Figura 2.2: Espaco Esférico

De fato, como a esfera é unitaria e r = d(p, po), obtemos que Z(p, py) = 7.

Visto que grad r(p) é o vetor velocidade da geodésica que parte de py,
entao grad r(p) é ortogonal a p. Logo, podemos decompor py da seguinte
forma:

po = cosr(p)p — senr(p)grad r(p). (2.1)

Isto mostra que a definicao de vetor posicao dada anteriormente também é
natural em S™*1.
Observando que (p,n(p)) = 0, obtemos

(po,n(p)) = —senr(p) (grad v(p),n(p)) = —g(p).

Logo
l9(p)| = | {po, n(p)) |-
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2.3 A Funcao Suporte em H"'!

No caso em que ¢ < 0, vamos utilizar o modelo do hiperboldide para o
espaco hiperbélico. Para isto, consideremos no espaco vetorial R"*2 a métrica
pseudo-Riemanniana (( , )) definida por

({v,w)) = V1w + ... + Vp1Wpy1 — UnaoWpyo,

onde v = (v1,...,VUns2) € W= (Wy,..., W, o) 530 vetores em R" 2.

O produto interno definido acima é chamado produto interno de Lorentz

e (R""2 ((,))) é chamado espago de Lorentz e indicamos este espago por
L2,

Consideremos a hipersuperficie de ."*2? dada por

(o) — {u € L™ (v, v)) = —0—12} |
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Como H""!(c) possui duas componentes conexas, vamos escolher a com-
ponente conexa tal que v, 1o > 0, isto é,

1
H" (c) = {v € L2 v,400 > 0 e{(v,v)) = _g} '

A métrica induzida pelo produto de Lorentz em H""!(c) ¢ Riemanniana.
Além disso, a curvatura seccional de H"™!(c) é igual a c.

Visto que H""(c) é simplesmente conexa, pois é homeomorfa a R™"*!,
segue-se que H"™!(c) é um modelo para o espago hiperbdlico H"*!(¢) chamado
modelo de Lorentz ou modelo do hiperboloide.

As geodésicas neste modelo sao intersecoes de H"*!' com hiperplanos que
passam pela origem de R""2 ver [14], p. 70, corolario 4.

/

Figura 2.3: Geodésicas do espago hiperbdlico

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = —1 e py = €40 =
0,...,0,1).
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Seja (Q’ll)p a hipersuperficie totalmente geodésica tangente a z(M"™) em
pe M.

Neste caso, a distancia Euclidiana de pg ao hiperplano que passa pela
origem de R™*2 e contém (Qﬁl)p é dada por

l9(p)]

V1+29(p)?

De fato, os vetores pg, p e —grad r(p) estdo num mesmo plano e nao sao
colineares, entao podemos escrever p, como combinacao linear dos outros
dois vetores, isto é,

(2.2)

po = ap — Bgrad r(p) com «a, 8 € R,

ver figura abaixo.

4
n-+2
L Hn—l—l
J
b
— grad r(p) po

Observemos que, como ({grad r(p),p)) = 0,

—1 = |Ipol* = & [Ipll* + B [lgrad r(p)||* = —a® + 3.
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Logo, o = coshr(p) e § = senh r(p) e, portanto,

po = coshr(p)p — senh r(p)grad r(p). (2.3)

Como coshr(p)p — po = X (p), obtemos que a definigao de vetor posigao,
neste caso, também é natural.
Seja n(p) o vetor normal a M em p. Como ((p,n)) =0,

((po,;n(p))) = coshr(p) ({p,n(p))) —senhr(p) ({(grad r(p),n(p)))
= —((senhr(p)grad r(p),n(p)))
= —((X(p),np))

= —g(p).

Escrevendo 1(p) = (M1, - -+, Mnt1, Mnro), VEMOS que
<<p0777(p>>> = <<(07 s 707 1) ) (7717 e ntt, 7]n+2>>>
= 0-m+...+0 M1 — 1Mo

= —TNn+2

<p077](p)> = <(07 SR 07 1) ) (nlv o 7nn+1>nn+2)>
= 0-m+...+0- 01+ 1Mo

= Nn+2,

onde ( , ) é o produto interno usual de R"*2.

Como ((n,n)) =1, ({p,n(p))) = 0 ¢ {(v,n(p))) = 0, para qualquer vetor
v tangente a (Qﬁl)p, temos que

(T]lv c ooy Mint 1, _nn+2)
(p) =

V314205,

¢ um vetor unitario em R™2? perpendicular ao hiperplano que passa pela
origem de R""? e contém (Qﬁl)p.

]
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Hn—l—l

Figura 2.4: Espaco Hiperbdlico

De fato,
1+ 27772z+2
_ 77% +...+ 7772L+1 - 77721+2 + 277727,—1—2
14 2n2 .,
_ 120,
14 2n2 .,
Escrevendo p = (z1,...,Zp42), obtemos
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— (nla"-ann 1, = Mn 2)
<n(p)7p> - = 5 = a(x17"'7xn+2)
V31420,

1
= 5 (771131 + . T 1 Tng1 — 7]n+2$n+2)
V120 0

= \/#T%H ((n(p), )
= 0.

Logo, a distancia Euclidiana de py a este hiperplano é dada por

|(po,ﬁ(p)>|=| iz | _ __lg(p)]

VIt V1+290)
2.4 O Laplaciano da Funcao Suporte

Nesta secao consideremos uma variedade Riemanniana orientada M" e
z: M" — QZ“ uma imersao isométrica com curvatura média constante H.
. ! ~ . ~ .
Seja 0. = S,. Mostraremos que a funcao suporte g da imersao x satisfaz

Ag = — || B|I* g — nH9.,
onde A é o Laplaciano em M™.

Antes de provarmos o resultado acima, necessitaremos de trés lemas, a
saber:

Lema 2.4.1. Sejam xz : M" — Q’g“ uma imersao isométrica com curvatura
média constante H e {ey, ..., e,} um referencial geodésico em p € M™. Entao

n

Z <v€iv€inv €k> (p) = 0, k= ]., Lo, n.

i=1

Além disso,
n

S X, Ve Vo) (0) = — |1BIP 9(p),

=1

onde X ¢é o vetor posi¢io com origem em py € QL.

Demonstragao. Como (n,ex) = 0, temos que
(Ve en) =—(n,Veer).
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Derivando a equacgao acima, obtemos
<veivein7 €k> + <veinyvei€k> - - <vei7];veiek> - <n;veiveiek> . (24)

Como (n,n) = 1, segue-se que <vei77,n> = 0. Isto significa que V,n é
tangente a M™.

Visto que V1 é tangente a M™ e (Veiek(p))T = 0, pois o referencial é
geodésico, temos que a equagao (2.4) se reduz a seguinte equagao:

<veiveina ek‘> (p) = - <n’veiv€iek> (p) = - <T’7v€iv€kei> (p) (25)
A 1ltima igualdade segue do fato que a conexao de uma variedade Rieman-
niana é simétrica.
Como Q™! possui curvatura seccional constante e igual a ¢, entao
Ripir = (R(ei, ex)ei, ex) = K(ei, ex) = c.

Assim,
Rikirer, = R(ei, ex)e; = cey.

Por outro lado,
R(ei,er)e; = Ve, Ve.ei — Ve, Ve, € + 7[6i7ek}ei =V, V.
Logo,

veivekei - vek Veiei — CEg. (26)
Usando (2.5) e (2.6), obtemos

n

Z <v€ivein’ €k> (p) = - Z <77a veivek ei> (p)

=1
- Z <n7vekveiei a C€k> (p)
=1
- Z <n7vekveiei> (p)
=1

= - <77,Vek (Z Veiei) > ().
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n
Como <77, Zveiei> = nH é constante, vemos que

i=1
<vek7]7 iveiei> = - <n>vek (i veiei> > )
i=1 i=1

Z <veiveﬂ77 6k‘> (p) =

e, finalmente,

kn,ZVezel>

s e
< e,ﬂ? ) iei> (p)
0.

Isto conclui a prova da primeira afirmacao.

Agora como V., n é tangente a M", podemos reescreve-lo da forma

n

vein = Z <veﬂ7; €j> €.

j=1

Assim,
Z <veivein’ n> - = Z <vein’vein>
i=1 =
_ _Z<Z <vein7€j>ej’z<vein’ek>€k>
i=1 \j=1

k=1
— _Z (Z <vein76]‘> <vei7’],€k> <€j76/€>> (27)
=1 \7,k=1
- Z <v€in>6j>2
i,7=1
= — B’
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Escrevendo .
X =(X,mn+Y (X ex)ex
k=1
e usando (2.7) e a primeira parte deste lema, obtemos

D XV Ve () = > <<X7 M+ (X ex) ek,Veﬁem> ()

=1 i=1 k=1

= (X)) (V. Venn) (p)

=1

= —|BI°g.

]

Utilizaremos a proposicao abaixo para demonstrarmos os lemas 2.4.2 e
2.4.3.

Proposigao 2.4.1. Se V e W sdo campos de vetores diferencidveis em Q7+,

entao
0,

Se
onde r é a fungdo distancia geodésica em QM.

(Vvgradr, W) = = ((V,W) — (gradr, V) (gradr, W)), (2.8)

Demonstracao. Inicialmente provaremos a proposicao para o caso em que
¢ =0. Sejam V e W campos de vetores em R"*! ¢ r : R"*! — R a funcao
distancia geodésica, a qual é dada por

r(p) = d(p,po) = |p — pol

Po € R»L
Como 7% = [p — po|* = (p — po,p — po), temos que

W(r?) = 2(W,p — po) = 2r (grad r, W),

isto é
(VV,p - P0> = r(grad r, W> .

Aplicando o campo V a equacao acima, obtemos
(Vo W,p—po) + (W, V) = (gradr,V) (grad r, W)
+r((Vygrad r, W) (2.9)
+ (grad r, Vi, W)).
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Visto que r grad r = p — po, podemos escrever (2.9) da forma

(ViW,p—po) + (W, V) = (gradr, V) (grad r, W)
+r (Vygrad r, W) + (p — po, Vv W)),

ou seja,

1
(varad r, W) = ; ((‘/7 W> o <grad Ty V) <grad Ty W>) :
Visto que S, =7 e 0, = 1 em R™"!, concluimos o resultado.

No caso em que ¢ = 1, consideremos V e W campos de vetores dife-

rencidveis em S"1,
Aplicando o campo V na equagao (2.1), apresentada na segao 2 do capitulo

2, vemos que
0 = —senr(p)(gradr(p), V) p+ cosr(p)V

— cosr(p) (grad r(p), V) grad r(p)
—sen r(p)Vygrad r(p),

ou seja,

Vygradr(p) = —(gradr(p),V)p

_|_§;Sl ::E];)) (V — (grad r(p), V) grad r(p)) .

Como (p, W) = 0, temos que

COST(p) (<V, W> — <grad T(p), V) (grad T(p), W>) .

sen r(p)

(Vygradr(p), W) =
Visto que, em S"™! S, =senr(p) e 6, = cosr(p), concluimos o resultado.
Finalmente, provaremos a proposicao para o caso em que ¢ = —1. Con-

sideremos V' e W campos de vetores diferencidveis em H"*?.
Aplicando o campo V na equagao (2.3), apresentada na se¢ao 3 do capitulo

2, vemos que
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0 = senhr(p)(gradr(p),V)p+ coshr(p)V

— coshr(p) (grad r(p), V) grad r(p)
—senh r(p)Vygrad r(p),

ou seja,

Vygradr(p) = (gradr(p),V)p

OBV~ (grad (p), V) grad r(p).
portanto, como (p, W) =0,
(Frgrad (). W) = LB (V) = {grad r(p), V) Ggrad v W),

Como S. = senh r(p) e 6. = coshr(p), concluimos a demonstragao. O

Lema 2.4.2. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientada e x : M"™ —
Q" wma imersao isométrica. Consideremos {ey,...,e,} campos de vetores
ortonormais definidos numa vizinhanca de p € M. Entao

n

Z <veiX7v€in> (p) = _nHecy

i=1
onde H é a curvatura média de x.

Demonstra¢ao. Como X = S, gradr e 0. = S., temos que

Ve X = V., (S.grad r) = 0, (grad r, e;) grad v + S.V. grad . (2.10)
Logo,
Weix, Vem> = <90 (grad 7, e;) grad r + SV, grad r, Vein>
= O (gradr,e;) (grad r, Ve,n) (2.11)
+3. (Ve,gradr, Ve,n) .
Fazendo V = ¢; e W = V., em (2.8), obtemos que
Se(Vegrad r,Ven) = 0. (e;, Ven) — 0. (grad r, ¢;) (grad r, Ve,n) .
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Substituindo a igualdade acima em (2.11), vem que
<veiX7 vein> = 00 <ei7 veﬂ]> .

Portanto,
n

Z <7e¢X7 veﬂﬁ =0, Zn: <ei,vein> = —nH4..

=1 i=1

]

Lema 2.4.3. Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientada e x : M"™ —
O™ wma imersdo isométrica. Seja {e1, ..., e,} um referencial geodésico em
p € M™. Entao

n

S (Ve Ve X, ) () = nHO.(p),

i=1

onde H € a curvatura média de x.

Demonstrac¢ao. Usando (2.10) e observando que ¢, = —cS.., obtemos

Ve Ve, X = —cS.(gradr, ei)2 grad r + 0, <veigrad r, ei> grad r
+0. (grad r, V,e;) grad r + 20, (grad r, ;) V,grad r
+8.V,, Ve, grad r.

Assim,

(Ve Vo X.n)(p) = —cS.{gradr,e;)? (gradr,n) (p)
+6. (V. gradr, e;) (grad r,n) (p)
+0, <grad 7, Ve, ei> (grad r,m) (p)

+26, (grad r, e;) <veigrad T, n> (p)

+S, <veiveigrad T, 7]> (p).
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Logo,

n

Z <Veﬁeix, 77>

i=1

n

—cS, (grad r,n) Z (grad r, ;)
i=1

n

+0. (grad r, n) Z <Veigrad r, €i>
i=1

n

+0. (gradr,n) Y~ (grad r, Ve.e;) (2.12)

i=1

+20. Z (grad r,e;) (V,grad r, n)

i=1

+S, Z <veiveigrad T, 7]> )

=1

Vamos reescrever cada termo de (2.12) da seguinte maneira:

n

n

—cS. (grad r,n) Z (gradr,e;)? = —c(X,n) Z (grad r, e;)?

=1

i=1

= —cg Z ({grad r, e;) e;, (grad r, e;) ;)

i=1
= —cg] Z (gradr, e;) e;|”
i=1
= —cgl(gradr)’ |,
(2.13)

n

Hc <grad r, 7]> Z <veigrad r, €i> = 90 <gra’d T, 77> Z & (1 - <grad T, €i>2)

=1

i=1 Se
62 9
= S—‘;gz (1— (gradr,e;)")
¢ =1
0z 0z
= §gn - §9’ (grad T)T %,

(2.14)
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0. (grad r,n) Z (gradr,V.e;) = 0. (gradr,n)
i=1

<grad r, iez‘)N>
= 0. (gradr,n) <grad7“ <Ve1€u77> 77>

= 0.(gradr,n) ( gradr, — <617 Vem> 77>

= 0.(gradr,n) (gradr, an>
= nHO, (grad r,n)”,

(2.15)
n o n 00
Z <gra’d T, ei> <ve¢grad T, 77> = Z <grad T, €i> § <_ <gra‘d T, €i> <gra‘d T, 7]>)
=1 i=1 C
= —& rad 7, i rad r, e;)
- SC g 77 p g
0.
= ol tarad )"
(2.16)

onde (grad )" indica a projecio de grad r em T'M.

Usaremos (2.8) para reescrever o iltimo termo de (2.12), isto é,

n

Z <veiveigrad T, 77> = Z (ei <veigrad T, 77> — <7eigrad T, 7ein>)

=1 =1

= Z e; (—% (grad r, e;) (grad r, 7]>)

i=1 ¢

+ Z g—cc (grad 7, ¢;) (grad r, V,n) + an—z.
i=1

Como 0> + ¢S? =1 e |grad r| = 1, obtemos que
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n

S 1
Z <V61Veigrad r, 77> (p) = =2 (grad r,n) ‘(grad T)T

i=1
_g_cz)) (n — ‘(grad T)T)z) g

—%nH (1 - ’(grad T)Tr)
2

2
—|—S—C§ (grad T)T’ g+ an—z.

2

(2.17)

Substituindo (2.13), (2.14), (2.15), (2.16) e (2.17) em (2.12), vem que

n

Zﬁeﬁeix,n) = —cg‘(grad'r)T

=1

2

_3S_cgg

‘(grad )"

S2g

o 1 7|2
+nHO. (grad r,n)” + 29 ‘(grad )

62 2
_S_C2 (n — ‘(grad r)T’ ) g —nH6, (grad r,n)*

2

2
+S_cg (grad r)T’ g+ nHo.,

isto é,

ZW@V@X n) =

52 6? 1
T " (grad r) ‘g—i—

(grad r) ‘ g+nHG..

Entao Z (Ve,Ve, X, ) (p) = nHb.(p), pois 62 + cS? = 1. O
O préximo resultado serd crucial nas demonstragoes dos teoremas do
capitulo 3.

Proposicao 2.4.2. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 4) Sejam M"™ uma var-
iedade Riemanniana orientada e x: M™ — Q" wma imersdo isométrica
com curvatura média constante H. Entao

Ag=— ||B||Zg —nHo,,

onde A ¢ o Laplaciano em M™.
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Demonstragao. Seja {ei,...,e,} um referencial geodésico em p € M". Vi-
mos que o Laplaciano de uma funcao f neste referencial ¢ dado por

n

Af(p) = eieif(p).

i=1
Logo, a fungao suporte g = (X, n) satisfaz

n

Ag(p) = Z €iCq <X7 77> (p> = Zei (<v6iX777> + <X,veﬂ]>) (p)

n

= Z (<veivez‘X7 77> +2 <v€iX7 veﬂ7> + <X7 veivein>) ().

i=1
Usando os Lemas 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3, temos que
Ag(p) = (nHO, — 2nHO. — ||B|* g) () = — || BII* 9(p) — nHOc(p).
O

O caso em que ¢ = 0 da proposicao acima ja tinha sido provado, ver, por
exemplo, [4] p. 348.

2.5 A Foérmula de Minkowski da Funcao Su-
porte

A seguinte proposicao é uma generalizacao da igualdade de Minkowski
em R"™ c=0ef,=1.

Proposigao 2.5.1. (Heintze, ver [I1], p. 397) Seja M"™ uma variedade
Riemanniana compacta e seja x : M™ — QU wma imersio isométrica.

Entao
/ HgdA = —/ 0.dA, (2.18)
M M

onde H ¢ a curvatura média de x.

Demonstragao. Sejam X o vetor posigao com origem em pg e {ey,...,e,} um
referencial geodésico em p € M™. Denotemos por X7 e XV as componentes
tangente e normal, respectivamente, do vetor X.

Assim,
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<Xvaeiei> =

Visto que (X*,¢;) = 0, obtemos
(Ve XV, e0) = = (X Vo) = = (X, (Veer) ™).
Dessa forma, o divergente do campo X7 ¢ dado por

n n n

divX? = > (Ve X" ey => (Ve X&) =Y (Ve XV e;)

i=1 =1 i=1
= Y (Ve Xoe)+ 3 (X (Vee) ™).
=1 =1

n

Mostraremos que Z <VeiX, ei> =nb, e Z <X, (Veiei)N> = nHg. De
i=1 i=1
fato, usando (2.8) obtemos

n

> (Ve X,e) = Z (Ve, (S. grad 7(p)) , e;)

i=1

= 46, Z (grad r(p), ei>2 + S, Z <veigrad r(p), ei>
i—1 i—1

= 0.3 (eradr(p),ei)’ +0. ) (1~ (gradr(p). e:)’)

=1

= ndb..

n n

Como Z (veiei)N = Z <V€iei, 77> n = nHn, segue-se que

i=1 i=1
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i<X’ (veiei)N> - <X=i(vei€i)]v> = (X,nHn)

i=1 i=1
= nH (X,n) = nHg.
Portanto, o divergente da componente tangente de X é dado por
divX?T =nf, +nHyg.

Usando o Teorema de Stokes e o fato de M"™ ser uma variedade compacta

sem bordo, obtemos
/ HgdA = —/ 0.dA.
M M

Observagao 2.5.1. Na verdade Heintze (ver [11], p. 397) prova esta proposi-
¢ao para imersoes cujos espacos ambientes possuem curvaturas seccionais
limitadas superiormente por uma constante. Neste caso, o resultado obtido é
uma desigualdade tipo Minkowsks.

O
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Capitulo 3

Hipersuperficies cujas
Geodésicas Tangentes omitem
um Conjunto Nao-Vazio

Sejam M™ uma variedade diferenciavel e x : M" — QZ“ uma imersao
isométrica. Para todo ponto p € M", seja (Qg)p a hipersuperficie totalmente
geodésica de Q" tangente a x(M™) em z(p).

Denotemos por

w=ort - | (o),

peEM

o conjunto dos pontos omitidos pelas hipersuperficies totalmente geodésicas
tangentes a z(M").

Exemplo 3.0.1. Hiperboldide de uma folha em R3.

T

Figura 3.1: W = {0}.
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Exemplo 3.0.2. Esfera unitdria em R3.

Figura 3.2: W = {p € R?; |]p| < 1}.

Neste capitulo, estudaremos as imersoes para as quais o conjunto W é
nao-vazio. Analisaremos separadamente as hipersuperficies completas nao-
compactas e as hipersuperficies compactas.

3.1 Hipersuperficies Completas

Nesta se¢ao estabeleceremos resultados que caracterizam as hipersuperfi-
cies completas cujo W é aberto e nao-vazio. Além disso, apresentaremos
uma relagao entre W e a estabilidade de uma imersao minima. Os resultados
destas secao foram obtidos por Hildrio Alencar e Kétia Frensel, ver [3].

Teorema 3.1.1. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 6) Sejam M"™ uma variedade
Riemanniana completa e x : M™ — Q?“ uma imersao isométrica minima.
Se o conjunto W € aberto e nao-vazio, entdo x € totalmente geodésica.

Demonstracao. Dado pg € W, seja X o vetor posicao com origem em py.
Como W é nao-vazio, existe py € W tal que

9(p) = (X(p),n(p)) #0

para qualquer p € M.

Seja d = inf{g(p); p € M}. Suponhamos que este infimo é atingido, isto
é, existe um ponto p € M tal que g(p) = d. Usando a Proposi¢ao 2.4.1 com
H = 0, segue-se que

Ag+|BJ*g =o. (3.1)
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Portanto, usando o Principio do Mdximo, ver [§], p. 6, vemos que g é
constante e igual a d. Logo ||B|| =0, isto é, x é totalmente geodésica.

Para concluirmos a demonstracao, basta provarmos que existe um ponto
p € M tal que g(p) = d. Para isto, consideremos uma seqiiéncia de pontos
{Pr} o em M tal que
Jim g(py) = d.

Trataremos separadamente os casos em que ¢ =0, ¢ > 0 e c <0 e, além
disso, vamos admitir, sem perda de generalidade, que ¢ = 1 e ¢ = —1 quando,
respectivamente, ¢ > 0 e ¢ < 0.

(i) Suponhamos que ¢ = 0.

Para cada ponto p; em M, consideremos o ponto g, intersegao de T, M
com a reta perpendicular a 7, M que passa por py € W.

Rn—f—l

Figura 3.3: Caso ¢ = 0.

Como d(qx,po) = g(pk), ver secdo 1 do capitulo 2, é uma seqiiéncia li-
mitada, entdo {gx} também é limitada. Por Bolzano-Weierstrass, {qx} possui
uma subseqiiéncia {qk].} que converge para algum ¢ € R*!,

Visto que g ¢ o limite de uma seqiiéncia {qk].} em T, M e Up6 v LM
¢ fechado em R"*', pois W = R"*' —J ., T,M ¢ aberto, segue-se que
q € T,M, para algum ponto p € M.

Como d(pg,q) = d e d < d(po, T,M) < d(po,q) = d, entao

g(p) = d(po, T,M) = d.

(ii) Agora vamos provar o teorema para o caso em que ¢ = 1.
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Para cada ponto p, € M, seja s; a projecao ortogonal de py ao hiperplano
de R"*? que contém (QF),, e seja g, a intersecao de (QF), com a reta que
passa pela origem e pelo ponto s.

Figura 3.4: Caso ¢ =1.

Para todo k,
gr € QT =S"" e 5, €B? = {pe R |p|| <1}.

Logo, existe uma subseqiiéncia {k;} tal que {qkj} converge para um ponto
geS*tte {skj} converge para um ponto s € B

Temos que [ ¢y, (QF), é fechado em S"*', pois W ¢ aberto, entao ¢ €
(Q’f)p para algum p € M. Além disso, como si e g, sao colineares para todo
k, segue-se que s e g sao colineares. Logo, s pertence ao hiperplano L, de
R™*? que contém (QF),.

Como g(px) = d(sk,po) €
d S g(p) = d(p()a Lp) S d(va S) = kh—>r£10 d<sk‘ap0) = da
entao g(p) = d.

(iii) Para provarmos o teorema no caso em que ¢ = —1, utilizaremos o
modelo do hiperboléide visto no Capitulo 2. Definiremos o ponto s de
forma andloga ao caso anterior.

48



Hn-l—l

v

Figura 3.5: Caso ¢ = —1.

Usando (2.2), temos que a distancia Euclidiana de py ao hiperplano de
R™*2 que passa pela origem e contém (Q’ll)pk ¢é dada por

s — po|| = _ 9w
V14 29(pr)?
onde || - || é a norma Euclidiana.

Afirmacao 3.1. ((sk, sg)) <0, onde ({ , )) € o produto interno de Lorentz.

Demonstragao. Com efeito, suponhamos que ((s, sx)) > 0. Escrevemos s =

(Skl, Ce 73kn+2)'
Assim, 87 +...+s; . —s; ., > 0. Logo,

S, +...—i—sin+1 > 57 (3.2)

kn+2 .

Como s;, e s, — po sao perpendiculares, temos que
(8K, sk — po) = 0.
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Dai,
(8ky8k) = (Sk, P0) = (Skys - -1 8knin) - (0,...,0,1) = s,

Portanto, usando (3.2), vem que

_ 2 2 2 2
Skpso = (SkySk) = Sk, T ...+ Shir T Shnis = 25k, 105

ou seja,

8kn+2 S

N | —

Assim, temos que
5% —p0||2 = (Sk — Do, Sk — Do)

= (Sk, Sk — po) — (Po, Sk — Do)
= —(po, Sk) + (Po, Po)

= —Sn42 + 1
1
> 5.
2 1 5 )
Logo, M)Q > —. Isto contradiz o fato de %)2 < =, para
1+ 2g(pk) 2 1+ 2g(px) 2
qualquer g(px). E a igualdade sé seria vélida se, e somente se, g(px) = 0.
Logo, ({(sk, sk)) < 0. O

Seja A\ > 0 tal que
A sk s8)) = —1
e seja qr = A\pSk a intersecao de (Qﬁl)pk com a reta que passa pela origem e
pOr Sp.
Temos que {sx},~, ¢ uma seqiiéncia limitada. Passando a uma sub-
seqiiéncia se necessério, existe um ponto s tal que

lim s;, = s.
k—o0

Podemos provar, como acima, que ((s,s)) < 0, pois s e § — py sao per-

dicul I I” :
endiculares e ||s — =—.
b Po 11 2a2
1
Como a seqiiéncia {— } ¢ limitada inferiormente por uma
((sk,56)) J 150

2
Isx]

(s> 51))

R 2 e A . ’
constante positiva e ||gx||” = — vemos que a seqiiéncia {qx},., ¢

limitada.
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Seja {qkj} .. uma subseqiiéncia que converge para um ponto g € Hn+L,
J
Como Upem (Qﬁl)p ¢é fechado, pois seu complementar W é aberto, e ¢, €
(Qﬁl)pk, para todo k, temos que g € (Q’_‘l)p, para algum p € M. Além
disso, como s e g sao colineares, segue que s pertence ao hiperplano L, de
R™*2 que contém (Qﬁl)p.

Logo, g(p) = d. De fato,

9(p) d
— I dpe, L) < |Is — poll = ——
onde d(po, L,) é a distancia Euclidiana de py a L,. O

Quando o conjunto W é nao-vazio e nao possui a condigao de ser aberto,
obtemos o seguinte resultado para os casos em que ¢ < 0.

Proposicao 3.1.1. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 8) Seja M™ uma va-
riedade Riemanniana completa e seja x : M™ — Q"1 ¢ <0, uma imersdo
1sométrica minima. Se W € nao-vazio, entao x € estdvel.

Demonstracao. Sejam pg € W e X o vetor posi¢ao com origem em py. Como
po € W, podemos escolher uma orientagao 7 em M de modo que a funcao
suporte g = (X, n) seja positiva.

Como z é minima, usando a Proposicao 2.4.1, temos que

Ag+||B||*g=0.

Em [7], Teorema 1, Fischer Colbrie e Schoen provaram que um operador
do tipo A + ¢, onde ¢ : M — R é uma funcao diferenciavel, é positivo
definido se, e s0 se, existe uma funcao diferenciavel positiva f : M — R tal
que Af +qf = 0. Como g = (X,n) é positiva e Ag+||B||* g = 0, o operador
A + || B|)? é positivo definido, isto é,

| s =IBIP £)aa= (— (A4 181) £.5) >

para toda funcao f: X(M) — R.
Entao, se ¢ <0,

/M (—fAf — (ne+ || BI) f2) dA > 0,

para toda fungao f : M — R de suporte compacto nao-nula em M".
Como a curvatura de Ricci de Q7" é nc, obtemos que

| (181 = (rictu) +1BI) 12) 24 > 0.

Usando a Proposicao 1.2.2, temos que x é estavel. O
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Observacao 3.1.1. A proposicao acima nao vale para ¢ > 0. Hasanis e
Koutroufiotis provaram em [I0], Corolério 2, que se M? é uma superficie
completa e z : M? — S* é uma imersao isométrica minima com W nao-
vazio, entdo x é totalmente geodésica e x é um mergulho. Em particular, M?
é compacta e x nao é estavel.

Observacao 3.1.2. Em [9], p. 57, J. Gomes deu exemplos de hipersu-

perficies minimas estdveis em Q7" ¢ < 0, que nao sao totalmente geodésicas.

Para estas hipersuperficies, W é vazio. Logo, a reciproca da proposicao acima
) ) s

nao é valida.

3.2 Hipersuperficies Compactas

O préximo resultado, sobre imersoes minimas em S"*!, foi obtido por
Pogorelov, ver [13]. Daremos uma demonstracao diferente da prova original,
usando as técnicas de Alencar e Frensel, ver [3].

Teorema 3.2.1. (Pogorelov, ver [13]) Sejam M™ uma variedade Riemanni-
ana compacta, orientdvel e x : M™ — S"T! wma imersao isométrica minima.
Se W € nao-vazio, entao x € totalmente geodésica.

Demonstracao. Sejam pg € W e X o vetor posi¢ao com origem em pg. Logo,
usando a Proposicao 2.4.1 com H = 0 e o Teorema de Stokes para uma
hipersuperficie compacta sem bordo, obtemos

0:/ AgdA:—/ IB|I? gdA.
M M

Agora como W é nao-vazio, existe pg € W tal que

9(p) = (X(p),n(p)) #0

para qualquer p € M. Entao temos que ||B|| = 0, ou seja, x é totalmente
geodésica. n

Alencar e Frensel provaram que nas condigbes do Teorema 3.2.1 com H
diferente de zero obtemos que M™ é isométrica a uma esfera geodésica.
Para provarmos este resultado, precisaremos do seguinte:

Lema 3.2.1. (Férmula de Newton) Sejam A : R™ — R™ uma transformacao
linear € A = (a;j)nxn Sua matriz associada a um par de bases qualquer de
R™. Entao

| =

IAI* (p) > —(trA)*.

n
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, A =al, a € R.
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Demonstracao. E claro que

n n

n 2
AP =" af > ;a; > % (Z a> = %(trA)z.

ij=1 i=1

Além disso, a igualdade na primeira desigualdade ocorre se, e somente se,
a;; = 0, para i # j. Na segunda desigualdade, desigualdade entre as médias
aritmética e quadratica, obtém-se a igualdade se, e somente se, a;; = ... =
- ]

Teorema 3.2.2. (Alencar e Frensel, ver [3], p. 11) Sejam M™ uma var-
iedade Riemanniana compacta, orientdvel e x : M™ — Q"' uma imersao
tsométrica com curvatura média constante nao-nula H. FEntao W € nao-
vazio se, e somente se, x é umbilica, isto €, x(M™) € uma esfera geodésica
em QUL

Demonstracao. Sejam py € W e X o vetor posigao com origem em py. Como
W é nao-vazio, existe pg € W tal que

para qualquer p € M.
Assim, usando a Proposicao 2.4.2 e o Teorema de Stokes para uma hiper-
superficie compacta sem bordo, obtemos

oz/ AgdA:—/ (IBIP g + nH6.) dA.
M M

Logo, [, IB|* gdA = — [,, nHO.dA. Mas, por (2.18), temos que

/ ||By|2gdA:—/ nH(‘)ch:/ nH%gdA,
M M M

/M (IBI — nH?) gdA = 0.

- 2
Usando o Lema 3.2.1 e o fato de g ser nao-nula, temos que || B||” = nH?, ou
seja, a imersao x é umbilica.

isto é,

Se £(M™) é uma esfera geodésica em Q"' entao é claro que W é nao-
vazio. O
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Observacao 3.2.1. Sao conhecidos exemplos de toros nao mergulhados em
R? com curvatura média constante, ver Wente [15], e de imersoes z : S* —
Q"1 ¢ <0, com curvatura média constante nao umbilicas, ver Gomes [9] e
Hsiang [12]. Em todos estes exemplos o conjunto W é vazio.

Em [5], Barbosa, do Carmo e Eschenburg provaram o seguinte resultado:

Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel e x - M" —
O™ uma imersdo isométrica com curvatura média constante nao-nula. Entdo
x € estavel se, e so se, x € umbilica.

Como conseqiiéncia deste resultado, obtemos o seguinte corolario do
Teorema 3.2.2:

Corolario 3.2.1. Sejam M"™ wma variedade Riemanniana compacta, ori-
entdvel e v : M" — Q?H uma imersao isométrica com curvatura média
constante nao-nula. Entao W € nao-vazio se, e somente se, x € estdvel.
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