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Resumo

Neste trabalho demonstraremos que o problema de Cauchy associado as e-
quacoes de Korteweg-de Vries, denotada por KdV, e de Korteweg-de Vries modi-
ficada, denotada por mKdV, com dado inicial no espaco de Sobolev H*(R), € bem
posto localmente em H*(R), com s > 3/4 para a KdV e s > 1/4 para a mKdV,
onde a nocao de boa postura inclui a existéncia, unicidade, a propriedade de
persisténcia da solucao e dependéncia continua da solucao com relacao ao dado
inicial. Este resultado € baseado nos trabalhos de Kenig, Ponce e Vega em [6]. A
técnica utilizada para obter tais resultados se baseia no Teorema do Ponto Fixo
de Banach combinada com os efeitos regularizantes do grupo associado com a

parte linear.



Abstract

In this work we will demonstrate that the Cauchy problem associated with
the Korteweg-de Vries equation, denoted by KdV, and Korteweg-de Vries modified
equation, denoted by mKdV, with initial data in the space of Sobolev H*(R), is
locally well-posed on H*(R), with s > 3/4 for KdV and s > 1/4 for mKdV, where the
notion of well-posedness includes existence, uniqueness, persistence property of
solution and continuous dependence of solution with respect to the initial data.
This result is based on the works of Kenig, Ponce and Vega in [6]. The technique
used to obtain these results is based on fixed point Banach theorem combined

with the regularizantes effects of the group associated with the linear part.
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Introducao

Consideremos a familia
ou  Pu L 0u
E + % +u % =0 (1)
das conhecidas equacao Korteweg-de Vries generalizada de ordem £ e denotada
por k-gKdV.
Nesta trabalho estudaremos o problema de Cauchy também chamado de

Problema de Valor Inicial ou simplesmente PVI
% + @ + u’f@ =0
ot Ox3 Ox (2)
u(z,0) = up(x)
para k = 1,2. Para o caso k = 1 temos a conhecida equacao Korteweg-de Vries
denotada por KdV. A equacao no caso k = 2 € chamada de equacao modificada
Korteweg-de Vries e denotada por mKdV.

A equacao de Korteweg-de-Vries batizada dessa forma devido a seus cri-
adores Diederik Johannes Korteweg e Gustav de Vries, teve como base para sua
criacao as observacoes de John Scott Russell durante o século XIX. Russell, en-
genheiro naval britanico, primeiro observou o que se denominou a grande “onda
de translacao”(a onda solitaria). Isto ocorreu enquanto ele observava o movi-
mento de um barco, que era puxado rapidamente ao longo de um estreito canal
por um par de cavalos, quando o barco repentinamente parou, formando as-
sim uma grande elevacao solitaria, um arredondamento, suave e bem-definido
monte d’agua, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente sem

mudanca de forma ou diminuicao de velocidade. Ele a seguiu sobre seu cavalo
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até perdeé-la na curva do canal. Apos 1834, Russell dedicou-se a este topico
experimentalmente, e aparentemente verificou ser de interesse matematico.

O trabalho de Diederik Johannes Korteweg e Gustav de Vries em 1895 mostrou
que o mesmo estava correto. Neste trabalho eles deduziram uma equacao para
o movimento de ondas d’agua baixas, regularmente pequenas, € por esse meio
encontraram exemplos de ondas viajantes uniformes.

Existe uma relacao importante entre estas duas equacoes dada pela transfor-
macao de Miura, ver [17].

As equacoes KAV e mKdV tem infinitas leis de conservacoes, do tipo polino-
mial, isto é, funcionais do tipo A(u) que sdo invariantes com o tempo quando
u satisfaz a equacao. em consideracao, ver [17] e [18]. Para a equacao k-gkdV

temos as seguintes leis de conservacao, ver [18],
Aq(u) = / u(z, t)de = /u0($)dm,
R R

Ag(u) = /R W2(z, t)d — /R 2(z)dx,

Ay(u) = /R (Do) — cxut*?) (@, t)da = /R ((%UO)Q —ckug+2> ()dz,

onde ¢, = 2{(k+1)(k+2)} "

Para estudarmos o problema (2) precisaremos de alguns conceitos que serao
mencionados no capitulo 1, e principalmente de uma introducao a teoria de
grupos que sera feita no capitulo 2.

Nos capitulos 3 e 4 estao todo o desenvolvimento dos calculos necessarios
para alcancarmos o objetivo principal do trabalho que € mostrar a existéncia e
unicidade de solucdo para o problema (2) numa certa classe.

Ja no capitulo 5 faremos nossas consideracdes finais apresentando algumas

propriedades da equacao KdV.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo apresentar a teoria necessaria para o de-
senvolvimento dos capitulos posteriores deste trabalho. As demonstracoes de
alguns teoremas e lemas serao omitidas, mas indicaremos precisamente onde

encontra-las.

1.1 Resultados Basicos

Nesta secao escreveremos algumas desigualdades e teoremas, que serao apli-
cados nos proximos capitulos. Resultados importantes como a desigualdade de
Holder, Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema da Funcao Implicita.
Estes resultados constituem ferramentas necessarias para obtermos certas esti-

mativas que aparecem no contexto deste trabalho.

Definicao 1.1 Seja p > 1. Denotaremos por L[*(R) o espaco das funcées men-

surdveis com a norma p finita, isto é

1/p
LP(R) = {f : R — R mensuravel : || f[,, = | fll, = (/ ]f(a:)|pdx) < oo},
R
o numero | f||, € a norma de f. Se p = oo, entao
fllo = inf{c: |f(z)] < c,x € R}.

Segue que LP(R) é um espaco de Banach, ver [11], LP(R) é espago de Hilbert se

13



e somente se p = 2. Neste caso o produto interno definido é dado por
<fg>= [ f@gl)s
R
1 1
Alem disso, LY(R) é o espaco dual de L*(R) satisfazendo a relagéo — + — = 1.
p g

Lema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(R) e g € LY(R) ondep,q > 1 e

11
~ 4+ -=1.Entdo fge L'(R) e
P g

gl < ANz llgll o - (1.1)

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [1].

Lema 1.2 (Desigualdade Integral de Minkowski) Seja 1 < p < co. Entéao

1

{/R (A|f(w7y)ldx>pdy}p S/R(/RV(:E,yﬂpdy);dx,

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [1].

Lema 1.3 SQ]ClO[ S (Oa 1) €p,q,p1,P2,q92 € (1700)7(]1 S (1700] tal que
1 1 1 1 1 1

P MmO 4 @ G
Entao

||DQF(f)HL§LqT < C”F,(f)‘”LgquTl ||Daf||Lf§j,2L‘1T2

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [6]. O mesmo sera utilizado

na demonstracao de algumas desigualdades do capitulo 4.

Lema 1.4 Sejaa € (0,1),a1,a3 € [0,a] onde a = ag +an. Seja p, p1,p2, q, q1,q2 € (1,00)

1 1 1 1 1 1
talque - = —+ — e - = — + —. Entao
p P P2 49 ¢ Qe
1Dz (fg) — fDgg — QD;?JC”L?;L‘YT <c HDglJcHLiquTl HD:)O:QQHL?L%Q : (1.2)

Além disso, para a; = 0 o valor ¢; = > é escolhido.

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [6]. O mesmo sera utilizado

na demonstracao de algumas desigualdades dos capitulos 3 e 4.
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Teorema 1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach.) Sejam M um espaco métrico
completo, onde M #+ O, e f : M — M uma contrag@o. Entao f possui um tunico ponto

Jfixoem M, isto é, existe v € M tal que f(z) = x.

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [7].

1.2 Interpolacao de Operadores

A seguir enunciaremos resultados basicos sobre interpolacao de operadores
nos espacos L? e o teorema de Stein, ver [8], que serao usados na demonstracao

da desigualdade (2.21).

Definicao 1.2 Seja F a faixa definida por F = {z=xz+1iy:0<z <1}. Supo-
nhamos que para cada z € F corresponde um operador linear T,. A familia de

operadores {T,} é chamada admissivel se a aplicacdo

2 [ @engiv

é analitica no interior de F, continua sobre F e existe uma constante a < 7 tal que

eyl log

/Y(Tzf)ng

é uniformemente limitada na faixa F.

Definicao 1.3 Seja 0 < a < n. O potencial de Riez de ordem «, denotado por I, é

definido por
I,.f(x) :ca/&dy:caka*f(x), (1.3)
R |z — Y[

onde c, = m/?2°T'(n/2 — a/2), e T é a_fun¢ao gama, definida por
['(s) = / e ‘57 1dt.
0

Teorema 1.2 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja 0 < a < n,1 < p < g < oo, com
1 1 «

a9 p n

15



1. Se f € L?(R), entéo a integral (1.3) é absolutamente convergente para quase

todo ponto x € R
2. Sep > 1, entdo I, é do tipo (p, q), isto é,

o[l < cpamllflp (1.4)

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [10].

Teorema 1.3 (Stein) Supondo que {7.},z € F, seja uma familia admissivel de

operadores satisfazendo

[Ty fllyy < MoW) 1N, € N Tasiyfll,, < Ma(y) 1111,

para todas funcoées simples f € LP , onde 1 < p;, ¢; < oo, M;(y), 7 = 0,1, sé@o

independentes de f e satisfazem a desigualdade

sup e’ log M;(y) < oo,

—oo<Yy<oo

para algumb < 7. Se 0 <t <1, existe uma constante M, tal que

ITef My, < Mel[ £,

para toda funcao simples f e

11—t t 1 1-t ¢

D P DG o ¢

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [8].

1.3 A Transformada de Fourier

Nesta secao estudaremos as principais propriedades da transformada de
Fourier no espaco £!. Dedicaremos uma sub-secao ao estudo desta no espaco
de Schwarz S(R), ressaltando a grande riqueza da transformada de Fourier neste

espaco. Para finalizar, definiremos a convolucao para funcoées nao-periodicas.
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1.3.1 A Transformada em (!

Definicao 1.4 Se f : R — C é uma fungado integravel em cada intervalo [a, b] e
b
[l @lar= tm_["1f @)=, < o0 (1.5)
R botoo Y@

diremos que [ é absolutamente integravel.

Notemos que se f € absolutamente integravel, entao

b
/ f(x)e™™®%dr = lim (/ f(z) e_ifxdm>
R amro \ J,

b—+oo

~ lim ( / b f (z) [cos &z — isin 2] dm)

a— —o0
b—+oo

= lim </bf (x) cosExdr — i/bf(x) sinfxdx) ,

a——o0
b—+oo

e este limite existe. Portanto, podemos definir a transformada de Fourier para

uma funcao absolutamente integravel como segue

Definicao 1.5 A funcéo f:R — C dada por

FO=e" [ jwei, cer (1.6)
é chamada transformada de Fourier da fungéao f : R — C.

Denotaremos por £! o espaco das funcoées f : R — C absolutamente in-
tegraveis, isto €, integravéis em qualquer intervalo [a, b] e satisfazendo (1.5).
Vamos, a partir de agora, voltar nosso estudo para a verificacdao de algumas

propriedades da transformada de Fourier.

Proposicao 1.1 Sejam f,g: R — C absolutamente integraveis, entao:

(1) (f+A0)(€) =F(E)+AG(E) , VA€ T, VE€R;

)

(ii) T(€) =F (=€), VEER;
(ii)) seyeRef,(x)=f(x—y), xR, f,(§)=F(E)e ™

17



() |F@)| < @01, , vEer.
Demonstracao:
Provaremos apenas os itens (i) e (iv). Os outros podem ser vista em [19].

(1) Usando a linearidade da integral temos as seguintes igualdades
F+27O) = @07 [ (7429 @) o
R

= (2m)V? (/Rf(x) e_ig’:daj%—)\/Rg(a:) e_ifxda:>
= (2m) /R f(z)e ™ dr+ X (2m)71/? /R g(x) e dy

~

= S +Ag(&).
(7v) Finalmente,

Fe| = oo [ e
< (o)1 /R 1 (2) e du
= e [ @lds

= 207 If],-

U

Teorema 1.4 Seja f € £'. Entao sua transformada de Fourier f é uniformemente

continua em R.
Demonstracao:

Como f € absolutamente integravel, entao dado ¢ > 0, existe uma constante

M > 0 tal que

/ |f(z)|de < me.
|z|>M 4

18




Seja N > 0 tal que N > ||f||,- Como a fung¢édo y — ¢% & continua em y = 1,

existe 4; > 0 tal que

\ 2T
2N

ly| <01 = e — 1| < €.
Mas entao, se § = 6, /M,
In| <d=|zn| < 01,Vo € [-M, M]

e portanto, como [¢* — 1| <2/|n| <J=VEER,

= |7 (Lr@e s [ )]

< \/% /R |F(a)] [e€4me — e~ gy

= — [l e =1 as

= = [Vl - 1]

_ \/%/'JCSMIf(x)\ !einx_l\der\/%/'mM,f(x), e _ 1] da

~ ~ ‘

fE&+mn) = f(E)

1 Vor 1
STl I /| s

€ €
< —= — <e.
I+ 5 <

Proposicao 1.2 Se f € £!, entdo

lim f (&) = 0.

|§| =00

Demonstracao:

Tomemos ¢ > 0 e, a seguir, um intervalo [—a, a| tal que

/|> |f(z)]dx < €/2.

Por outro lado, a proposicao anterior assegura que

a

lim e f(x)dx = 0.

[§]—o0 4

19



Logo, para [{| > &, para um &, conveniente, temos

Fe|<|[ et

+L>a|f(:v)|d:p < €.

O

O principal objetivo da teoria € recuperar a funcao f através de sua trans-
formada. Nem sempre € possivel alcancar esse objetivo. Na verdade, queremos

provar a féormula da inversao

1 ~
- 8T e 1.7
@) = o= [ Fleyeeas (1.7)
O espaco L' € “muito grande” para podermos inverter a transformada de

Fourier: se f € £! nem sempre f € £!, logo a integral acima pode nao existir.

1.3.2 O Espaco de Schwartz

Definicao 1.6 O Espaco de Schwartz, que denotaremos por § = S (R), é a colecao
das fungées f : R — C infinitamente diferenciaveis em R tais que, para quaisquer

que sejama, € Z*, existe uma constante C, 3 com
}xo‘f(ﬁ) (x)| < Cup, V2 € R, (1.8)
onde f¥) é a 3-ésima derivada de f.

Proposicdo 1.3 Se f € S(R), entao a fungao g(z) = 2P (x) também esta em S(R)

quaisquer que sejam o, 3 € 7.
Demonstracao:

A funcido ¢ é infinitamente diferenciavel e 2% ¢\%)(z), quaisquer que sejam

o, € Z*, é uma soma finita de termos da forma 2" ™ (z), logo limitada.

Proposicdao 1.4 Se f € S(R) entdo f € L.

20



Demonstracao:

Em cada intervalo [-M, N|, a funcao f € continua, e, portanto, limitada e
integravel, o que implica que |f| seja integravel ai.
Para mostrar que a integral imprépria de f converge, usamos (1.8) com « =

2 e § =0 para fazer a seguinte estimativa

22 (2)] < Cop = ()] < ‘C‘ £0.

Entao

/ |f($)| dx S C12,0/\ |33|_2 dr = 202’0
|z|>1 |z|>1

1
[1s@lar < [ @ar 20, <
R -1

e, dai,

O

Agora podemos iniciar o estudo do tema central desta secao, a saber, o com-

portamento da transformada de Fourier em S(R).

Teorema 1.5 Seja f € S(R). Entdo f® € S(R) para todoa € N e

~

(fo)) = ()" f(§), R (1.9)
Demonstracao:

Ja vimos que f® € S(R) para todo o € N. Agora note que integrando por

partes obtem-se,
(1O = e [ Fee e
R
= (27r)—1/2 {f (33') e~ r=o0 /(—Zf)f (33) eifa:dx]
= (27r)_1/2 {f( ) —ix i_iooo + 25/ f i&zdl}
= i€f(€), ¢eR
pois os termos de fronteira sdo nulos uma vez que f € S (R).
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Agora, vamos utilizar inducao simples bem como integracao por partes para
concluir a demonstracao. Suponha que a sentenca € valida para todo 3 € N tal
que [ < a.

Entao,
oy = (20" / £ (2) ey
R
= (277)_1/2 (f(a_l)e_i@ﬁﬁ + Z§/ fle=b) (x) e_i@dx>
R

~

= e ()
= & f ().
0

O teorema acima, apesar de seu aspecto inocente, tem extrema relevancia

(o7

na teoria. Ele nos diz que o operador e agindo em S (R) € transformado no
xa
operador de multiplicacao por (i£). Por exemplo se a = 2 temos,
d*f\ - -~
(—@> () =€7(©). (1.10)
Isso nos permite transformar equacoes diferenciais ordinarias em equacoes
algébricas e nos pemitira, mais tarde, reduzir equacoes diferenciais parciais a
equacoes diferenciais ordinarias.
Tendo em vista as observacoes precedentes, € natural tentar identificar a

imagem de S (R) sob a transformada de Fourier e descobrir se podemos inverteé-

la.
Proposicao 1.5 Se f € S (R) entao ¥ sera infinitamente diferencidvel e

FP€) = (=) (& F)) .- (1.11)
Demonstracao:

Pelo fato de podermos derivar abaixo do sinal de integral quantas vezes quis-

ermos, mostramos que f é infinitamente diferenciavel e

@ ey — (202 [ 9 50y emita gy
e = en ™ [ S @ea
22



= (27?)_1/2/]1%(—%)6]”(:6) e dy
= (=) (")
U

Agora, podemos comecar a identificar a imagem de S (R) sob a transformada

de Fourier provando o seguinte o seguinte teorema:
Teorema 1.6 Se f € S (R) entdo f € S (R).
Demonstracao:
Se o, € Z*, usando a proposicao 1.6 e o teorema 1.3, obtemos
e fP© = (=)&) (7))
= i (4 o)
= 9(8),

onde g = (—i)""* &£ (27 f). Entao, vemos que g € S C L', logo, § € limitada, isto ¢,

£ f (8) (¢) € limitada, o que prova que fe S.

Assim, podemos saber quem € o espaco das transformadas de S:

Teorema 1.7 A transformada de Fourier F define uma bijecdo linear de S em si

mesmo e sua inversa é dada por

F! v / )etdg, x €R, f€ES. 1.12
(FHN @ =1 @) = 7= | [©e“d 2R, | (1.12)
Observe que, se soubermos que F : S — S € uma bijecao, as formulas
1 -~ .
= — e 1.13
@) = o= [ Fleyeeas (1.1

e (1.12) sao equivalentes. De fato, se (1.13) € valida, como F € uma bijecao, toda

f €S8 édaforma f =7 paraalgum g € S e portanto

—1 _ —1 zx _L eia: .
(Ff) (@) = (FFg) (2) = g (a m/ 5d€—m/Rf(£) £ e,

reciprocamente, se (1.22) € valida,
F@) = (FF) @ = (F1) @) = o= [ Floewa
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1.3.3 Operacao de Convolucao

Definicdo 1.7 Se f € L! e g : R — C é limitada e seccionalmente continua em
qualquer intervalo _fechado, a convolucédo de f e g é a fungéo f x g : R — C definida

por

(fxg)( /f y)dy, v € R. (1.14)

Uma observacao importante a fazer é a de que, a integral em (1.14) converge,

pois como g € limitada, existe M > 0 tal que
g (z)| < M, V€ R,
€ portanto

F W) gl -yl < MIf @) :»/R|f<y>g<x—y>|dy < M|fll, < +oo.

O estudo da convolugao para funcgoes de £! é bem delicado. Se f e g sdo
funcoes de £!, ndo é verdade, em geral, que o produto fg pertenca a £!; portanto,
para tais funcoes a integral em (1.14) pode nao estar definido para todo z. Por
esse motivo, vamos estudar a convolucao no espaco de Schwarz, que € um bom
espaco para a convolucao; mostraremos mais adiante que a convolucao de fato

define uma operacao em S.
Lema 1.5 Se f,gc S, entao fxge Cc (R)NL e
I1f* gl < 11 Mgl - (1.15)

Demonstracao:

Como a funcao F(z,y) = f(y)g(x —y) € infinitamente diferenciavel e, para
cada z fixo, F'(z,-) e todas as suas derivadas estdo em S (logo, em particular, em
L), pelo teorema 2.1 do capitulo 9 de [19], podemos ver que f * g € infinitamente

diferenciavel.
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Para mostrar entéao que f*g € L! e que vale a desigualdade (1.15), é suficiente

mostrar que
b
/ (F * 9) (@) dz < 11l gl

quaisquer que sejam a,b € R com a < b. De fato,
/b

| [l iay iz
= [ i [ 15— w)ldy do

dx

[lusa@iz = [ [1rwo@—nla

IN

n—-+00

b
= / lim G, (z)dx,

N
an+oo

onde

Gn<x>=/n £ W)l 1g (@ — )l dy.

Pelo fato de G,, € C (R), logo para trocar a ordem da integral com o limite
acima basta mostrar que o limite € uniforme (veja o teorema 1.4 do capitulo 7 de

[19]): de fato, como ¢ é limitada, existe M > 0 tal que
g (z)| < M, Vx € R;

por outro lado, como f € £', dado ¢ > 0 existe N € N tal que

€
L|>N|f(x)|dx< <

entao, qualquer que seja = € R, n > N implica que

\Gnu)—/+°°|f<y>||g<x—y>|dy' < [ 1wl

o0

< M |f (y)ldy <e,

ly|=n

logo G,, converge uniformemente para

G<x>=4|f<y>|\g<x—y>rdy
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€ portanto

/ab“f*g)(x)'dw < Jim /ab/i|f(y)||9($—y)|dydx

n—-+00

n

b
—  lim dy|f(y)|/dx|g(:v—y)\dfcdy

n—-+oo |

< [l [lst=uldray

= [ [ l9)1dz dy

< [1flly Mlglly -

Proposicao 1.6 Seja f,g,h € S e A\ € C. Entéo:
(i) frg=gx*/,
(it) (fxg)*xh=fx(g*h),
(1ii) (f+g)*h=f*xh+gxh,
(i) (Af)*g=Afxg)=fx(Ag).
Demonstragio:

Demonstraremos apenas os itens (i) e (iv) os outros podemos ver em [19].

Usando a definicao de convolucao temos
(¢)
(9@ = [ 1wl iy
R

= [ fla =)t
_ / 9(2)f(x — 2)dz = (9% f)(x)
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(M) %)) = / M) (@)g(x — y)dy
- / A ()g(x — y)dy
= A]kﬂwﬂx—yMyIAU%gX@-

O

Observacao 1 Salientamos que a expressao (f * g) x h faz sentido uma vez que

f xg € L' pelo Lema 1.5 anterior e h é limitada.
Vamos agora introduzir um produto interno em S. Se f,g € S, entao

<ﬁg>iéﬂﬂﬂam. (1.16)

E facil ver que < f,g > definido em (1.16) &€ de fato um produto interno em S.

Se f € S, definiremos
1/2
Il = (< 1.8 20 = | [ 1fG@Pad] (1.17)
R
Além disso temos que ||-||, definida por (1.17) define uma norma em S.
Teorema 1.8 Se f,ge S,entao fxge S e
(f % 9)(&) = V27 J(€)3(), V¢ € R. (1.18)
Além disso vale a identidade de Parseval
9 ~l12
113 = | 7] (1.19)
Demonstracao:

Como f*g € L' pelo Lema 1.5, podemos calcular a transformada de Fourier de
f * g; além disso, como as integrais convergem uniformemente (veja a demons-

tracao do Lema 1.5 ), podemos trocar a ordem de integracao obtendo

(f*gr(E) = # / et / FW)gle — y)dy da
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= o= [ 16) [ e gle iz ay

— E/Rf y e‘zgy/Re_’gzg(z)dz dy
= Varf(©)7().

Como f,g € S, f(§),§(§) € S, logo (f+xg) € S e portanto, fxg € S. Falta

apenas mostrar (1.19). Para isso, note primeiro que, usando (1.18) e a formula de

inversaoem S, se f,g € S,

F(&)5(&)de = (f * g) (&) dE = | FW)g(=y)dy.
R \/_

mas entao, dada f € S, se g(y) = f(—y), g € S e sua transformada de Fourier é

~ 1 —iéx
g(€) = \/—2—7T/Rg(37)€ d

= \/%/Rmte_@da:
= \/%/Mei&dx
N I

logo

e T LGS
_ /R F(©)3(©)
— (frg)0)
= /Rf(y)g(—y)dy
- / )Py = 112

1.4 Distribuicoes Temperadas

Definicao 1.8 O conjunto das distribuicées temperadas, denotado por S'(R), é o

dual topolégico de S(R). Em outras palavras T € S'(R) seeséseT : S'(R) — C é
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um _funcional linear continuo. Notemos que para verificar que um funcional linear

T : S(R) — C é continuo, basta provar que Ty, — 0 para toda ¢, — 0.

Vamos considerar o seguinte exemplo: os elementos de LP(R),1 < p < oo de-

finem distribuicoes temperadas através da formula,
Ty() = [ f@)p()is, € PR), o€ SR (1.20)
De fato, pela desigualdade de Holder temos,
T < 1l lolpey P +a7" =1 (1.21)

e a afirmacao acima segue de (1.21) e do seguinte fato que encontra demonstrado

em [16], na pagina 325: Se f, — fentao f, — f,1 <p<o0o.

1.5 Os Espacos de Sobolev

Sejam S(R) o espaco de Schwartz e S'(R) o espaco das distribuicées tem-
peradas. Para s € R, os espacos de Sobolev (de tipo L?) em R sdo os seguintes

subconjuntos de S (R):
H® == H* (R) = {f eSR): (1+&) " fer? (R)}.

cuja norma €

~

f(&)

) 1/2
HfHHs:—HfHS—(A (1+e) d5> | (1.22)

O espaco H® (R), s € R, & de Hilbert quando munido do produto interno,

<fig>= | 1+ F(©)g(e)de. (1.23)
R

Em particular, H° (R) = L? (R). No caso de s € N, temos que

112 = _ 1]
=0

onde |-||, denota a norma em L? (R).

(1.24)

2
0 Y

29



Também utilizaremos os espacos de Sobolev homogéneos, definidos para s € R

por
o =10 R)={feS (R);D°'f € L*(R)},
com
£l = | P77, (1.25)
onde D* f(€) = ¢]*f(£).
Notemos que H* (R) C H* (R), para todo s € R, pois se f € H* (R), entao
_ o i 2 \:2
1l = || D7, = (/ SHIG] di) < oo,
Ja o espaco de Sobolev com peso H* (z2dx), para s € N, € definido por
H® (#%dz) = {f € L*(R); z0.f € L*(R) , 0<i < s},
cuja norma €
S . 9
17155 = 1 Wirsaoany = D 12021l (1.26)
=0

Exibiremos agora algumas propriedades dos espacos definidos anteriormente.
Proposicao 1.7

(i) Ses > 3, entdo H* (R) é uma dalgebra de Banach com relagdo a multiplicacdo

de funcoes. Além disso, para f,g € H* (R) vale

Ifglls < e(s) 1A gl s

(ii) Sejams € R ek € N coms > 3+ k, entdo H* (R) C C% (R).

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [1].
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1.6 Espacos de Banach Mistos e Propriedades
Para 1 < p,q < 0. LPL% é o espaco de Banach Misto definido por

[PLY = {f R [T, = R: [l < +oo} ,

400 T % %
||f||LquT=< / ( / T|f<x,t>|wt) da:> . (1.27)

Quando p = oo ou ¢ = oo usaremos uma definicao similar, envolvendo a norma

onde

do supremo essencial. O espaco L%.L¢ é definido como acima, invertendo-se
apenas a ordem de integracao. Vale mencionar também que se escrevemos 7' =t

na norma acima significa

+o0 +oo % P
HfHLng:</_ (/_ !f(:c,t)\th) dx). (1.28)

Um resultado que sera utilizado com muita frequéncia e por isso, sera de-

monstrada, € a desigualdade dada pelo lema a seguir.

Lema 1.6 Sejam f € L2L eg € L L%, entdo fg € L2L% e vale
HngLgLZT < HfHL?cL%O HgHLgOL?T .

Demonstracao:

Pela desigualdade de Holder, (1.1), temos as seguintes desigualdades

1 9llrars = (/_:O /_z ‘(fg)(m,t)]thdm)%
v
</:O /Z sup {If(0F oo t)Pdtdx)

/_ h sup {‘f(l',t)P}/;T |g(x,t)’2dtdx>

oo [-T,T)

[N

IN

=
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N[

IN

/_::O S {If(z,t)]"} Sup {/_i Ig(a:,t)Pdt} dx)
- /:O [f;{%ﬂf(x,tﬂ?}dx sgp{/:;g(:1:,75)2d1t}>é
- /_:o ({Sg};]{ﬂx,t)})de) E (Slip{/_i !g(m,t)\th}j

= ||f“LgLa}° HgHLgQLZT ;

0 que prova o Lema.
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Capitulo 2

Grupo Associado a KdV Linear

Neste capitulo descreveremos algumas propriedades do grupo associado a
equacao KdV linear, que serao uteis na demonstracao dos teoremas de boa

colocacao.

2.1 KdV Linear

Consideremos o problema de Cauchy envolvendo a equacao Korteweg-de-Vries

(KdV) linear, isto €,

3 _
{ Du,t) + Bu(z,t) =0 2.1)

u(z,0) = ug(x).
Aplicando formalmente a transformada de Fourier neste sistema obtemos as

relacoes

u(¢,0) = uo(E).

Multiplicando a primeira equacao do sistema anterior pelo fator integrante

{ (€ 1) + (i€)*T(E, 1) = 0

(@)’ temos a equacao
A€, 1)e° + (i€)3eO™ (¢, 1) = 0.
Observando que
0 (&, 1)) = (e, e + (i€)*e (e, 1)
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obtemos a relacao
0, (a(g, t)e@f)‘“’t) —0.

Integrando em relacao a variavel ¢, temos a igualdade

T (&, 1)el ™ = Ty (€),

ou seja,
(€ 1) = e (€) = ¢ (€).
Agora aplicando a transformada inversa obtemos uma descricao para a solucao

do sistema (2.1) que é da forma

u(z, 1) = (@0(€) " () = ((€51) " up)(@). (2.2)
Denotaremos por W (t) o operador de L*(R) em L?(R) dado por
W (t)uo(z) := (S * up)(z),
onde
Si(x) = (e€°) " (z) = c/_ et e,
Temos entao
u(z,t) = W(t)uo(x) := (S¢ % up)(z).

Além disso, temos que W (t)uy, € dado por

[e.o]

W (t)uo(z) = c / To(€)e™™ teiwde,

—00

onde ¢ € uma contante real.

2.2 Propriedades do Operador associado a KdV

Definicdo 2.1 Uma familia {S,},., de aplicacdes lineares de um espaco de Ba-

nach X em X é chamada um grupo se as seguintes condicées sdo satisfeitas
(1) So = Id,

34



(Z’l) St+s = St o ST,V t, S € R,
(1i1) para qualquer u € X a aplicag@o t — S;u é continua, de R — X.

Se além disso tivermos ||S:u||x = ||u||x ou equivalentemente ||S;u||x = 1, o grupo
S; é chamado unitario. Caso ocorra ||Suul|x < 1, o grupo é chamado grupo de

contracoes.

Teorema 2.1 A familia de operadores {W (t)},. satisfaz as condicées da Definicao

2.1, com X = L*(R).
Demonstracao:

(1) Usando a desigualdade (2.2) e as propriedades de transformada de Fourier

obtemos

W(O)uo(x) = (e(€)) " (x)
= (uo(§)) " (x)
= wo(x) = Id up(z).

(7i) De modo analogo obtemos

W(t+shuo(z) = (€€G(8) (2)
= (¥ ) (8)) " ()
= (¢ T0(€)) " (2) (&) ()
— W) (¢ (€) ()]
= W) [W(s)uo(w)]
= [W(t) o W(s)] uo(x)

(#7¢) Finalmente,
lim W(tu(z) = lim (¢€70(8)) " (x)



Entao temos que {W(t)},.z € um grupo de operadores em L*(R).

U
Segue abaixo algumas propriedades deste operador.
Propriedades 2.1
1. (Isometria do Operador W (t))
W ()62 = |9l 2. (2.3)
2. (Comutatividade da Derivada com o Operador W (t))
0, W (£)9(x) = W (1), (). 2.4)
3.
D*W (t)(x) = W ()D*é(x), onde D*f(x) = ([€|*F(£))" (@). (2.5)
4. (Simetria do Operador W (t))
(W) () () 2@y = (00), WDY)() 2wy - (2.6)
5.
//W(t)qﬁ(x)w(x,t)dtdm = / o(x) (/ W(t)w(x,t)dt) dz. (2.7)
R JR R R
6.
oW (t dtdx = 0. W ,t)dt ) dx. 2.8
// Y(x, t)dtde = /gb (/R (t)zb(mt)t):v (2.8)
7.
(D W ()) () () 2y = (60), (D W D)Y)()) L2m) - (2.9)
8.

/R/R(DO‘W() xtdtd:p—/gb (/ (D*W (¢ w)(:v,t)dt) dr.  (2.10)
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Demonstracao:

1. Calculando a norma em L? de W (t)¢ e usando o Teorema de Pancherel, na

variavel z, obtemos as relacoes

el = [ T W@ de

- [ | den @ a
o A GIR
SN GIRG

= 11312 = llgliZ

2. Derivando com relacao a variavel x e usando as propriedades de transfor-

mada de Fourier obtemos as seguintes igualdades

W (O)o(x) = 0, [%27 / Z )]
" = o [eeee] Bepa
- 7 = | e
- = = enensa

= W(t)0:0(x).

3. Usando as propriedades da Tranformada de Fourier e a dedinicao de D*

obtemos

D W (thuo(x) = D* |(¢"i(€))" ()
= lel <<el€3“< 9))7(9) ()
S GRCRTIIME
= (@1 (€))7 (@)
= W) [l (&) " (@)
= W(t)D%p(x).
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4. Usando as propriedades de produto interno em L? e as propriedades da

transformada de Fourier segue-se que

(WSO Oy = (6O (w0,
- <Z€3t >L2(R)
- < ¢t tw >L2(R)
- <¢ (e () >L2<R>

= (00), WD) 2wy -

5. Basta usar o Teorema de Fubini e escrever a igualdade (2.6) na igualdade

(2.7).

6. Basta usar a desigualdade (2.6) e integracao por partes obtemos a desigual-

dade (2.8).

7. Usando as propriedades do produto interno em L?, o item (2.5) e as pro-

priedades da transformada de Fourier temos

—~

(D" W)U ey = ((WHD ) e
(WBEHE) (), ()
(1 IE*0(6) " (), 9()
U7 B() (), D)

)
)
(E)(), e El*P(E) ()
)

L2(R)

)

(), (e€°11€|°P(€)) " ()

o), WD) (),
(), (W () D$)(-)) 2y

(), (D"W () () 1oy -

o~ o~
—~~

8. Da mesma forma podemos expressar a relacao (2.9) na identidade (2.10).
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2.3 Estimativas Lineares

Teorema 2.2

1. Se uy € L*(R) entao

0
—W(t < 2 2.11
FAUCT B @11
e
0
D3 —W (t)uy < c||D%upl|zz, s € R. (2.12)
al' Lch?

2. Se g € LLL2?, entdo para qualquer T > 0

a t
—/ Wt —t)g(x,t')dt < cl|g|lpr 2 (2.13)
oz J L L2 o
T x
e
82 t
oz [ wee-0te0e| <l .19
0z Jo LI} o
Demonstracao:
1. Consideremos uy € L*(R) e
W (t)ug(z) = ¢ / TUo(&)e e de.

Derivando W (t)ug(xz) com relacao a variavel x e fazendo a mudanca de variavel

£ =1 temos

W (t)ug(x) = 0, [c /OO ﬂo(f)eiéf’teigmdﬁ

_ c/ ao<n1/3)€mtnl/3€m1/3xn—2/3dn

o0
e}

_ C/ ei(tn+mn1/3)ao(n1/3)n—1/3d7].

o0

Usando agora o Teorema de Plancherel, na variavel ¢, temos
o

oW Ouallyy = [ 0. (ot P

—00
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2

c/ giltntan'/*) 5 (771/3) _1/3dn dt

_ /_Oo
= o
- of " o d

- / 16372 [0 (€)|* €2dn

= ¢ / @0(€) dn

~ 12 2
= clluollze = clluollze -

2
dt

eixnl/S }2‘ %(771/3)’2 dn

Logo,
0
W (E)uo = sup {110V (t)uol 2 }
x L2 z€R ¢
= SUP{C||U0||L§}
z€eR
= clluoll:

o que demonstra (2.11).
Para demonstrarmos (2.12) observemos que
D2 [0, W (t)uo(x)] = D [W(t)0ruo(x)]
= W(t)D*[0ruo(w)]
= W(t)0: [Duo(x)]
= 0: [W(t)D*uo(x)] .
Agora usando a observacao acima e a desigualdade (2.11) temos

1D70:W (t)uol|pgerz = 110 W () D*uo ()]l oo 12

c||D%ugl| 2

IN

A

< c|Jugl| e,
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0 que completa a demostracao de (2.12).

2. Inicialmente afirmamos que

833/ W (=t") g (x,t')dt’

< cllgllpyzs (2.15)
2

De fato, por dualidade, temos

2

agc/ W (=t") g (x,t')dt’

= sup{/OO (@/OOW(—t’)g(x,t')dt') f(z)dxz;Vf € L2 com |/f]|, = 1}.

Integrando por partes, e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz bem

como a desigualdade (2.12), obtemos
’/_Z (ax /_ZW(—t')g(a:,t’) dt’) f(2) dz
B ’_ /_Z /_Z g (2,1) 0 W (=t') f () dt'da

/_Z /_Z |9 (z,t) O, W (=) f (z)| dt'dz

/. [(/Z ot O ) : ([ ow ) r@rar) 1/2] s
< sw([Tloaw -t rwrar) o ([ weoea) "

= 0.W (=) fll ooz 1190 112

< c|fllo HQHL;Lf ,

IN

IN

donde concluimos a afirmacao aplicando o sup em ambos os membros e usando
o fato de que || f||, = 1.
Agora, repetindo os argumentos acima e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwartz, temos que para ¢ € [0,7](7 > 0) vale

8x/tW(t—t')g(93,t’) dt’ Gx/tW(t)W(—t’)g(:v,t’)dt'

LPL2 LPL2

= HW(t) Oy /OtW(—t')g(x,t’) dt’

LgL?

= sup
t€[0,T]

W (1) 0, / Wt g (a8 dt

2
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= sup

t
am/ W (=t") g (x,t')dt’
te[0,7T) 0

< cllgllpzs-

2

Desta utima desigualdade e do fato de o grupo W (t) conserva a norma em L? (R),
temos o item (2.13).

Para provar (2.14), inicialmente relembramos que f € Dy (R?) quando podemos
escrevé-la como f (x,t) ZfZ fi(t), com f;, fi € C°(R), para i = 1,2,...,N.

Além disso, Pode-se demonstrar que Dy (R2?) = LPL] e Dg (R?) = L{LP, para p,q €
[1,00), veja [6].

Afirmamos agora que

aﬁ/ W(t—t)g(z,t)dl

<cllgliaz - (2.16)
LeeL2

De fato, para f € Dg (R?) com ||f||L1L§ = 1 temos que

82/ Wt—t)g(z,t)dl
LOCL2

:sup{/ / (82/ W (t—t) g:t)dt)f(x,t)da:dt; ||f||L;L§=1}.

Aplicando o Teorema de Fubini, as propriedades do grupo W (¢), integracao

por partes, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade (2.13), temos

que
/Z/: (ag/ZW(t—t')g(x,t')dt’ f(x,t) dedt

- [ () wens@n ) w s i
_/_Z <am /_O;W(—t’ ., dt’) (ax _ZW(t)f(:c,t) dt) dz
o vcameos) o weonnas)

</Zé?/mﬂf 2¢QU2</Zeg/wawf@¢yu

895/00W(—t)g(x ) dt 8x/ooW(—t)f(x,t)dt

< c HgHLgchf Hf”L;ch :
42
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(x,t') dt’

5 1/2
dm)
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Assim, tomando o sup em ambos os membros da desigualdade acima e usando
o fato de que || f||;,;> = 1, obtemos a desigualdade (2.16).

Agora, afirmamos que

H/ e (/ K (z—y,7) 3" (y,7) dy) dr

2
onde K (z,7) := lim e 36
" T

< CHQHL;Lga
LeLy

de.

De fato, usando a identidade de Parserval e a desigualdade de Minkowsky,

H/ e (/ K (z—y,7)g" (y,T)dy> dr
. o 9 1/2
= sup (/ ’/ f(r)e'dr dt)
o 1/2
= sup(/ |f(t)| dt>
00 1/2
= sw ([Cirkar)
O;OO 00 1/2
A1) 2
o [ ([T @-pn i wnlar)
00 S) 1/2
A 2
0/ (/ 19 (y, 7)| dT) dy
00 0o 1/2
2
= o ([ wora)d=cloly,

Teorema 2.3 Se u, € H'/*(R) entdo

temos

L L?

IN

IN

IW (#)uoll g poe < ]| DY *ug| s - (2.17)
Demonstracao:

Fazendo Dy *ug = vy e portanto ug = D, Y400, temos que a desigualdade (2.17) &

equivalente a seguinte desigualdade
||D;1/4W(t)v0HLéL?Q < c|lvoll, - (2.18)
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Agora demonstraremos que a desigualdade (2.18) € equivalente a estimativa

VAW () )dt

< CHgHLﬁ/?’Ltl . (2.19)

com g € LY L}

Para isto, usando argumentos de dualidade, isto €,

—sup{

e as desigualdades (1.1) e (2.18) obtemos as estimativas

VAW (1) VAW () g(x, t)ve () dtda

: (/ ]vg(az)|2dx) " 1}

VAW () )dt < SUp”gHL;/SLg HDQIMWU)”OHL;&,@O
Vo

< CHgHLiBL% ||U0||2 < cHgHLi/‘"’Ltl :

Por outro lado, usando os mesmos argumentos, obtemos as desigualdades

HD;1/4W(t)UO(x)||LgL;o = sup {‘/ / D;1/4w(t)vg(x)g(x,t)dxdt‘ ; HgHLi/gL% = 1}
g —00 J —00

/oo vo(x) /‘X’ D;1/4W(t)g($,t)dtdx
/OO DV (t) g, )t

< cllvolly llgll parepy < ellvolly -

< sup
g

< sup [[vol|,
9 L2

Resta mostrar a des1gualdade (2.19). Para isto usamos as relacoes

H/ D;YAW (t) ()dt = ‘/ D YAW (t)g(t)dt

_ /_ i ( /_ } D;1/4W(t)g(t)dt) ( /_ : D;1/4W(t')g(t')dt') do
_ /_ Z ( /_ Z DI1/4W(t)g<t)dz) ( /_ : Dx1/4W(—t')g<t'>dt') da
- /Z /Zg(m,t} (/Z D7Y2W (t — t’)g(t’)dt’) dtdx

/ DYPW (t — thg(t)dt'

dx

< lgll oo
L3Lge

Sendo que na ultima passagem, usamos a desigualdade de Holder, (1.1). As-

sim é suficiente provar que

/ DYPW(t —t)g(-,t")dt

<c ”gHLi/SL% .
LAL
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Para isto observemos as relacoes

\ [ o= gt tar

8

‘ 1/2 z(t ') (f t))

(Ig7 7269 = s g(ar )

- i@ 3 df N 74!
(/ i(xé—(t—t)¢ )|£|1/2> % g(&,t)dt
i@ 3 df / /

< (/ (wt—(t— t)§)‘€’1/2) L gt di

o0 oo ,inil’s
<[] eeerner s s ol

Afirmamos agora que para qualquer x € R,

pi(wE—t€?)
|]t | - ‘/ |€|1/2+w

88

88

|
\\\\

e+ 1)
x|l

IN

para v real.
A demonstracao dessa afirmacao se encontra em [5].

Usando a afirmacao acima obtemos a seguinte estimativa

W g | < ’1/2*/ ()] dt

Logo, segue do Teorema 1.2, que o operador ¢ ——x € do tipo (4/3,4), isto €,
g g q |y e p
¢ 4/3 4
ot L= L

com

<c

C o0 o0
o [ latplar | lattoae
Assim obtemos as estimativas
= ( ‘/ DY2W (t —t)g(-,t)dt'
Ly
o [ lat ol

L4 A3

JPW (=) g(- 1)t

4 1/4
dx)

< c ||g||L‘;/3L% )

o que demonstra (2.17).
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Lema 2.1 Seja s > 3/4. Entao para qualquer uy, € H*(R) e qualquer p > 3/4
HW(t)UoHLch%o < C(]."‘T)pHUoHS’Q. (220)
A demonstracao dessa desigualdade podem ser vistas em [6].

Teorema 2.4 Se v, € L*(R) entao

W (#)uo st <€ |uoll 2 - (2.21)

(i2)
1DoW (Yol pao 2 < || D uo| (2.22)

(ii)
HD;/‘LW(t)uQHL?LgO < ¢||ug|| 2 (2.23)

Demonstracao:
(1) Consideremos a familia de operadores admissiveis, definida por
Toug = D;Z/4D;1_Z)W(t)uo, com z € C. (2.24)
Fazendo z = iy em (2.24), temos a igualdade

Tryug = D7D (t)ug
0

= % w (t) D_iSfY/4U0 .

Assim pela estimativa (2.11) temos as desigualdades

9
ox

< || D7 |, < clluoll e -

W (t) D~/ 4y,

Totllzs = |
LeeL?

Agora fazendo z = 1 + iy em (2.24), obtemos a relacao

Tiyiyug = D (1+z‘v)/4Dg(El—i“/(1+i“/))W(t)u

0

—1
T

= D;YAW(t) D .
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Logo da estimativa (2.17), temos a desigualdade

ITiiuoll e = 1D W@OD;  ugl

< e[ D7 | o < e fluoll 2

A seguir usaremos o Teorema de Stein, Teorema 1.3, com p, = p; = 2 e por-

4
tanto p;, = 2. Fazendo z = R em (2.24), temos que
T4/5U0 = W(t)uo

Comparando esta relacao com a notacao usada no Teorema de Stein, con-

4
cluimos que t = 5 logo obtemos a relacao

1 1 4

%  Ba  bar
Das desigualdades (2.25) e (2.25), obtemos as estimativas
[Tiyuoll 2 < clluolly € [Thsiyuollpee < lluoll, -
Entao temos que ¢y = 2 € ¢; = oo, assim ¢ = 10 e portanto vale a desigualdade
||T4/5U0HL%0 < c|uoll, -
Além disso (2.25) e (2.25) fornece outras desigualdades, a saber
[ Tiyuoll oo < clluolly € [ Tivivuollpa < lluoll, -
Segue entao que ¢y = 00,q; = 4 € ¢ = 5, logo obtemos outra estimativa
| Tsuoll 5 < e lluolly
Assim temos a desigualdade desejada, isto €,
W (E)uoll 530 < elluoll -

(17) e (i1i) A demonstracao dessas desigualdades podem ser vistas em [6]. As

mesmas sao de muita importancia na demonstracao do Teorema 4.1.
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Capitulo 3

O problema de Cauchy para a
equacao KdV em espacos de Sobolev

H°(R), com s > 3/4

A seguir desenvolveremos uma das partes principais do nosso trabalho que €
a boa colocacao local no tempo para o PVI

ou, O ou_
{ ot "o T or (3.1)

u(zx,0) = ug(x)
Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema:
Teorema 3.1 Consideremos o PVI (3.1) e seja s > 3/4. Entéo para cada v, € H*(R)

existe T' = T(||ugl|s2) > 0 (com T'(p) — oo para p — 0) e uma tnica solugdo u(t) de

(3.1) satisfazendo

uwe C([-T,T] : H*(R)), (3.2)
Oyu € L*([~T,T) : L™(R)), (3.3)
D;% < o0 (3.4)
O LL2
e
[l 2 e < 00 (3.5)
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Além disso, para qualquer T" € (0,T) existe uma vizinhanca V de u, em H*(R)
tal que a funcéao uy, — u(t) de V sobre a classe definida por (3.2) — (3.5) com T" no

lugar de T é Lipschitz.

Antes de demonstramos o Teorema 3.1, faremos uma motivacao para o fun-
cional, utilizado na prova deste teorema.
Tomando a transformada de Fourier com respeito a variavel x no sitema (3.1),

obtemos

(€, 1) + (I€)*U(E, ) + udyul(E, t) =
(e, 0) = @ (6).

(3.6)

Multiplicando a primeira equacao de (3.6) pelo fator integrante ¢(©)’ obtemos
e 4 (i€) e 1 9" i) =

onde f(x,t) = u(x,t)0,u(x,t) € uma constante.

Observando que,
d

dt(ue(@ By = 0,9’ 4 (i€)3 T

obtemos a relacao

d

dt<u€(z£) By = —F(t)el®,

Integrando em relacao a variavel ¢, temos a igualdade

(i€)° =y — / f (i€)°

Qt) = dpe9" — o=@ / Fi#)et®’
Portanto, aplicando a transformacao inversa obtemos a equacao
u(t) = (Gye 9~ ( (i¢)? /f z§)3t/dt/> .
= (@) ~ / (€ eF)) -ar
0
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Sabemos que W (t)uy = (™) e (61;53@4)?(25/)) T=W(-t)f({)

entao temos a identidade

u(t) = W(t)up — /O Wt —t)

gar

(3.7)

Isto &, se u satisfaz o sistema (3.1) entao u satisfaz a equacao integral (3.7).

Demonstracao do Teorema 3.1:

Consideremos um intervalo [-T, T] e uma funcao

w:Rx[-T,T] — R.

Com o objetivo de simplificar as notacdes considere as normas

M(w) ;= max } [|w(t

te[-T,T

T

Ag(w) = (/T

a T
= sup /

L L2 z =T

ow
e

T = ||D}—
M(w)i= D

MNls.2,

4 1/4
dt> |

0
D — t
xaxw<$7 )

9 1/2
dt> ,

A (w) == (1+ T) |||z, para p > 3/4,

AT (w) := max AT (w),

Jj=1,..,

e também o espaco métrico completo

Xr={we O(-T,T] : H*(R))/A"(w) < oo},

com a métrica

d<w1, ’LUQ) = AT(’LUl —

wa).

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Vale destacar que a escolha do conjunto de normas acima e do espaco métrico

Xr € a esséncia da demonstracao do teorema. Tais escolhas decorre de varias

tentativas e observacoes na busca de estimativas da norma H*(R).
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Vejamos inicialmente que X # (). Para tanto, obsevemos que se ug € H*(R)
entdo usando as propriedades do grupo e as desigualdades (2.23), (2.11) e (2.20)

temos que

A (W(thue) = max [|[W(t)uol|s2

te[-T,T)

= max_||uglls2 = ||uolls.2,

te[-T,T)
1/4
oW (t 4
( )uo t)

M = ([ |

- |rogecn

LiLg

IN

W52 1)

LiLee
Oug
clluoll2 < clfuolls,2,

IN

c HD}C/"‘

A

Az (W (o) =

H x@oc

L L2,

c||Dyuol o

LeL?

N

< cfluoll2 < cfluol]s2

A (W(tuo) = (L+T)°||W (t)uo|| 12 150
< (1+T)Pe(L+T)|uolls2

= C||U0||s,2-

Assim, se uy € H*(R) entao para qualquer 7' > 0, W (t)ug € Xy com AT (W (t)ug) =
max MW (t)uo) dependendo de ||ug||,» mas nao de T e portanto X # .
J=1..

Nosso principal objetivo agora sera mostrar que existe 7' = T'(||uo||s2) > 0

(dependendo de ||uy||s» de uma maneira apropriada) e a = a(||upl||s2) > 0 tal que se
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v € X% entdo u = ¢(v) € X% e ¢: X§ — X9 & uma contracao. Uma vez provado isto
segue-se, do Teorema do Ponto Fixo de Banach, que existe um unico v € X$ tal

que ¢,,(u) = u, isto €,

u(t) = uo—/ W(t—t) ( ZJ (t')dt'.

Para isto, denotemos por u = ¢(v) = ¢, (v) a solucdo do PVI linear nao-

homogéneo

Oy + Bu + vIv = 0
u(x,0) = uo(x),

(3.14)

onde vy € H*(R) e X% :={w € Xp/AT(w) < a}.

Agora considermos a equacao integral de PVI (3.14), ou seja,

u(t) = uo—/ Wt —t) ( av> (")t (3.15)

A seguir, estabeleceremos uma sequéncia de Lemas, a qual fornece estimati-

vas que serao utilizadas mais adiante.

s [ Ov
HD ( ax)

Lema 3.1
v@ < c(1+T)° (A" (v))>. (3.16)

+
ox L2L2

L212,

Demonstracao:

Usando as defini¢oes das normas e propriedades do sup obtemos as seguintes

desigualdades
ov / < ov 2
v— = v— dz
ox L2 L2 ox L%

IN

[]r <sup{\z o)
/_ TT <Sup (Soug yv|2dx> dz> }
- e (L G
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IN

1/2 -
(supansQ) ( /
[0,T] -T

sup [[v]s,2
0,71

T 4
sup ||v||s2 / —
[O’T]H | ( sl

T 2
(L1

@
ox

1/2
ov dt

1/4

ov

dt

9 1/2
@

([a)”

TN (V)] (v) < e(1+T)P (AT (v))”.

Agora, usando o Lema 1.4 deduzimos a seguinte desigualdade

s [ Ov
HD ( &e)

Como

(LAC3L.

(L1

< /T ov
c v—
r2rz —r || Ol
1/2
1D H%dt> <
<
<

vDS v
ox

1/2
d:vdt)

IN

T
.
T

sup {10302} | [
[-T,T) -7
T

sup {10501} | |
[-T,T] -7

cTY* sup {||D3vll2}
[7T9T]

IIDS |I2dt> +e

(s

(*5)

ch/A‘)\g(v))\ip(v)

(//

DS
H x@x

L2L2

ov
DS
Tox

ol

(1+T)y1+17)"

(L+ TNl (0)A]

53

’UDS v

vD

(L1

T
@ 2
v 0z /||
@ 4
v or /||
rle
-T ox

dt

dt

1/2
dtdaz)

L LE,

DS

||UHL§L%°

(v)

sup {||Dzvl] }>

"0x

ov

1/2
dxdt) .

1/2

1/2

1/4

1/4
1dt)

I
)

‘ 4

[e.9]

ov

L L2



obtemos as seguintes sequéncias de desigualdades
v
D lv—

Pi(15)

o que completa a demostracao da desigualdade (3.16).

< TN ()N (0) + (1 + T) AT (0)AE (v)

< 1+ T)(A(v)

O
Lema 3.2
T g aU / /
A (u) < ||u0||572+/ (v—) (t")dt'. (3.17)
-T 8$ 5.2
Demonstracao:
Usando as propriedades do grupo e a equacao (3.15) obtemos
T _
Av(u) = max lulls
= max ||[W(t)uy — /tW(t —t) v@ (t")dt'
C te[LTT) 0 0 Ox 5,2
max || W () |u / Wiy (220 @yar
= X — — R
te[~T.T) 0 0 ox 52
! / a'U / /
= ter[rl%ﬂ},{’f} Uo —/0 W(—t) (U%) (t )dt o
i ¢ ov
< - oy il A
- ter[ri%{(ﬂ lolle + H /0 Wi=t) (Uax) (t)dt SJ
i T ov
< s / !/
< s Nwlla+ [ (052)] @
r v
= — tdt'
ol + [ | (v55)| 0
o que completa a demonstracao de ( 3.17)
O
Lema 3.3
T g v / !
)\2 (u) < c HUOHS’Q‘i_ V— (t )dt . (318)
-T ox 5,2
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Demonstracao:

Usando as propriedades do grupo, a equacao (3.15) e a inequacao (2.23) obte-

mos as seguintes desigualdades

A (u) =
<
<
<
<
<

Lema 3.4
Demonstracao:

C

C

[,
L5
L5

T
M) < o [||U0Hs,2 T /
-T

ol + /
L -T

ou
(93(;( 2

Lo\ A
)
St %—/W
Wt %—/W
1m—APW—ﬂ<%%>WMf
up — /tW(—t’) (v@> (¢")dt'
Huoum H / Wi
(v%)

2

$,2

s,2

(3.19)

(+5)

s,2

(t’)dt’] :

Usando as propriedades do grupo e a desigualdade (2.11) temos que

As (1)

IN

s 0
Dwa—xu

i e
D: {uo—/o W(—

L% L2

o frca ()]
)]
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IN

C

up — /OtW(—t’) <v%> (¢")dt'

4 8 / !/
< [Huous,ﬁ/_T (“a_z) .
O
Lema 3.5
T g v / /
Ay (w) < e |||uolls2 + v— (tdt'| . (3.20)
_T 85E 5.2
Demonstracao:
Usando as propriedades do grupo e a desigualdade (2.20) temos que
M) = (1+T)llullars
— ‘ / afu / /
= (1+17) 7 |W() {uo —/ W(-t') (v—) (t)dt}
0 Oz 2L
— ! / a’U / /
< (14+T)Pc(14+T)° uo—/ W(—t") (v=—) (t)dt
0 ox 6.2
T ov N
< c HUOHS’Q—F/;T (U%) s (t)dt .
O

Agora, tomando o maximo dos A (u), usando as desigualdades (3.17) — (3.20) e

a desigualdade de Minkowski segue-se que

A(u) = Amax4)\T(u)

T

e ol + |
-7
T
clluolls2 + ¢ /

_7
T

0
clluol[s,2 + T/ (/ i
-T 81’

cl|uolls.2 +CT1/2(1 +T)P (AT (v))% (3.21)

ov
U—

ox

IN

(t)dt]

s,2

2 1/2 T 1/2
(t)dt) ( / 12dt>
5,2 =T

9 1/2
(t)dt)

ov
U—

ox

IN

IN

s,2

IN
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Agora, escolhemos a e T' > 0 tal que
a = 2¢||ug)|s.2, (3.22)

com 7 satisfazendo

4¢TV*(1 + T)Pa < 1. (3.23)

De nossa escolha em (3.22) e (3.23) resulta que

A((v) = AT(u)

< df|ugllsp + T2(1+ T) (AT (v))?
< a+ 1 45 3a <

—+ —a*=— <a.
- 2  4a 4 —

Assim, ¢(v) = ¢,,(v) € X! desde que v € X!. Concluimos que ¢ : X% — X4.

Para continuar nossa demonstracao, consideremos os seguintes lemas:

Lema 3.6

T

)‘{<¢uo (U) - ¢u0 (@/» S /

-T

Demonstracao:

Das propriedades do grupo obtemos

M (Gue (V) = ¢ue () = max||¢uy(v) = dug (V)52

te[-T,T)

— teI[r%),{T} W (t) /OtW(_tl) (5(% _U%> ()t 52
- [ o (5 -5 v

< g [ (a ) o]
ST O [ L) I

s,2

dt'.

s,2

-/,

2 w2 (o)
Yor ~ ox
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Lema 3.7

Ag(qsuo(v) - ¢u0(5)) < ¢ [/;T

0209 (1)
Ua:c v@x

dt'| .
8,2

Das propriedades do grupo e da inequacao (2.23) temos que

T 4 1/4
AJ (Guy (V) — due (V) = (/_T dt’)

- ([ v fon (-]

t n [ 00 o\ .,

S )

Demonstracao:

a(‘buo (U) — ¢u0 (i\}I))
Ox (1)

4 1/4
dﬂ)

IA
o

2

dt'.

8,2

IN

O
Lema 3.8
r ov ov
T o ~ < 2 / / .
A (6100) — 61(0) —C!/T<%n “m)“>w“]
Demonstracao:
Das propriedades do grupo e da desigualdade (2.11) obtemos
T ~ s 9 ~
/\3 (¢UO (U) — Gy (U)) = Dx_(¢UO (U) — Pug (U))
LL2
= [ / W(— (v@ — v@) (t’)dt']
Or L L3
Jv ov
< v oYY / /
< {/W (v va$)(t)dt} 2
_0v o\ ,, ,
< — — v :
< c/_T (vax v@x) (") Sgdt
O
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Lema 3.9

ﬁmMF%ﬁDScU

Demonstracao:

Das propriedades do grupo e da desigualdade (2.20) temos que

A (Guy (V) = 00 (D)) = (14 T) ||y (v ¢uo OllLarg

_0v o\, ..,

L2L

N [ O0U v\ ..
_0v o\ ..,

N@—@iw
Uax Uax

< (14+T7)"Pc(14+T)

$,2

s,2

dt'.

IA

c/

8,2

Tomando agora o maximo dos \' (¢, (v) — ¢, (7)) obtemos

AT (Gun(0) = 6ua(7) = max AT (B0 (0) = 60 (7)

.....

S
< c/_T G%— % S,Q(t)dt

[ T2

_ c/_TT @_v)g_erva(va; v) . (t)dt

< c/_i (’5—1))2—; 5,2“/_2 va@&;”) Sa(t)dt

< T2+ T)PAT (v — D){AT () + AT (D))}

Mostraremos agora que ¢ : X¢ — X{ € uma contracao, para isto tomemos

v,v € X4 com a e T satisfazendo (3.22) e (3.23). Note que

A (G (v) = 6oy (V) = max Aj(¢u, (v) — buy (V)



< Y21+ T)AT (v =) {AT(v) + AT @)}
< 2¢TV2(1 4 T)PaAT (v — )
< %AT(U — ).

Logo, para valores de T satisfazendo (3.22) e (3.23), ¢ : X{ — X¢ € uma

contracdo e com isso existe um unico u € X tal que ¢,,(u) = u, isto &,
! / au / /
u(t) =Wt)ug— | Wt —1t){u=—)(t)dt.
0 al'
De modo analogo para 7; € (0,7) obtemos
A" (g (0) = 63, (@) < ellug = Tollse + T (1 4+ T)PAT (v = D{A" (0) + AT (@)}

Para ver que a aplicacao dado inicial-fluxo é Lipschitz, considere 7} € (0,7) e

v,v € X§ com a e T satisfazendo (3.22) e (3.23) . Assim,

A" (¢, (v) = 03, (D)) = AT (v —1D)
c|lug = o5 + T32(1 + T1)P AT (v — D) {AT (v) + AT (D)}

IA

< |u — Tol|s2 + 2a¢Ti*(1 4+ Ty)PAT (v — B).
Portanto,

AT1(¢UO(U) — %0(’5)) < K||u0 - ﬂoHsz

onde K > 0. Assim, para um 7; € (0,7) a aplicacao uyp — u de V (vizinhanca de ug
dependendo de T3) em X¢, € Lipschitz.

Para estendermos a unicidade de nossa solucao ao intervalo (0,7’), considere-
mos w € Xy, para 77 € (0,7) uma solucao do (3.1). O argumento usado em (3.21)
mostra que para 7T; € (0,73), w € X7, . Portanto mostra que w = v em R x [-T5,T5].

Reaplicando este processo, um numero finito de vezes, estendemos a unici-
dade de nossa solucao ao intervalo (0, 7).

Portanto, esta completa a demonstracao do Teorema 3.1.
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Capitulo 4

O Problema de Cauchy para a
equacao mKdV em espacos de

Sobolev H°(R), com s > 1/4

Nosso objetivo neste capitulo € provar a boa colocacao local para o seguinte

PVI

ot "o Vo TV (4.1)

8u+83u+ 28u_0
u(z,0) = up(x)

Para isso, demonstraremos o seguinte Teorema:

Teorema 4.1 Consideremos o PVI (4.1). Entdo para cada uy € H'*(R) existe T =

T(||D§/4u0||2) >0 (comT(p) — oo para p — 0) e uma tnica solugdo forte u(t) de (4.1)

satisfazendo
we C(-T,T] : HY*(R)), (4.2)
‘ D1/4@ < 00, (4.3)
ar L:,OL%
)
e < o0, 4.4)
ox L%()Lz%m
1Dy ul| s a0 < o0, (4.5)
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||u||L$L%O < 00. (4.6)

Além disso, para qualquer T' € (0,T) existe uma vizinhanca V de u, em H'*(R)
tal que a funcao uy — u(t) de V na classe definida por (4.2) — (4.6), com T no lugar

de T é Lipschitz.
Demonstracao:
De maneira analoga ao que fizemos no capitulo anterior consideremos
w:Rx[-T,T] — R,

as normas

T() Y . 1/4
iy (w) : anax || Dz wl]z, (4.7)
,Ug<w) = ”waHL%oﬁT/?a (4.8)
N3T(w) = “Di/4w“LgL1TOa (4.9)
pl(w) = pr/adv (4.10)

4 : 0 ||y .
g (w) = [Jwl| s e, (4.11)
Q' (w) ;= max /L]T(w), (4.12)

7j=1,...,5
e também o espaco métrico completo

Yy = {w e C([-T,T] : HY*[R))/Q (w) < 0o}, (4.13)

com a métrica

d(wl,w2) = QT(w1 — ’UJQ).
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Vejamos inicialmente que Y, # 0.
Usando as propriedades do grupo e as desigualdades (2.11)—(2.13), (2.17), (2.21),

(2.22) mostramos que

T _ 1/4
W (t = D W (t
g (W (t)uo) tef[rl%%T}H 2 W (t)uoll2
= maX ||W(t)Di/4uo||2
= meax HDU4U0H2 = ||D} *uol|,
te[-T,T]
piy (W (t)ug) = HDxW(t)uoHLgoLg/z

< [|1Dy *uglls,

s (W(tuo) = || D/ Wt g

= HW(t)D;:MUO‘ L3 L0

c|| DY *ug| |2,

IN

L L2

W) = [0 o

HaW D1/4

L L2

< ||DY*uqll2

e
ps (W(tuo) = |IW(t)uollrsrs
< cl|Dy/Muolle.
Portanto,
O (w) = max_pf (w) < el DY ug]
] 7777

Assim, se uy, € H'/*(R) para qualquer T > 0, entdo W (t)u, € Y7 e portanto
Yr # 0.

Para u, € H'/*(R) denotemos por ¢(v) = ¢,,(v) a solucio do PVI linear nio-
homogéneo

O + Bu + v*0,v = 0
(4.14)
u(x,0) = uo(x),
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onde v € X4 := {w € Y7/QT (w) < a}.

Consideremos a equacao integral

uo—/ Wt ( gZ) ()t

Primeiramente vamos provar a seguinte desigualdade:

ov
Dy [ 228

Lema 4.1
< c(QT(v))3.

L2L2

Demonstracao:

(4.15)

(4.16)

Usando o Lema 1.4 com f =%, g = 0v, a =a; = 1/4, p=q=2,p, =20 €

¢2 = 5/2 e o Lema 1.3 deduzimos a seguinte sequéncia de desigualdades

< o[ DY ()] sy

|2 (#5;)

L2112

IN

0l spse D20 15 a0 12 (0) + iz (v))* 1 (v)
< Q' ().

O

Usando as propriedades do grupo, as desigualdades (2.11)-(2.13), (2.17), (2.21)

e (2.22) na equacao (4.15) mostramos que

nax 1D/ 6 (w(®)ll2

m (6(v(t)) =

= max DiM{ (uo—/ W(— ( 2@)
te[-T,1) ox
ov

_ 1/4 _ 20U
P W<>[D ( / wi= ( a)

(30) )],

= r[nax} D1/4<u —/W
0 (5 ) @)

D1/4(u —/ W(—
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pa (6(v(t)) = [ Dagp(v ())HLQoLsT/z

= [l [ (o) @],
—HD/( - [ren () ew)]

ns (0(v(t) = Dy *(v
E ) HHM

HD/{ (e fren(s
(5
< oo (o [ (422) <t’>dt') H,

H 5L10

= el (- [

Vo)
: CHD;M (uO fwen (o5 o)

ps (0(v(t)) = [lo(w®)l|zazy

HW /OtW(t —t) (v2g—;) (t")at' v
- oo (- [rn(eB)ew)],
< CHD}/‘* (uo—/OtW(—t’) (zﬂg—j;) (t’)dt’)HQ.

Portanto, usando as desigualdades acima e a inequacao (4.16) obtemos

D o((1) = max u; (¢(v(1))
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/ av / /
< c||D}/4u0||2+c/ HDI/“W(—t)( 2%) (t') th
1/4 g 1/4 , Ov / /
< c||p! u||2+c/_T DV (25 ) ) a
T 1/2 T 9 2 1/2
< C||Di/4uo|l2+c(/ ldt’) (/ D' (v2 U>(t’) dt’)
-T -T or 9

212
< c||DY uoll, + V(O (). ' (4.17)
Agora, escolha a e T > 0 tal que
a = 2¢|| DY *ug| |5, (4.18)
com 7' satisfazendo
8cT?a? < 1. (4.19)

De nossa escolha em (4.18) e (4.19) resulta que

Q' (ut)) = Q' ((v(t)))
|| Dy M uollz + cT2(QF (v)?

INIA
.
|

[
|
A
Q

Assim, ¢(v) = ¢,,(v) € Y desde que v € Y.I', com a e T satisfazendo (4.18) e
(4.19). Portanto, podemos concluir que ¢ : Y} — Y} .

De modo similar ao que fizemos anteriormente, usando as propriedades do
grupo, as desigualdades (2.11)-(2.13), (2.17), (2.21) e (2.22) na equacao (4.15)

mostramos que

p (B(v() — o(0(1))) = lfnaX}IIDi/4 [6(0(t)) — o(0(1))] ]2

te[-T,T
t ov ov
D1/4 / Y ~2 2 / /
. [ i W(t—1t) (v Eria _c%v) (t)dt]
6

6

= max
te[—T.,T)
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IN

IN

IN

2

2
ov
~2_
(v Ox
ov

—_— 2_
v ox

@
ox

NG

dt’

2

)@

dt,

2

@
ox

1Dz [o(v(t)) = SO 1201272

! b v

oy ~2_ o 2_

Dx{o (t t)(v o U@:E
D, W(t) {

>(t’)dt’} i
2 8”) (t’)dt’}

! ov
W(—t) | 2 _
(=7) (U oz |

ox

5/2
0 r2or%

0
T

/

200 _

(U Ox

ov
2_
v ox

NG

T 2

| DY* [6(v(t)) — ¢(a(1))] HLngTo
D4 UO Wi(t—1t) (62% — v2g—z

) (t’)dt’]

L3LL0

00

2




t ~
DYAW (—t') (@2@ —w @> (t"dt'

2

dt,

2

L L2

_ |lp 2 l OtW(t—t’) (62@ 31}) (t’)dt’]

81’ ax LgOL%

W(-t) (62@ —v @> (t )dt’]

= ||=w@)D/* { OtW(—t’) <@22—Z —v %) (t )dt’]

t

0
= | v |

0

= |[DY* [ W(-t) (@2@ — @> (t"dt'

2

t
= DYAW (—t') <@2@ — @) (t"dt'

ov 5 OV
1/4 [ 200 90U\
D ( x| 8:5) (t)

2

dt’
2

ps (D(v(t)) = o(0(1)) = ||¢ t)) = o(0()l| L1 Lz

/ (~28U o av) (t/)dt/
v 20U\ o
i 8$) (t)dt]
v
T

LALS®

T (91:
ov
<2
HW [/ Wi ( BE
0v ov
2 o 2vY N
v 81:) t")dt
ov
v ox

D1/4/ W(—t) (~ o (
¢ /0 DYAW (—t") (”2; —) (t"dt'

< C/T D1/4 (~28U _,UQ@) (t/)

Ox Ox
Portanto, usando as desigualdades acima obtemos

2

2

dt'.

2

LgeL2

LL2



T ov ov
< D1/4 ~2-7 27" tl dt/
B C/T ’ (U or " 837>( ) 2

< {7 () + (Q7(@) ) QT (v — D).

Mostraremos agora que ¢ : Y — Y € uma contra¢cao. Para tanto, tomemos

v,v € Y/ com a e T satisfazendo (4.18) e (4.19) para obter

AT (90 (0) = 0u() = max, AT (80, (0) = 6, (7))

-----

< V2O W) + (QT@)}Y QT (v - D)
< 4e¢TV?a*Q% (v — D)
< %QT(U _9).

Logo, para valores de 7T satisfazendo (4.18) e (4.19), ¢ : Y — Y € uma

contracdo e com isso existe um unico u € Y}* tal que ¢,,(u) = u, isto é,
! / Qau / /
u(t) =Wtug— [ WiEt—1t)|u=— | (t)dt.
0 ox
De modo analogo ao que fizemos antes, para 7; € (0,7) obtemos
QT (¢ (v) = 65,(0) < || DY (o = o), + 11> { (@7 (v) + (27 (@)} Q" (v = D).

Para ver que a aplicacao dado inicial-fluxo é Lipschitz, consideremos 7T; €

(0,7) e v,v € Yf com a e T satisfazendo (4.18) e (4.19) . Assim,

Q" (g0 (v) — 05 () = Q" (v —7)
< || DY (o =), + 1 { (@7 () + (@ @)} Q" (v - 7)

< ¢ HD;MQLO — ) ||, + 4a%cT Q" (v — B).
Portanto,
QT (o (v) — ¢3,(D)) < K||DY*(wo — Wo)||a

onde K > 0. Assim, para um 7; € (0,7") a aplicacao uy — u de V (vizinhanca de ug

dependendo de T3) em Y7, € Lipschitz.
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Para estendermos a unicidade de nossa solucao ao intervalo (0,7), consider-
emos w € Y, para T} € (0,7) uma solucao do (4.1). O argumento usado em (4.17)
mostra que para 7T; € (0,71), w € Y7 . Portanto mostra que w = u em R x [-15,T].

Reaplicando este processo, um numero finito de vezes, estendemos a unici-
dade de nossa solucao ao intervalo (0, 7).

Portanto, esta completa a demonstracao do Teorema 4.1.
O

Como uma consequiéncia do Teorema 4.1 temos que o PVI (4.1) para a equacao

modificada KdV é localmente bem posto em H*(R) para s > 1/4.
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Capitulo 5

Consideracoes finais - Propriedades

da equacao KdV

Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades da solucao da equacao
O+ O2u + ud,u =0 em R x (0,00) (5.1)

tais como solitons, scaling, leis de conservacao, etc. Além disso, comentaremos

a importancia dessas propriedades no estudo da Boa Colocacao da KdV.

5.1 Solitons

A palavra soliton foi criada por M. Kruskal ao estudar solucoes periddicas da
KdV. Com este termo fundiu-se o conceito de onda solitaria com a terminacéao
on, radical designando particula (tal como eletron, foton, etc). Muitas definicoes
rigorosas podem ser formuladas; neste texto definiremos soélitons da seguinte

forma:

Definicao 5.1 Sdéliton é uma solugcdo de uma equagéao diferencial parcial néo-

linear que goze das seguintes propriedades:

(1) representa uma onda de forma permanente, ou seja, é da forma v(xz — ot),

onte o é uma constante real;
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(17) é localizada, ou seja, v({) — 0, assim como todas suas derivadas, quando

& — to0;

(131) mantém sua identidade mesmo apds interacdo com outros sélitons (e neste

sentido tem um comportamento de particulas, como sugere seu nome).

Podemos entao comecar a procurar solitons para a equacao (5.1). Suponha-

mos que
u(z,t) = v(x — ot). (5.2)

Entao u resolve a equacao KdV (5.1), desde que v satisfaz a EDO

d
—ov' + 0" + v =0 (’ = E) ) (5.3)

Integrando (5.3) obtemos
" 1 2
—ov+v" + 51} = a, (5.4)
onde a denota alguma constante. Multiplicando esta igualdade por v' obtemos
2

1
—ovv' + 0" + 51} v = av

e deduzimos que

2 N2
1
—a%—i—% —|—6v3:av—|—b.
Portanto,
N2 2
1
(g) :—gv3+a%+av+b (5.5)

onde b € outra constante arbitraria.
Investigado (5.5) olhamos agora somente para as solucdes v que satisfazem
v,v,v" — 0 quando s — +oo. Entao (5.4), (5.5) implica a = b = 0. A equacao (5.5)

torna-se

Portanto



Tomando o sinal negativo acima, por conveniéncia, obtemos entao esta formula

implicita para v:

5= _/lv@ dzl e (5.6)
V4 (O' - 52)

para alguma constante c. Agora substituindo z = J_gseCh %0 = 3osech?f, segue
entao que

dz

= 3osech 0(—sech 6 tanh 6)

= —6osech?dtanh 6

e

1/2
z (0 — —z) = 3gsech 26 (0 — ase(:h2)1/2
= 3osech200'/? (1 — sech 29) 1/2

= 30%/2sech 20 tanh 6.

Portanto (5.6) torna-se

/v(z) dz
s = — +c
1 1 1/2
2|10 — =%
3

—6osech 20 tanh 0do

= — —|—C

1 1/2
3osech 26 (a —3 3osech 26’)

—60sech 20 tanh 0do
- = 1/2 +c
3osech2051/2 (1 — sech 20)
_ _/ —60sech 20 tanh #df

= 20 1/%
303/2sech 20 tanh 0 te 4 T

onde # € dado implicitamente pela relacao
3osech 0 = v(s). (5.7)
Combinando (5.7) e (5.7), obtemos
v(s) = 3osech?d

= 3osech? (W) (s €R).
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Consequentemente, v resolve a EDO (5.3). Como consequéncia

o'?(z — ot — c)

2

u(z,t) = 3osech > ( ) (xeR, t>0)

€ uma solucao da equacao KdV para cada c € R, ¢ > 0.
E facil verificar que esta funciao obdece as duas primeiras exigéncias para

ganhar o nome de séliton; para a terceira, a demonstracao se encontra em [9].

5.2 Sistemas Integraveis e Leis de Conservacao

Nesta secao veremos como muitas propriedades das solucoes da KdV podem
ser obtidas apenas a partir do estudo da expressao da equacao, ou seja, de suas
propriedades algébricas.

Para comecar a estudar tais propriedades reescrevemos a equacao (5.1) na

seguinte forma:

2

Integrando sobre a reta e lembrando que v — 0 (assim como todas as suas

Uy = Oy (—um - 1u2> ) (5.8)

derivadas) em x — +o0o podemos escrever

d 1 1
— | uwdx = / up dr = / Oy (—um — —u2) dr = <—Um - —UQ)
ou se€ja,
/u dr = A
R

A expressao acima € uma grandeza conservada, ou seja, ao longo da evolucao

onde A4; € uma constante.

ditada pela KdV, / T, dx, onde T} = u nao se altera. Fisicamente significa que
a massa nao se alﬂ’iera, ou seja, temos uma expressao para a conservacao da
massa. Podemos comecar a procurar por outras grandezas conservadas, em
particular associadas a outras entidades fisicas.

Multiplicando a equacao (5.1) por u obtemos

WU+ Uty + WU = Uty + [(UgUag + Ullges) — Upligs + U2U,] =0, (5.9)
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que podemos reescreve-la

1 1 1
at (§u2> + ax <uuw$ - iui + §U3> = 07

ou ainda,

1 1
Integrando sobre a reta e lembrando que v — 0 (assim como todas as suas

derivadas) em = — +oco podemos escrever

d 1

1
o R2u dx /Rat(Qu)dx

ou seja,

/U2 :Ag,
R

Portanto escrevendo 7, = u? temos que / T, dx & constante, e temos uma
~ R ~
segunda lei de conservacao, esta associada a conservacao do momento.

onde A, € uma constante.

Com um pouco mais de trabalho podemos obter uma terceira lei de conservacao,
desta vez associada a energia.
) 1 i <
Assim obtemos T5 = u® + 5“2 e uma nova lei de conservacao, | Tzdzx.

E importante notar que sempre que tivermos uma expressao da forma

or ox
ot T or
e condicoes de contorno apropriadas, no caso X — 0 com x — +oo, teremos uma
lei de conservacao, que pode ser escrita / T dr = A, onde A € uma constante.
Dado que em um problema fisico tiI[)Rico as leis de conservacao aplicadas
sao exatamente aquelas associadas a massa, momento e energia, poder-se-ia

pensar, a primeira vista, que as trés leis enunciadas acima esgotam as leis de

conservacao da KdV. No entanto, com muito esforco, Miura, Gardner e Kruskal
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em 1968, ver [18], encontraram mais oito leis de conservacao independentes,
totalizando onze. Para surpresa de muitos provou-se, em seguida, que a KdV
possui um numero infinito de leis de conservacao, e que, além disto, esta carac-
teristica € compartilhada por um grande ntimero de equacoes diferenciais (aque-

las que recebem o titulo de sistemas integraveis). Maiores detalhes ver [9].

5.3 Scaling (Solucao tipo escala)

Afirmacdo: Se u(z,t) resolve (5.1) com u(z,0) = uo(x) entdo uy(z,t) = N¥2(\z, \3t)

(A > 0) com uy(z,0) = A32uy(\z) também resolve (5.1).
Demonstracao

De fato, pelas caracteriticas da parte linear em (5.1) devemos ter
ux(z,t) = Mu(z, A3t) (A > 0). (5.11)

Assim,

Opun(z,t) = N Bu, Mz, A3t) , Qpun(, t) = N u,(Az, A3,
OPuy(x,t) = N 2u Az, N3) e Bun(z,t) = N Bugee(Az, A31).
Substituindo u,(z,t) em (5.1) obtemos
Ovup(z,t) + Bup(z,t) + up(z, t)pup(z,t) = 0,
ou se€ja,
N30, (A, Nt) + N3 Az, Nt + NP u (A, N u, (A, A3t) = 0.
Para que (5.11) seja solucdo de (5.1) precisamos que N3 = A%+l ou seja,

Portanto, se u(xz,t) resolve (5.1) com u(z,0) = ug(z) entdo uy(x,t) = X¥2(\x, \3t)

também resolve, o que prova a afirmacao.
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Agora queremos saber quantas derivadas sao permitidas para ||D"u,||;. se tor-

nar invariante. Tomando a derivada homogenea de ordem r em L?(R) obtemos

1D ur(z, 0) 2 = / D"y (z,0) [ de
- / (€7 T(E,0)) " (a) 2 de
- / EP7 [e, ) de
R
- / ATy A2 [ () Ady

_ e / [ |0 () Pdy
R

= N Dug(w)|7

onde utilizamos a mudanca de variavel y = > e a propriedades de dilatacao (da

>

transformada de Fourier) para escrever u,(£) = \ip(\) = Mg (%) Portanto,

D"uy(x,0) € inavariante se 2r + 3 = 0, ou seja, r = —5

5.4 Conclusoes

As propriedades deduzidas acima e muitas outras, sao da maior importancia
no estudo da boa colocacao local e global para a equacao KdV, conforme a
vasta literatura sobre esta equacao. Vale destacar ainda que o melhor resul-
tado obtido para a KdV encontra-se em [4], onde Kenig, Ponce e Vega mostram
a boa colocacao local e global em H*(R) para s > —3/4. Tal resultado foi obtido
utilizando-se os espacos de Bourgain e o Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Para o caso s = —3/4 o problema foi resolvido em [13], por Nakanishi, Takaoka e
Tsutsumi.

Para a equacdo modificada KdV, k£ = 2, a boa postura local é estabelecida em
H*(R) para s > 1/4 , ver [4]. Se s > 1 temos resultado global em H*(R), como pode

ser visto em [10].
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No caso k = 3, temos o resultado local em H*® para s > —1/6 , estabelecido por
Grunrock como pode ser visto em [2].
Além disso nos casos k£ = 1 ou 3, se vy € H*(R), para s > 0, entdao v € C(R :

H*(R)), ver [10].
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