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Resumo

Neste trabalho, mostramos que o problema de Cauchy com dado inicial pequeno
associado a equagao Kuramoto-Velarde generalizada com dispersao sem o termo dissipa-

tivo

Ao+ a Pu + v (d,u)’ + duP 9u =0
u(0) = ¢

Y

é localmente bem-posto em H*® (R) N H? (R;z?dx), s> 5. Mostramos também que o

problema de Cauchy associado ao sistema super KdV

Ohu + Pu + %&CUQ - %8§02 =0
O+ Bv+ 9, (ww) =0, z,teR -
(u(z,0),v(2,0)) = (¢ (), ¥ (2))
é localmente bem-posto nos espagos de Sobolev X, 3 = (H* (R) N H? (R; 2%dx))

X (H* (R) N H? (R; z%dx)), com s > 5. Em ambos os casos, usamos os efeitos regula-

rizantes do tipo Kato e o Principio de Contracao.

Palavras-chave: Boa-colocacao, efeitos regularizantes, equacao Kuramoto-Velarde,

sistema super KdV.



Abstract

In this work, we show that the Cauchy problem with small initial data associated to the

generalized Kuramoto-Velarde equation with dispersion without a dissipative term

du+ a Pu + v (0,u)’ + duP Pu =0
u(0) = ¢

)

is locally well-posed on H*® (R) N H? (R;z?dz), s> 5. We show too that the Cauchy
problem associated to the super KdV system

Opu + Pu + %@Cuz + %821}2 =0
o+ Pv+ 9, (wv) =0, z,teR ;
(u(2,0),v(x,0) = (¢ (z), ¢ (2))
is locally well-posed on the Sobolev spaces X, 3 = (H*® (R) N H? (R; 2?dx))

x (H* (R) N H? (R; z%dx)), com s > 5. Both of cases, we use the smoothing effects of

Kato type and the contraction principle.

Key-words: Well-posedness, smoothing effects, Kuramoto-Velarde equation, super

KdV system.



Sumario

1 Preliminares
1.1 Espacgos L” e Propriedades . . . . . . . ... .. ... ....
1.2 Transformada de Fourier . . . . . . .. ... ... .. ....
1.3 Espacos de Sobolev e Propriedades . . . . . ... ... ...
1.4 Espacgos de Banach Mistos e Propriedades . . . . . . . . ..

1.5 Resultados Técnicos . . . . . . . . . . . . ... ...

21 Imtroducao . . . . . . . ...
2.2 Estimativas Lineares . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.3 BoaColocacao . . . .. ... ... ..

3 Boa colocacao para o sistema super Korteweg-de Vries
3.1 Imtroducao . . . . . . .. . ...
3.2  Estimativas Lineares . . . . . . . ... .. ... ... ...

3.3 Teoria local com dado inicial pequeno: Prova do Teorema 3.1

4 Consideracoes Finais

Equacao de Kuramoto-Velarde Generalizada com Dispersao

10
10
12
14
16
17

21
21
22
27

61
61
62
63

69



Introducao

Em nosso trabalho, vamos estudar a boa colocagao local para dois problemas de
Cauchy. Diremos que um problema de valor inicial é localmente bem-posto em algum
espaco funcional X, se para todo dado inicial ¢ € X, existe um tempo T > 0 e uma
tnica solu¢ao u da equagao integral associada ao PVI (existéncia e unicidade), tal que
u e C([0,7]; X) (persisténcia) e a aplicagao fluxo dado-solugéo é ao menos continua de
uma vizinhanga de ¢ € X para C ([0,7]; X) (dependéncia continua).

Comegamos com o problema de Cauchy associado a equagao Kuramoto-Velarde gen-

eralizada com dispersao

o+ a BPu+ v (2u+ M) + v (9,u)? + duP 92u =0

: 0.1
u(0) = ¢ o1

na auséncia de dissipagao (v = 0), onde a, 7,5 € R e p > 1 é um inteiro.

O problema de valor inicial (PVI) (0.1) é um caso particular da familia de PVIs

Ou+ 0%ty = P (u,0,u,...,0%u), =z teR, jeN

u(0) = ¢ ’ 02

onde
P:C¥" 5 C

¢ um polinomio sem termos constantes ou termos lineares.
Vamos obter como resultado principal a boa colocagao local com dado inicial pequeno
de (0.1) (sem dissipagdo) nos espagos de Sobolev H*® (R) N H? (R;z*dz), s>5. Tal

resultado foi obtido por Argento em [2]. A técnica utilizada aqui é a mesma. Vamos



utilizar os chamados efeitos regularizantes locais do tipo Kato presentes no grupo W (t),
o qual descreve a solucao do problema linear homogéneo associado a

O+ o O3u = g (x,t) 0.3)

e o lema da contragao.
O segundo problema trabalhado nesta monografia é o problema de Cauchy com dado

inicial pequeno associado ao sistema super KdV

Ohu + Pu + %&EuQ - %8§02 =0
O+ B3v+ 9, (ww) =0, z,teR - (0.4)
(u(z,0),v(x,0) = (¢ (z),9 ()

onde u = u (z,t) e v = v (z,t) sao fungdes de valor real. Com a mesma técnica utilizada
por Barros em [3], provamos que o problema (0.4) é localmente bem-posto nos espagos de
Sobolev X3 = (H* (R) N H? (R; 2%dx)) x (H* (R) N H? (R; 2°dx)), com s > 5. A técnica
¢ essencialmente a mesma utilizada no estudo do problema (0.1).

O sistema super KdV é um caso particular da familia de sistemas

2j+1 2j 27,
Opug + 07 uy, + Py (ug, ooy Upy oony OF Uy, ..., 0P uy) = 0

, (0.5)
ug (2,0) = ud (z), z,t €R,

onde k = 1,2, ...,n, uy (7,t) é uma funcdo de valor real ou complexo e P, : C"%+1) — C

¢ um polinomio que nao possui termos lineares ou constantes, isto é,

N
Py (2) = Z a2 p>2

le|>p

para z = (z?, w2, zfj, ey zgﬂ)

O sistema (0.5) generaliza véarios modelos presentes na Fisica e na Matematica. Em
particular, ele contém toda a hierarquia da equacdo de Korteweg-de Vries (KdV),
modelos de ordem superior em problemas de onda de agua, média elastica,
entre outros (veja [10]).

A equagao KdV possui uma série de propriedades (ingredientes) relevantes que aux-
iliam no estudo da boa colocagao local e global em espagos de Sobolev como existéncia e

estabilidade de solucdes tipo onda solitarias, infinitas leis de conservacao, solucao do tipo

9



escala (scaling) entre outras. Nosso interesse agora é saber quais dessas propriedades
continuam vélidas para o sistema super KdV. E de nosso conhecimento que dentre es-
tas boas propriedades, apenas a existéncia de um argumento do tipo scaling destaca-se.
Tal argumento sugere que (0.4) ndo é bem posto em X™* = H" (R) x H® (R) para todo
r< —3/2es < —1, com r,s € R (veja [3]). Mais sobre estas propriedades o leitor
encontrard no ultimo capitulo deste trabalho denominado “Consideragoes Finais”.

Organizamos o presente trabalho da seguinte maneira:

No Capitulo 1, exibimos os alicerces para tudo que faremos ao longo do trabalho.
Destacamos na segao 1.1 as desigualdades de Minkowski e Holder; na secao 1.2 a Iden-
tidade de Parseval e a Férmula de Inversao da Transformada de Fourier no espago das
distribuicoes; na se¢ao 1.3 o Lema de Imersao de Sobolev e na se¢ao 1.5 os Teorema do
Ponto fixo de Banach e da Fung¢ao Implicita.

No Capitulo 2, mostramos que o problema de Cauchy para a equacao de Kuramoto-

Velarde sem o termo dissipativo

dyu+ o Bu+ v (O,u)” + duP? *u =0

: 0.6
u(0) = ¢ 00

com o dado inicial pequeno é localmente bem posto em H® (R) N H? (R; z%dx), s> 5.
Para isso usamos os efeitos regularizantes do tipo Kato associados ao grupo W (t) presente
na solucao da parte linear do problema (0.6) e o Principio da Contragao.

No Capitulo 3, mostramos que o problema (0.4) com dado inicial pequeno é localmente
bem posto em X3 = (H® (R) N H? (R;2%dx)) x (H* (R) N H? (R; z?dx)), com s > 5.

Finalmente no capitulo 4, fazemos algumas consideracoes sobre os principais pontos
abordados no trabalho, complementando com informacoes relevantes sobre a teoria de-
senvolvida. Em especial, vamos encontrar referéncias de outras técnicas desenvolvidas
no estudo da boa colocagao dos problemas aqui abordados bem como propriedades dos

mesmeos.

10



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos L” e Propriedades

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados e propriedades referentes aos espagos
LP. Vamos supor que o leitor esteja familiarizado com os principais conceitos de medida
e integragao, como por exemplo os conceitos de funcao mensuréavel, integrabilidade, con-

juntos de medida nula, entre outros.

Definigao 1.1. Seja Q um aberto de R. Definimos L' (Q) como sendo o espaco das

fungoes integrdaveis sobre 2 com valores em R e escrevemos

11l = / f ()] da

Definicao 1.2. Sejap € R com 1 < p < oo, define-se

LP(Q)={f:Q—R; f mensurdvel e |f|" € L' ()}

e = | [ 1£ @ s "

Teorema 1.1. (Desigualdade de Young) Sejam z,y >0 e 1 < p < co. Entdo

€ escreve-se

1 1
xy < — 2P 4+ — y?
p q

11



Demonstragao. Como a fungao log é concava sobre (0, 00), temos que
1 1 1 1
log (— P + - yq) > —log ¥ + —log y? =log xvy,
p q p q
e assim o teorema estd demonstrado. O

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP eg € LT ondep > 1 e %+% =1.
Entio fg € L' e | fgll e < 1 fll2o ll9l -

Demonstracao. A conclusao é clara se p = 1 e se p = oco. Suponhamos entao que

1 < p < co. Entao, pela desigualdade de Young (Teorema 1.1), temos que

\f<m>\|g<a:>|g%u(w)rugm(w, dtp,a € Q.

Dai, resulta que fg € L' e

1 1
fal < = f1s + = Mgl 7.
[ 1891 211 + < ol

Substituindo na desigualdade acima f por Af (A > 0) temos que

p—1
ol < 2 A + = gl
g D P Y 9l e

Escolhendo A = || f HZ; lg H%/qp7 obtemos a desigualdade presente no Teorema, o que conclui
a demonstracao.

]

Teorema 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 < p < oo e F (z,y) mensurdvel
no espago-produto de medida sigma-finito X x Y. Entao

1

UL (e arf S/)((L‘F(fay)|pdy>;dx.

Demonstragao. Veja o apéndice de [15]. O
Teorema 1.4. LP é um espago de Banach para todo 1 < p < 0.

Demonstracao. Veja [6] pag. 57. O

12



1.2 Transformada de Fourier

Nesta segao exibiremos alguns resultados sobre a Transformada de Fourier. Tais
resultados foram escolhidos pela importancia que estes apresentam principalmente para
a resolucao do problema de Cauchy associado a KdV linear. (Para mais detalhes veja [13].
Outros resultados a cerca da teoria da Transformada de Fourier podem ser encontrados

com detalhes em [7].

Definigao 1.3. A Transformada de Fourier de uma funcao f € L' (R), denotada por f,

¢ definida como

+oo
Fo=en™ [ rwewa, cer (L)

—0o0
Apesar de ser possivel desenvolver a teoria da Transformada de Fourier tomando
L' (R) como “base de operagoes”, é extremamente conveniente introduzir um espago de
funcoes “muito bem comportadas”para estudar a aplicacao f — ]? e varias questoes

relacionadas. Tal espaco é definido como segue

Definigao 1.4. O espaco de Schwartz (ou das fung¢oes C*° rapidamente decrescentes),

denotado por S (R), é a colegdo das fungées f: R — C tais que,
f e C>(R) (1.2)
11y = sup 47 (2)] < o0 (13)
para todo par (a, ) € N x N.
Teorema 1.5.

1. Se f € S(R), entdo f@ € S (R) para todo a € N e
(F@)() =i (€) , €€ R; (14)
2. Se f € S(R), entio f € S(R) e vale a férmula de inversio

1 o i€x
Fa) == [ Foei (1.5)

para todo v € R, ou seja,
(fy=rf=(fr (1.6)
para toda f € S (R).



3. Se f,g € S(R), entao fxge S(R) e
(f*9 (&) =V2rf(£)g(E), VEER, (1.7)
onde * denota a convolucio de f por g.
4. Se f € §S(R), entao

[l 2wy = Hﬂ‘LQ(R) (identidade de Parseval em S (R)). (1.8)

Demonstragao. : Ver [7] capitulo V segao III. O

Veremos agora algumas propriedades da Transformada de Fourier no espaco das dis-

tribuigoes, definido como segue

Defini¢ao 1.5. Uma distribuicao temperada é um funcional linear T : S (R) — C com
a propriedade que existe uma sequéncia {¢,},-; C S (R) tal que,
“+oo
T (p) = lim On (7) ¢ () d (1.9)

n—oo
—0o0

para toda ¢ € S (R).

A colecao de todas as distribuicoes temperadas forma um espaco vetorial sobre os

complexos o qual é denotado por S’ (R).

Teorema 1.6.
1. A aplicagio f € LP - Ty € S (R) , 1 < p < oo € continua no sentido de LP.

2. A aplicagio™ S (R) — S (R) € injetiva e sobrejetiva, e valem as férmulas

(fy=1=() (1.10)
3. Se f € S'(R) entdo
(f@) = ioge f (1.11)
.
() =i @ (1.12)
Demonstracdo. Ver [7] capitulo V secio V. O

14



1.3 Espacos de Sobolev e Propriedades

Seja s € R. Os espagos de Sobolev (de tipo L?) em R sao os seguintes subconjuntos

de S (R):
H* (R) = {fes’(]R) : (1+§2)%f€L2(R)}.

O espago H®* (R) , s € R, é de Hilbert quando munido do produto interno

(Flo), = [ d€(1+€)" FOTE. (113)
R
A norma proveniente deste produto interno é
ala g2
112 = [ s (1+2)°|F 0) (114
R
Em particular, H° (R) = L? (R). No caso de s € N, temos que
S ) :
11 = 2_ 1211 (1.15)
=0

onde ||-||, denota a norma em L? (R).

Também utilizaremos os espacos de Sobolev homogéneos, definidos para s € R por
H* = H° (R) = {f €S (R);D°f e LQ(R)},
com

. (1.16)

114 = | D°F

onde D f é como em (1.4). Note que se f € H® (R), entao

Lz([:mﬁ

Logo, concluimos que H* (R) C H* (R), para todo s € R.

/]

o= |57 o ae) < oo

J& o espago de Sobolev com peso H® (R; z%dr), para s € N, é definido por

H® (R;a?dz) = {f € L*(R);20.f € L*(R) , 0 <i < s},

15



cuja norma é

U125 = 1 ey = 3 201 - (1.17)
1=0

Exibiremos agora alguns resultados acerca dos espacos de Sobolev definidos ante-
riormente. Algumas demonstragoes serao omitidas por conveniéncia, seguindo varias

referéncias onde se podem encontra-las.

Proposicao 1.1.

(a) Ses> 1, entao H* (R) € uma dlgebra de Banach com relagio ¢ multiplicagao de

fungoes. Além disso, para f,g € H* (R) vale a desigualdade

1fglls < () 1fllMlglls s

(b) Sejam s € R ek € N com s > L +k, entao H* (R) — C% (R)(Imersdio de
Sobolev).

Demonstracao. Veja [1]. O
Lema 1.1. H' (R) C L' (R). Além disso, se g € L2 (R)NL? (R; 22dz) vale a desigualdade
9021y < € (N9l + o9l ) -

Demonstragdo. Seja f € H' (R). Entao, utilizando a desigualdade de Holder, temos que

Hlow = L7 0]
=/R% 7 (6)] de | |
<(farerlief e) ([ rrae)

<c HfHHl(]R) )

1 % —
onde ¢ := (/ mdf) < 00. Dessa forma, concluimos que H' (R) C L! (R).
R

16



Denotando agora g := (§) temos, usando a primeira parte da demonstraciao e a

identidade de Parseval, que

912 < ¢ (19 mrce))
< ¢ (1020 + 1023 2sy )
< e (I3l + @9 2wy
=

1902z + @) oy )

o

e isto conclui a demonstracao do lema. O]

Corolario 1.1. Para s,r € Z com r > 0 temos que H* (R) N H" (R;z*dz) C H* (R) N
L' (R).

Demonstragdo. Vamos mostrar que H" (R; z%dz) C L' (R), e daf o resultado ¢ imediato.
Observe inicialmente que se f € H" (R;z%dx), r > 1, entdo f € L*(R) N L? (R; z%dz),
pois H" (R; z?dz) C H° (R; x*dz) = L* (R; z*dx), para todo r > 1.

Assim, podemos aplicar o lema anterior para f, ou seja,

1l < € (1l + 1@l 2wy ) < o0,

pois f € H" (R; 2?dz) implica zf € L? (R), para todo r € Z, r > 1. O

1.4 Espacos de Banach Mistos e Propriedades

Para 1 <p,q < oo, LEL%L é o espaco de Banach misto definido por
208 = {f iR X [=T,T] = R; |[fllgzyg < +oo},

onde

fhg;(/:f(/;f@ﬁqﬁ)am>é (118)

Quando p = 0o ou ¢ = 0o, usaremos as seguintes defini¢os adaptadas de (1.18):

“+o00 %
HfHLngs = (/ Sup \f(x,t)!pd:v> ; (1.19)

—oo te[-T,T)

17



: ]
sy =sop ([ 17 @) (120)

-T

Se escrevermos T =t em (1.18), significa que

1Lz = ( [ f(%t)th)gd:c);- (121)

Vamos agora demonstrar um lema utilizado ao longo do trabalho.
Lema 1.2. Sejam f € L2L® e g € L°L%, entio fg € L2L% e vale
Hfg”LgﬂT < HfHLgL;O Hg”LgOL?T .

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder, temos que

) +oo< T ) )
272 — y d d
foliz = [ ([ 1raora)a
+o0 T
-/ (/T|f<x,t>|2|g<x,t>|2dt)dx
+oo
< dt | d
_/_Oo ({flTlp]lf\ lg]” ) T
400 T
< (/_w [SlTu;]\f\ dx) (Sup/T\g\th)

2 2
= 112 e 191 e 22

0 que prova o lema. O

1.5 Resultados Técnicos

Guardamos para o fim deste capitulo alguns resultados técnicos utilizados no trabalho.

Teorema 1.7. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Considere um espago métrico X =
(X,d), onde X # (). Suponha que X é completo e seja T : X — X uma contragao em

X. Entao T tem precisamente um ponto fixo.

Demonstracao. A idéia da demonstragao é a seguinte: Construimos uma sequéncia (x,,)

e mostramos que esta é de Cauchy, e entao convergente em um espaco completo X. A

18



seguir, provamos que o limite x desta sequéncia é um ponto fixo de T', e T' nao tem pontos
fixos adicionais.

Comecemos escolhendo xy € X de forma arbitraria. Entao, construimos a sequéncia
2 n
Ty, x1=7Tx9, x0=T2x1=T"20,..., T,=T"20,...

Note que tal sequéncia nada mais é que a sequéncia obtida por repetidas aplicacoes de
T a xy. Mostremos que esta sequéncia é de Cauchy.
Observe que
d(Tma1,Tm) = d(Txp, Txm_1)

< ad (T, Tm_1)

=ad(Txm—_1,Tm_2)

< a?d (Tm-1, Tm-2)

o< a™d (xq,x0) -

Assim, usando a desigualdade triangular e a formula para soma dos termos de uma P.G.

finita, obtemos, para n > m,

IN

d(xma xn) d<xm7 xm+1) + d(xm—l—la xm+2) -+ d(xn—h In)

< a™-d(zg, 1) + ™ d(zg, z1) + -+ d(xg, 71)

[Oém + s 4+ -4 Q”_l] . d($07x1)

m l—«

IN

« - d(zg, x7)

1—a
Como 0 < a < 1, temos que 1 — a™ ™ < 1, e entao,

m

d (T, T,) < 1a—d (x1,0) -

Também pelo fato de 0 < a < 1, o™ — 0 quando m — 0 (1 — « e d (x4, zp) s@o fixos).
Logo, o lado direito da desigualdade acima se torna tao pequeno quanto desejamos
fazendo m — 0. Assim, concluimos que (z,) é de Cauchy. Como X é completo, (z,)
converge, digamos para x. Vamos mostrar que x é um ponto fixo de 7.

Pela desigualdade triangular, temos que

0(2,Tx) < (2, 7,,) +d (£, T)
=d(x,zp) +d(Try1,TT)
<d(x,xy)+ ad(rm-1,x),
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e o lado direito da desigualdade acima vai a zero quando m — 0, pois z,, — z. Logo,

d(z,Tx) =0, e consequentemente, Tz = x. Assim, mostramos que x é um ponto fixo de
T.
Suponha agora que Tx = x e Ty = y. Entao

d(z,y) =d(Tz,Ty) < ad(z,y),
ecomo « < 1, seque que d (z,y) = 0, o que nos da x = y. Isto conclui a demonstragao. [

Teorema 1.8. (Teorema da Func¢ao Implicita) Sejam U C E , V. C F abertos (E
e F espagos de Banach) e f : U x V — G uma aplicagio de classe C*. Considere
(a,b) € U x V e assuma que Dsof (a,b) : F — G é um isomorfismo. Se f(a,b) = 0,
entao existe uma aplicagcao continua g : Uy — V', onde Uy C U é uma vizinhanc¢a aberta
de a tal que g(a) =b e f(x,g(x)) =0, para todo x € Uy. Além disso, se Uy é uma bola

suficientemente pequena, entdo g € determinada de maneira tinica e é de classe C*.
Demonstragao. Veja [12]. O

Teorema 1.9. Sejam E um espag¢o de Banach e T € B(E) tal que |T|| < 1. Entdo,

(I —T) € inversivel e seu inverso é dado pela série de Neumann
(-7t =) 1",
n=0
onde a convergéncia vale na norma de B(E). Além disso,
[ =1)H <@ —7I)
Demonstracao. Veja [7]. O

Definigao 1.6. Seja F a faiza definida por F = {z =z +iy: 0 < x < 1}. Suponhamos
que para cada z € F corresponde um operador linear T,. A familia de operadores {T,} €

chamada admissivel se a aplica¢ao

ZH/y(TZf)ng

¢ analitica no interior de F, continua sobre F e existe uma constante a < w tal que

/Y(Tzf)ng

e~ og

¢ uniformemente limitada na faiza F.
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Teorema 1.10 (Stein). Supondo que {T.},z € F, seja uma familia admissivel de oper-

adores satisfazendo

1Ty fllgy < Mo(y) 1f 1, € 1 Tivinflly, < May) (111,

para todas fungoes simples f € LP* | onde 1 < p;, ¢; < oo, M;(y), 7 = 0,1, sdo

independentes de f e satisfazem a desigualdade

sup e’ log M;(y) < oo,

—oo<y<oco

para algum b < . Se 0 <t < 1, existe uma constante M, tal que

ITefllg, < Mell 1L,
para toda funcao simples f e

11—t ¢ 1 1—t

ygs DPo Pr qo q1

Demonstracao. Veja [16]. O
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Capitulo 2

Equacao de Kuramoto-Velarde

Generalizada com Dispersao

2.1 Introducao

O presente capitulo tem como objetivo estudar o problema de Cauchy para a Equagao

de Kuramoto-Velarde com dispersao sem o termo dissipativo, isto é,

o+ o Bu+ vy (O,u)” + ouP? 0*u =0

, 2.1
u(0) = ¢ >

onde r € R, t € R", u é uma funcao que toma valores reais e, vamos supor que «, 7y €
0 sao constantes reais nao nulas.

Sera explorado diretamente o carater dispersivo da equacgao, desconsiderando suas
propriedades dissipativas (veja [2]). O efeito da dispers@o é traduzido pelos chamados
efeitos regularizantes locais do tipo Kato, presentes no grupo unitario {W (¢)},.g, o qual

descreve a solugao do problema linear homogéneo associado a

Ou+ a Ou = g(z,t)

2.2
u(0) = ¢. (22)

Tal solugao, obtida com a utilizagdo da Transformada de Fourier (veja [13]), é dada por
u(z,t) =Wi(t)¢(z) =5 *¢(x), (2.3)
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onde W (t) = e %2 e S, é a integral oscilatéria
St (x) = c/ e et e (2.4)
—0o0
O desenvolvimento do método de solucao aqui empregado se deve principalmente a Kenig,

Ponce e Vega.

2.2 Estimativas Lineares

Nesta se¢ao vamos estabelecer as estimativas lineares necessdarias a obtencao da solugao

de (2.1). Tais estimativas aparecem demonstradas nos dois lemas seguintes.

Lema 2.1. (Estimativas lineares homogéneas) Se p € L2 (R), entdo
(i)
107 (0 W (8) )l e 12 < cllFzellg s 5 € R, (2:5)

(ii)) Para T >0,

W (@) el 210 < c(X+T) [l (2.6)
3
para r,p > 3.
Demonstragio. (i): Seja ¢ € L% (R). Entao temos que

W (t) ¢ (x) = (S * ) (z)

:/mst@—y)so(y)dy

[e.e]

= / (c / e“x‘y)&e“@df) v (y) dy
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Assim, 0, W (t) p (z) = C/ gt +ee) £ p(6)de.
Faca entao & = n'/3. Logo,

0o L 1
O (B)p () = [ r g (P9 o 2oy

. 3
_ c/oo 6i(t1]+xn1/3)¢ (7]1/3) 7]_1/3d77-

Usando a identidade de Parseval na variavel ¢, temos que para cada x € R vale

2

/ 18, W (1) ¢ (z)]? dt—c ‘/ e’’’ @ ("3 n~3dn| dt

:cﬁJ/;meMm
—c [ irra

C/ ezxn 90(771/3 71/3‘ d77

dt

—c [ )
—c/_ (€377 |5 (¢ 32
— clgl2.

Agora afirmamos que 93 [0, W (t) ¢ (z)] = 0, [W (t) O¢ (x)]. De fato, temos que:
0z [W (1) 050 ()] = 0u [(St % O3ep) ()]
= (05 % D) (2),
e também
0 [0.W (1) ¢ ()] = 07 [0 (St * ¢ ()]
= 0, [(0:8: * ¢) (z)]
= (050 % OuSy) (1)
= (051 * 03 (2) ,
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e assim obtemos a igualdade. Finalmente

10 @, () o) =sup [ 102 @ ()0 (o)

— sup / 108 (W () 2 () Pt

z€R J -

< c/C>o 0, (W (£) 20 ()| dt

—00

2
= cllozello

o que encerra a demonstragao de (i).

Para a demonstracao de (ii), veja [3]. O

Lema 2.2. (Estimativas lineares nao-homogéneas) Se g € LLL? e T > 0, entdo valem:

t

@ o [ Wie-ng@ ]  <clglys, 27)
0 LPLE
t

)02 [ wie-ngGrdr|  <clgly 2.5)
0 L L?

Demonstragao. (i): Inicialmente afirmamos que
9, / W (=t)g (e, t)dt| < cliglye (2.9)

—00 0

De fato, por dualidade, temos

—swf [ (o [ wtgtrrar) £ dos € 22051, =1}

836/ W (=t") g (x,t')dt’

0

Integrando por partes, usando a desigualdade de Holder e o item (i) do lema anterior,
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obtemos
INC

|-/

<[ [ et o) @t

<[ [( [ laor) " ([ ow oy @rar) 1/2] o

<su ([ jow (=) @) ar " [ ([ weora) "

= (|0, W (=) f”LgOLf ||9||L;L§

<c ||f||o ||g||L}JLf )

/OOW(—t’) (z, )dt)f(x)dx
It

(z,t") O, W (—t') f (x) dt'dx

donde concluimos a afirmacao aplicando o sup em ambos os membros, com || f||, = 1.

Agora, usando (2.9) e o fato de o grupo W (t) preservar a norma em L? (R), temos

9, / W OW (—t) g (x,t) dt’

t
81,/ Wt—t)g(xt)dt
0

L¥L2 LEL2
t
= HW(t) az/ W (=t") g (x,t')dt’
LyL2
= sup / W (— x, ') dt/
te[0,T] 0
= sup / W (- x,t') dt’
te[0,T] 0
<c ||g||L}CLf ’

e o item (i) estd demonstrado.

(ii): Dizemos que uma fungao f € Dg (R?) se podemos escrevé-la como f (z,t) =
SN fi (@) fi(t), com fi, fi € C5°(R), para i = 1,2,..., N. Pode-se demonstrar que
Dg (R?) = LEL} e Dy (R?) = L{L%, para p,q € [1,00)(veja [10]).

Afirmamos agora que

aﬁ/ W(t—t)g(z,t)dt

< CHQHL}EL%'
LeeL2
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De fato, para f € Dg (R?) com [fllz1z2 =1 temos que

ag/ W(t—t)g(x,t)dt

L L2,

s { [T [ (2 [T w0t erat) et 1l =1}

Note que como Dy (R?) C Dg (R2) = LPLY, temos que f € LLL? e assim [mAlry>
estd bem definida. Aplicando Fubini, as propriedades do grupo W (t), integracdo por

partes, a desigualdade de Hélder e o item (i) do lema, temos que

/Z/Z (ag/ZW(t—t’)g(x,t')dt') f(x,t) dedt

-/ ] (ai | wnge dt’) W (1) f (o) deda

_ _/_Z (az /_ZW(—t’)g(x,t’) dt’> <am /_ZW(t)f(a:,t) dt) dx
<[ ‘ (2 [ wtrg@orar) (o [“ w1 @) | do

< </Z 8w/ZW(t')g(x,t’)dt’2dx>l/2 (/Z 8I/ZW(—t)f(x,t)dt

Oy /OO W (=t") g (x,t')dt’ Oy /OO W (=t) f (z,t)dt

5 1/2
dm)

L2 L3

<cligllpipe 1Fllsrs
e assim, considerando o sup em ambos os membros da desigualdade acima, com || f|| ;. L2
x

temos a afirmacao.

Agora, afirmamos que

| e ([ m@-nnawna)ar|  <clal,
— —o LgL?
&2
onde K (z,7) := limeﬁo/ e'* ——d§ (veja [10]).
e

De fato, usando a identidade de Parserval, a desigualdade de Minkowsky, e o fato de
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K € L= (R?), temos

'/ (/ K (x—y.m) i )dy)d
2
00 1/2
—sup / |f(T)|2dT)
(3] 00 1/2
Ssup/ (/ K (2 —y,7) " (y,T)IZdT) dy
z€R J -0 —00
(9] () 1/2
Sc/_ (/_ Ifl(y,T)\2dT) dy

= cllgllpyLs -

L L?

Com essa afirmacao e utilizando as proposicoes 3.2 e 3.3 e o lema 3.4 de [10] concluimos

a demonstragao do item (ii). O

2.3 Boa Colocacao

O objetivo desta secao é demonstrar dois teoremas que tratam da boa colocacao local

com dado inicial pequeno para o problema de Cauchy (2.1). Eis o primeiro:

Teorema 2.1. Seja ¢ € H® (R) N H? (R; x%dx), com s > 5 inteiro. Entdo, existe n > 0

tal que, se

[6ll5 + [10ll52 < n,

o problema (2.1) com p = 1 tem uma unica solu¢ao u (-) definida no intervalo [0,T],

onde T =T (||<]§||5 + ||gz§||32) >0 com T (0) — oo quando 0 — 0, satisfazendo

ue C([0,T];H* (R)N H® (R;2%dx)) = Z5
ue {v:Rx[0,T] - R;0;"ve L™ (R L*[0,T]) } = Y.
Além disso, qualquer que seja T' € (0,T), eviste uma vizinhanga Vy, de ¢ em H* (R) N

H? (R; 22dx), tal que a aplicagio ¢ — 1 (t) de Vy, em Z:, NY7 € Lipschitziana.
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Demonstracao. Faremos a demonstracao do caso em que s = 5, o qual corresponde ao
indice de Sobolev mais baixo. A demonstragao para o caso geral é feita de maneira
analoga e ficard a cargo do leitor. (veja a observacao no fim da demonstragao, a qual
exibe as normas necessarias a obtengao da demonstracao no caso s > 6).

Inicialmente, definiremos um espago métrico completo conveniente, o qual sera de-
notado por x%. Para ¢ € H° (R) N H? (R;2?dz) fixo, denotaremos por Av = A4 (v) a

solugao do problema linear nao homogéneo

o+ a Pu+~(8,0)° +6 92 (v?) =0
u(0) = ¢

em sua versao integral, onde v € x%. A seguir, mostraremos que existem 7 > 0, a > 0 e

, (2.10)

T=T <”¢H5 + H¢H3,2) > 0, tais que se |95+ [|}]l5 5 < 7, entdo v € x§ implica Av € x4
e A:x% — x% é uma contragao. Neste caso, o ponto fixo de A em x5 é solugao de (2.1)

em sua versao integral.

Observagao 2.1. Como 0? (v?) = 2 (v? + vv,,), reescrevemos a equagdo original em
(2.1) na forma (2.10), para o caso p = 1. Tal op¢ao foi feita apenas para simplificar a

notagao nas demonstracoes sequintes.

Agora, para v : R x [0, 7] — R, definimos

AL (v) = sup [lv(®)]s, (2.11)
te[0,7
Ay (v) = sup Jlu()ll;,, (2.12)
te[0,7
- 1/2
M = 1+17)7? / sup v? (z,1) dx) : (2.13)
—oo t€[0,T]
- 1/2
My = a+1)7? / sup v2 (1) dx) : (2.14)
—oo t€[0,T]
M = a+1)7? / sup |v(x,t)\dm) , (2.15)
—oo t€[0,T
T ) 1/2
A (v) = sup (/ (2vz (z,1)) dt) , (2.16)
z€R 0
onde
3
H? (R; Q:Qd:c) = {gb R—R; |8]l5, = Z ||x8£||0 < oo} (2.17)
=0
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Xr = {v:Rx[O,T]—HR; AT (v) := max AT (v )<oo}

1<j<6 I

Seja o espaco métrico completo dado por
x5 = {v e xr; A" (v) <a}, (2.18)

onde d (u,v) := AT (u — v).
Vamos demonstrar a seguir proposicoes que tratam das estimativas, em termos de

AT (v), das partes homogénea e nao homogénea de u = Av, na versio integral

u(t)y=Av(t)=W(t) ¢ — /0 W (t — 1) [yl + 0 020%] dr. (2.19)

Proposicao 2.1.

(i) / W (t=r)otdr| <eT sup ol (2.20)
0 t€[0,T]
(i) / W (t =) 20%dr|| < T sup [[o]]?. (2.21)
0 t€[0,T]

< T [AT ()] 4 T2 (1+ T)* AT () AL (v) (2.22)

0

(iii) oK / W (t —7)vidr
0

< [M ()] +c(1+T)* A () A] (v)
0 (2.23)

+ T2 (1+T) AT (0) AT (v).

(iv)

a; / W (t — 1) 03v*dr

Demonstragao. (i): Utilizando as desigualdades de Minkowsky e de Holder e o lema de
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imersao de Sobolev, temos que

/OtW(t—T)Ug(x,T)dT

i (/Z /OtW(t—T)vfc(x,T)dedx>l/2
g/OT (/Z‘W(t—T)Ui(:E,T)‘zdx)l/2dT

T
:/ W (¢ — )02 (2, 7)]| dr
0T
:/0 |02 (7)), dr
T 0 1/2
:/ (/ (02 (z, ))de) dr
1/2 T 1/2
(/ / (x, T da:dT) (/ dT)
0
~ 1/2
< T2 / sup v> (/ vic&) dT}
LJO z€R —0
i o] T
< T2 (Sup/ vidm) </ supvidT)]
i tel0,T] J —oco 0 T

1/2 T 1/2
< T1/2 sup ||vm||g> (/ HviHiodT)
te[0,7] 0

<T sup ||vll, Sup V2| o
te[0,T] tefo,T

1/2

< T sup v, SUP vzl
te[0,T] tel0, T

< T sup o3,
te[0,7]

o que demonstra (i).
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(ii): Combinando as desigualdades de Holder e Minkowsky, obtemos

T () 1/2
‘ S/ </ |W(t—r)8£1)2‘2dx) dr
0 OT —00
:/ W (t = =) 22|, dr
OT 1/2
:/ (/ |020?|” dm) dt
< T (// |020?|” dmdt)
1/2
<T sup (/ |82 2} dx)
t€[0,T]

—T 82 2
S [retaa W

32 2dr

1/2

< T sup |Jvl;.
t€[0,T]

(iii): Pelas desigualdades de Holder e Minkowsky, temos

W (t —7)0vidr

9 1/2
1/2
/ ( 7) 0’ dx) dr

1/2
/( |9502|” dx) dt

1/2
T2 ( 851)923)2 da;dt)

85/ Wi(t—r) 2d7’

Pela regra de Leibniz, temos
OPv? = 20030 9v + 100%v O3v + 20,v v,

e isso mostra que

0 §T1/2 (/ / o (A )dedt)l/Q. (2.24)

Observe que na desigualdade (2.24), o termo que envolve a maior derivada de v é

t
82/ W (t —7)vidr
0
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v,0% e pode ser estimado por

T 0 1/2 0 T 1/2
(/ / (vz)2 (va)dedt) < / sup (vw)Q/ (351))2dtdm
0 J-oo — oo t€[0,T] 0
1/2
oo N , (2.25)
< | sup (O5v)~ dt sup v,dz
z€R Jo — o0 t€[0,T]

— (14T () M (v).

Observe também que, utilizando a desigualdade de Holder e o lema de imersao de Sobolev,

o termo que envolve 92vd2v pode ser estimado por

T oo 1/2 T 00 1/2
( [ (agv)Q(agv)dedt) < ( | s | (82@)2dxdt)
—00 z€R —00
0 oT b
2 2
= ([ el ozl ar)

<TY? sup |30 [|030]],
t€[0,T

< T sup [|0%0], sup (|07l
te[0,T t€[0,T]

< el sup ([|07vl], +[|9zvll,) llozvll,
t€[0,T]

<2 (AT (v))z.

Analogamente, os demais termos podem ser estimados, usando a desigualdade de Holder
e 0 lema de imersao de Sobolev, por ¢I/? (AT (v))Q. Utilizando este fato, bem como as
estimativas (2.24) e (2.25), concluimos a demonstragao de (iii).

(iv): Pela regra de Leibniz, temos que
X (W) =a (8211)2 + 02000 + 30,9070 + e,

e assim,

t t
o> / W (t — 1) 0%vdr Oy / W (t — 1) O%v?dr
0 0

0 ‘
6
< E Cj
J=0

Analisando a parcela correspondente a j = 2 em (2.26), vemos que podemos estimé-

" (2.26)

¢
830/ W (t — 1) &0 Ivdr
0

0

la, usando as desigualdades de Hélder e de Minkowsky, e a proposigao 1.1 item (a), da
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seguinte maneira

t
/ W (t — 1) 0, (O2v0pv) dr
0

<T sup [0, (Ovd,v)

lo
te[0,T7]

<T sup Hf)ivaivnl
te[0,7

< T sup [v(t)]lz
t€[0,T]

=cT (A} (v))2 .

T o0 ) 1/2
< / ( / W (£ = 7) 0, (0200)| da:) it
0 0 —00

Procedendo da mesma forma para j = 3 e j = 4, podemos obter estimativa similar,

ou seja,

t
/ W (t — 7) [071005 0 + 03007 ] dr|| < T [NF ()],
0

0

(2.27)

para j = 2,3 e 4. Podemos estimar o termo associado a j = 0,6 combinando o efeito

regularizante (2.7) e as normas (2.15) e (2.16). De fato,

U”L}EL?T

t
ax/ W (t — 1) vSvdr
0

< ch@ﬁ
0

1/2

00 T

= c/ (/ v? (821})26#) dx
—00 0
e8] T 1/2

< c/ sup |v| (/ (agv)th) dx
—o0 t€[0,T] 0

T 1/2 o0
< csup (/ (821})2(125) / sup |v|dx
zeR \Jo — o0 t€[0,T]

—c(14+T)* A () AL (v).

(2.28)

Para finalizar a demonstracao, fazendo uso de (2.7), (2.14), da desigualdade de Holder
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e do Teorema de Fubini, obtemos

\ o/ ()

t
890/ W (t — 7) v, 0vdr
0

IN

IA

< cTY? (/OO

o2 (8§v)2d7> d
[z (/OT o)
) ([ @) M)
}(vx)zdx) (/ Ha%Hodt)l/z

1/2
sup (v,)? dx) sup H(‘?%HO

te€[0,7

c / sup (
—oo t€[0, T}

00
=c / sup
—oo t€l0,T

1/2

te[0,T]

< T2 14+ TP (0) AT (v),

e dessa forma, o resultado segue das estimativas (2.26)-(2.29).

Proposicao 2.2.

(7) / W (t — 1) vidr <cT(14+T) sup ||vlf5.
L2LE® t€(0,7]
(i4) / W(t—r)P%dr| < T +T) sup |lolf.
L2LP t€[0,T7]

(4ii) |0, / W (t — 1) vidr

L2LE® te[0,7)
(v) |0 / W (t — 1) O%v3dr <cT(1+T)% sup o).
L2Lg® t€[0,T]
Demonstracao. (i): Observe que
t
/Wt—T 2dT—/W Yvidr =W t)/W(—T)UidT.
0
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Portanto, aplicando a estimativa (2.6) com r = 1 e p = 2, temos que

¢
/W(t—T)vidT c(1+T7)°
0

LILF
c(14+1T) ( ’ /W )vidr
e ([ ezlar+ / H@xvillodf)
0 0

<c(1+T)2/0 12|, dr

< T (1+T)* sup |lolf3,
te[0,7)

(—7) ?)idT

2d7‘

)

e com isso, encerramos a demonstracao de (i).

(ii):

c(1+T)°

L2Lg®

t
/ W (t — 1) O*v?dr (—7) 0%v%dr
0

1

c(1+T) / 022, dr

< cT(1+T)? sup 0207 ||,

t€[0,T]

<l (1+T)° sup o3
t€[0,T

Analogamente, demonstra-se (iii) e (iv). O

Proposicao 2.3.
O IW (0Dl 15 < e+ (Il + [19]12) (234)

(i7) c(L+T) (T NT ()] + T2 (1 +T)* AT (0) AT (v)

t
/ W (t — 7)vidr
0

+ T2 14+ T AT (0) AT (0) + TAT (v) AT (v)
+ T2 AT (0)]).
(2.35)
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(141) 82 2dr

c(1+T) (TAT @) XF (v) + T2 [AT (v)

+T T ()] + T2 (1+T)* AT (0) AL (v)

+ T2 (14+T)° A (0) Af (v) + (1+T)* AL (0) Af (v)

T2 +TPA] ()M (0) + T (1 +T)* A (v) A (v)) -
(2.36)

Demonstracao. (i): Observe que

/ sup |W (¢ ¢|dx<—// ¢\dmdt+c// |W (t) ¢"'| dxdt. (2.37)
oo t€[0,T]

De fato, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe to € (0,7, tal que W (t) ¢ =
1 (T
T / W (t) ¢ dt. Além disso, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

0

www¢=wa@¢5[awmﬂ¢m.

wool<|g [ weed+

1 T t
<7 [ Wi+ [ 0w eoar

to

Logo

W(r)¢ dr

Aplicando o sup com relagao a t em ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos
1 /7 T
sup (W (ol < 7. [ W (Roldr+ [ 10w (r)olar
t€[0,7) 0 0
Portanto, integrando, usando o Teorema de Fubini e o fato de que W (t) ¢ é solugao do
problema linear associado a (2.10), obtemos (2.37).
Para estimar os dois termos a direita de (2.37), usamos a desigualdade presente no
lema 1.1 secao 1.3. Dessa forma, obtemos

%) 1 T 1 T
| s w@oiar< g [Colodes 5 [ 1ew @)6la

—oo t€[0,T]

T T
e [ 16 e [ @6
0 " (2.38)
= el + e 16"+ 7 [ W @) ol
. 0
[ 1w 00",
0
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Mostremos agora que o operador L = 0; + ad? comuta com I' (z,t) = x — 3atd?. De

fato:
(Lol) f= (0 +ad) (zf — 3atd:f)
= 0, (xf) — 3a0, (t02f) + ad? (xf) — 3a’t0} f
=20, f — 3 (02 f +t0,05f) + o (302 f + 02 f) — 3a*t0L f
= 20,f — 300> f — 3at0, 02 f + 30> f + azdlf — 3’0’ f
= 20,f — 3at020,f + azd>f — 30O f
€

(CoL) =T (3f +ad?)
= 20, f + axd> f — 3atd20,f — 3a’tO>f.

Dessa forma, LoI' =T o L, ou seja, L comuta com T.

Logo, como W (t) ¢ ¢é solugao do problema linear associado a (2.10), L (I'W (t) ¢) =
L'(LW (t)¢) = 0, isto é, T'W (t) ¢ é solugao do problema linear associado a (2.10) com
dado inicial z¢. Portanto, I'W (t) ¢ = W (t) z¢, ou seja, temos as igualdades

TW () 6 = W (t) 26 + 3atW (£) (¢") (2.39)

W (t) ¢" = W (t) 26" + 3ot W () o). (2.40)

Utilizando (2.39) e (2.40) em (2.38), temos que
> u 1 4 4 /!
sup [W(t) ¢l dx < [|gllo + T |67]lg + 7 [ Nzgllodt +c [ tll¢"]l,dt
- 0 0

oo t€[0,T]
T T
—l—c/ \|.7c¢”’H0dt+c/ |6 dt
0 0

= 6y + T 16"l + ladlly + T2 16"l + Tl llg + 72| 6
< (41 (ol + 19ll2)

e dal concluimos a demonstragao de (i).

(ii): Na demonstragao de (ii), utilizamos a seguinte igualdade

t
/ W (t—7)vidr
0

L1Lg®

¢
= HW(t)/ W (—7)vidr
LLL® 0
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e usamos a estimativa linear (2.34), para obter

t
/ W (t — 1) vidr
0

c(1+T)°

LiLge

—7) vsz ) vidr

] (2.41)

Estimamos o primeiro termo de (2.41) da seguinte maneira

‘85/W 2dT

/ W (- aJH 85 Judr

—7) Uid’f —7) UidT

/ HvQHOdHZ%

0

<T sup |off;
te[0,T]

/ W (- 8]“ 05 Tudr

(2.42)

t) Oy / W (— vxa%dT

<T sup |lo? + Tl/2 cj/ / ‘8”21)‘ |02~ Jv|

t€[0,T]
+ |27 o)* |08 o] dudr)?

t
+ ¢ |0, / W (t — 7) v, 02vdr
0

0
Note que que na segunda desigualdade acima fizemos o uso do seguinte resultado sobre

interpolagao:

120, = 102 < (WA 19 )

Utilizando o efeito regularizante (2.7), o Teorema de Fubini e a desigualdade de Holder,
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podemos estimar o tltimo termo de (2.42) como segue

00 T 1/2
‘ §/ </ |vxai‘v‘2d7'> dx
0 —00 0
- . 1/2
§/ sup |v, |’ |8§v|2d7 dx
—oo \ t€[0,T] 0
00 T 1/2
g/ sup |u,| (/ ‘(921)‘20%) dx
—o0 t€[0,T) 0
< (/ sup |vg)? dm) (/ / ’851)’ dex>
—o0 t€[0,T]
00 1/2
< </ sup |v,|? dz) 7Y% sup (/ ‘851)‘ dx)
—o0 t€[0,T] te[0,7)

<TY2 (147 AT (0) AT (v).

¢
c%/ W (t — 1) v,00vdr
0

1/2

(2.43)

Logo, segue de (2.42) e (2.43) que

Observe que, para j = 1, usando a desigualdade de Hélder e o lema de imersao de

2d7'

t€[0,T]

3 T 00
=T s Pl TS ([l o
j=1 0 —o0

+ |8§;+1v|2 ‘85_%‘2 drdr)Y? + TV (14T AL (0) AT (v) .

Sobolev, temos que

T (oo 1/2
(/ / |agvy2|a§v|2+\agvmagvy?dm)
0

1/2 1/2

(/ sup’@gv‘ / }84v| da:'d7'> +</ sup‘é?%‘ / |85'U| dxdT)

. 1/2 - 1/2
sup/ |84'U’ dx/ sup‘ai’v‘2d7' + sup/ ‘851)‘ da:/ sup|8§’u|2dT]
t€[0,T] 0 z€R t€[0,T] 0 =z€R
< TY2 sup ||64UHO sup ||83UH + T2 sup ||65UHO sup ||8211H

t€[0,T] telo

< T2 (AT (v)}

IN

IN

Analogamente, para j = 2,3, podemos obter estimativa semelhante, ou seja,

cj/ / (054 20[ 0502 4 |0 10| |05 0[* dudr) /2 < T [AT (u)].
1

Jj=
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Logo,

2d7'

<T sup |l + T [\ (v)]°
te[0,T] (2.44)
+ T2 1+ T AT (0) AT (v).

Para estimar o segundo termo de (2.41), combinamos a definigao (2.17) e a igualdade
(2.39). Assim
/ W (—7) v 2d7‘

/ W (- 8] 2d7’

tW (t / W (—7) 07 202dr

3
<> UO 202, dr + 3ol

=0

(—7) vfch

e
Xl

0

t
/ W (—7) &2 202dr
0

J

(2.45)

Observe que, podemos estimar o termo referente a j = 0 em (2.45), da seguinte forma

T ¢
/ H:cvf:HOdT—l—3|oz| / TW (—7) 02vidr
0 0

<cT sup |l zva |, SUP [

0
+3\ay/ |r6202||, dr

< cTA[ (v) sup o]l
telo,7]

+ cla|T? sup H02 2”0
t€[0,T]
< cTA] (v) sup vl
t€[0,T
+cla| T? (AT (v)f.
Analogamente, usando as desigualdades de Holder, Minkowsky, e o lema de imersao de

Sobolev, podemos estimar todos os termos de (2.45), exceto o termo correspondente a

7 =3, da seguinte forma

’UdT

< AT (v) sup [|vlly, + cla| T2 [AT ()]
3,2 te[0,7)

(2.46)
+ 3]

t
ai/ W (—71)v? dr
0

0
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Para finalizar a demonstracao de (ii), usamos o mesmo raciocinio empregado em (2.42)

(2.43) ao ultimo termo de (2.46). Portanto,

UdT

< AT (0) AL (v) + T2 AT ()] + T2 (1 + T)? AT (0) AT (v),

(2.47)

e assim, de (2.41), (2.44) e (2.47), concluimos a verificagao de (ii).
(iii): Comecemos aplicando (2.34) ao lado esquerdo de (2.36). Entao

¢
/ W (t — 1) 020vdr
0

LLL®
1+T 82 2d7’ 82 2dr ]
52 (2.48)
c(14+1T) { 82 2dr ‘85/W 6’2 2d7’

(92 2dr

J ~

Estimemos entao cada termo de (2.48).

Utilizando as desigualdades de Minkowsky e Hélder, o primeiro termo pode ser estimado

T () 1/2
§ / (/ ‘0§v2‘2d$) dr
0 —o0o

1/2

T (%s) 9 /
<7 ( [ e dxdt)
(2.49)

<T sup [|0z0°]],
te€[0,7]

por

82 2dr

< I’ sup ||U||2
te(0,7

Aplicamos ao segundo termo de (2.48) a regra de Leibniz. Entao
9, / W (t — 1) 2v’dr

/ W (t 86 2dr
6

< Z Cj
j=0

ox / W (—71) 0% 2dT

0

) (2.50)

&E/ W (t — 1) vdIvdr
0

0
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Para 7 = 2, 3,4, usamos as desigualdades de Holder e Minkowsky e o lema de imersao de

Sobolev e chegamos a estimativa

Note que (2.51) foi essencialmente estimado em (2.44). Quando j = 0,1 (analogamente

< T[T (0)]. (2.51)

t
/ W (¢ — 7) (85008 Fu + 03vd ) dr
0 0

Jj =5,6), utilizamos o efeito regularizante (2.7), e obtemos

¢
Oy / W (t — 1) 000% Tvdr
0

YRTYs aatl
0§C||8wvaw UHL;LQT

o) T 1/2

= c/ (/ |8§;v6g_jv|2 dt) dx (2.52)
_z: i T 1/2

< c/ sup }@{v’ </ ‘82_jU’2dt) dz.
—o0 t€[0,T] 0

oo T 1/2
< c/ sup |v| </ ‘821)}2dt> dx
0 —oo t€[0,T] 0
T 1/2 o)
<c (sup/ ’821}‘2 dt) (/ sup |v| dm) (2:53)
zeR Jo —oo t€[0,T]

=c(L+T)° A7 (0) Ag (v),

Observe que, se j = 0, temos

¢
81/ W (t — 7) vdSudr
0

e para j = 1, usando a desigualdade de Holder e o Teorema de Fubini em (2.52), segue

00 T 1/2
< c/ sup |v| (/ |8§U|2dt) dx
0 —oo t€[0,T] 0
] 1/2 T o0
<c / sup |vg]? (/ / ’821}‘2dxdt)
—o0 t€[0,T 0 —0

< IV (1+T)° 2T (0) AT (v).

que

t
az/ W (t — 7) v,02vdr
0

Y2 (2.54)

Note que (2.54) foi estimado com detalhes em (2.43).

Falta apenas estimar o iltimo termo de (2.48). Comegamos empregando a definigao
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de [|-[|5, juntamente com a igualdade (2.39), para obter

02 2dr

3,2

NE

.
Il
o

INA I
< .
I w Moo
o o

an/ W (=) 02v%dr
0
W (t /W ) 0% dr
0
t .
/W )z T2%dr|| +c /TW(—T)8;+4U2dT
0 0 0

(2.55)

Note que, utilizando as desigualdades de Minkowsky e de Holder, bem como o lema

de imersao de Sobolev, obtemos a sequéncia de estimativas para cada termo de (2.55)

82 2dr

0

2 (xvi + xvvm) dr

0

T T
§/ |2 (xvz)||0dt+/ |1 2zvv,, |, dt
0 0

T ) 9 1/2 T 00
< 2T/? </ / |22 dxdt) + 272 (/ / |20V | dxdt)
0 —00 0 —00

1/2

T 1/2 T 1/2
<o ([t e) - vor ([ e a)
0 0

<orre([Mg el a) o ([, o), o)
([ [ ot aear)”
(/0 /Oo|xv|2dxdt)

< 2T1/2 sup ||vgll,
t€[0,7]

+ 2712 sup ||vaa |l
te[0,7

(2.56)

1/2

1/2

< 2T sup |lvgl, sup |lzve|lq + 27 s[up |Vl sup |zv]|,
0,7

t€[0,T] te(0,T

< 4T sup HUH3 SHP HUH12v

te[0,7] te[0,T
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83 2dr

0

T
< / ooyt + | el

< T2 (/ / |20, Vg | dmdt) +ch/2 (/ / |20V | dﬁdt)

1/2

1/2 1/2
< ([l ol ae) +er ([ o), )
0 0
> (2.57)
< T2 sup ||vgll, </ / |20, | da:dt)
t€[0,T]
1/2
+ T2 sup ||vaall; (/ / \:m/|2dxdt)
te[0,77] 0 —o0
< T sup (v, sup |lzvally + T sup [lvgll, sup [lzv]l,
te[0,7 te[0,7) te[0,T te(0,7
< I sup vl sup [jo],,
t€[0,T t€[0,T
T)zdpidr|| < T sup |jv; Sup vl (2.58)
0 t€[0,7] tefo,T
t T oo 9 1/2
/TW (—7') xaiqﬂdT S/ t(/ |a;1,02| d:[,‘) dt
0 0 0 —00
< ¢T? sup ||05v 2H0 (2.59)
t€[0,T]
< T® sup ||l
te(0,7)
t
‘/ TW (—7) 202v%dr|| < T2 sup ||v])?. (2.60)
0 0 t€[0,T]
Além disso, aplicando a regra de Leibniz a 9502, obtemos
t 6 t
/ W (—71) 9% 2d7‘ Z —7) 000 Tvdr
0 = 0
t
=c /TW(—T)U@SUdT (2.61)
0 0

5

+ch

j=1

t
/ W (—7) # 00l vdr
0

0
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A primeira parcela de (2.61) é estimada usando as desigualdades de Minkowsky e Holder,

T 1/2
§/ (/ ’vc‘?%‘ dx) dt
0

COomo segue

t
/ W (—7) vdlvudr
0

12 (2.62)
< T8/? (/ / |v)? |8611| dxdt)
Ja a segunda parcela de (2.61) é estimada da seguinte maneira
b t . . 5 T o0 . . 2 1/2
ch W (—7) @00 vdr|| < ch [/ t (/ |005 0| dm) dt]
5
< cT2Z sup Haj a5~ ]UHO (2.63)
‘1 teloT]
< cT? sup HUHS
t€[0,T]
Assim,
t
‘ / W (—1) 0% 2dT
0
1/2
< cT? sup |jollz + T3/ (/ / |v)? |86v| dxdt)
t€[0,T]
1/2
< cT? sup ||v|)f 4 T3/2 (/ sup |v|? |86v| dtd:r) (2.64)
te(0,7 —o0 t€[0,T]

T 1/2 o) 1/2
< cT? sup |oll; + T3/ (sup/ |8§v|2dt> / sup |v|® dx
t€[0,T z€R Jo —oo t€[0,T]

< T M )]+ T2 (1+ T)* 2] () A (v)
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e, aplicando a regra de Leibniz ao termo 97v, obtemos

t

&E/ W (—7) 05v%dr
0

< ch

t
893/ W (—7) vdSvdr
0

0

/ W (—7) 1w Tudr

0

+c +

0

t
/ W (—7) v,0%dr
0

0

< cT? sup HvH§+c
t€[0,T]

T o0 1/2
—I—/ t (/ ‘vxagvfdx) dt
0 —00

t
W (t) 836/ W (—71) vdSvdr
0

t
W (t) (936/ W (—7) vdlvdr
0

0

< cT? sup v + ¢
t€[0,T7]

0
/2

+ cT3/? (/ / ‘vx86”0| dtdx) (2.65)

< cT? sup v + ¢ 01/ W (t — 1) vO%vdr
] 0

te€[0,T] 0
. 1/2 T 1/2
+ 32 / sup |vg|” dz sup (/ ‘851)‘2 dt)
—oo t€[0,T] z€eR 0
o) T 1/2
< T? Sup Jv]|Z + / (/ ‘TU(‘?ﬁU‘QdT) de + T (1+T)° AT (v) A (v)
telo, T ) 0

T 1/2 00 1/2
< cI? [N (v)]2 + T sup (/ |8§v|2dt> </ sup |v|2dx>
z€R 0 —oo t€[0,T]
+ e (14 T)* M (v) M (v)
— T AT ()] + T (14 T)? AL (0) AL (0) + T2 (1 + T AT (0) AL (v).
Note que, para obtermos (2.65) fizemos uso das desigualdades de Minkowsky e Holder,

bem como do efeito regularizante (2.7).

Finalmente, temos pelas desigualdades de Minkowsky e de Holder, bem como pelo
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lema de imersao de Sobolev que

x85 2dr

0

xS vx, . 7) 2vdvdT

SC

’ 0

1/2
< T2 (/ |23 (ve, ..., )HOdT) +T1/2 (/ / |zv]? ‘85v| da:d7'>
0

1/2
<T sup ||zS (vs, .. ,aﬁv)Ho—i-Tl/Q (/ sup]a:v[Q/ |8§v‘2d:cd7'>
0 z€eR —0o0

t€[0,T)

T 1/2 2.66
<T sup Hv!|5ts[up [v]]55 + T (/ chvH2/ \35U| dxf“) (260

t€[0,T]
1/2

< TAT (0) M (v) + T2 sup |jav]|, (/ / ’851)‘ dxdT)

t€[0,T]

<TA (V)AL (v) + T sup |lzvl|, sup H@iv“o
te[0,7) te[0,7)

<TAT (@) M (@) +T sup ([foll 5+ oy ) AT (v)
te[0,7)

< 2TAT (0) M (v) + T AT ()],

onde S (v, ..., 0M) = Z?Zl ¢;07vd5~7v. Note que para obtermos (2.66), foi necessério o

uso da seguinte desigualdade

[zolly < [lzvll + 18z (zv)lo
< [lzvllg + llzvll + l[olly

= [lvlly o + llvllo-
Portanto, juntas as estimativas (2.48)-(2.66), nos dao o resultado procurado. O

Proposicao 2.4.
(9) W (2) ¢|’32 < H¢||32+CT”¢H5 (2.67)

(17) < cTAT (v) AT (v)

t
/ W (t —7)vidr
0

3,2

4T [V ()] (2.68)

+ e (14T 2\ (0) AT (v) .
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(1i1) ) 02%dr|| < cTAT (v) A (v)

+ e A ()" + o [\ (0)]°
+ 132 (1 +T)* AF (v) AL (v)
+T(1+T)° A7 () A (v)

+ T3 (14T A\ (0) A (v) .

(2.69)

Demonstracao. (i): Usando a identidade (2.39), obtemos

W (t) ll,, = ZHwW ) 219l

3
< Z W (&) z0io|, + T > |[W (1) 0529
=0

§=0
< H¢H32 +cT'|[¢]]5 -

(ii) e (iii): Observe que (2.68) e (2.69) ja foram demonstradas respectivamente em

(2.45) a (2.47) e (2.55) a (2.66). O

Proposicao 2.5.

t
) 82/ W (t —7)vidr
0

< T [\ (v)]2
Ly L2

+ T2 (1 +T)* M (0) AL (v). (2.70)

<2(1+T)° A5 (0) AF (v)

LgL2

(i)

¢
85/ W (t — 1) 02vdr
0

+ 27207 (v) A (v)
+T AT ()] (2.71)

Demonstracao. Aplicando o efeito regularizante (2.5), as desigualdades de Minkowsky e
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de Holder e o lema de imersao de Sobolev, temos que

t
(95/ W (t —7)vidr
0

/OTW (=)0 ()" dr|

o[ ([ oerra)s
< ( / | @y )
<T1/2<// (02 )]dedt>1/2
e ([T @)

<T sup HS(UM7~ . xv)HO
t€[0,1]

o T
+ T2 (/ sup (vx)z/ (3Sv)2d:vdt>
—oo te[0,7] 0

< N ()] + T2 (1 + T AL (0) A (v),

<c
L L2

1/2

1/2

A : iy . :
onde S (Vyg, ..., 03v) = . ¢;0I w0y 7v. Tsto encerra a demonstracao de (i).

.. 6 . . N
(ii): Escrevemos dfv = Y7 ¢;04v0y v, entdo

82/ W (t — 1) O%v3dr

86/ W (t 6’2 2dr

LeLZ LgeLZ,

<2‘

Aplicando os efeitos regularizantes (2.5) e (2.8) e o lema de imersdao de Sobolev,

02/ W (t — 1) (v + v, 00v) dr

Lo L2

0. W (t / W (—7) 0, S Um,vzm,84v) dr

LgeL2
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obtemos

t
85/ W (t — 1) O2v*dr
0

LeLZ

t
<2 vﬁgv+vxaiv e W (—71)0,5 vm,vmx,aﬁv dr
LLL2 .

0

0 T 1/2 o T 1/2
< 2/ (/ ]v8§v|2dt> dx—i—Z/ (/ ]vxagvf dt> dx
— 0 0 —o0 0

T
+/ 102 (2, Vraa 010) |,
0

o) T 1/2 oo 1/2 T 1/2
< 2/ sup |v| </ }8§U|2dt> da:—l—Q/ sup |v,|? </ ‘Q‘Z’v‘th) dx
—oo t€[0,T] 0 —oco \ t€[0,T] 0

—+ T sup ||8zS (Ua::ca Vzzx) 8;1U> HO
te[0,T]

T 1/2 00
< 2sup (/ ‘8gv‘2dt) / sup |v|dx
zeR \Jo —o0 t€[0,T]

oo 1/2 00 T 1/2
+2 / sup |v,|* da (/ / ‘(92@‘2 dtdx) + T [A] (v)] 2
—oo t€[0,T] —c0 J0

<214 T AT (0) AL () + 272 (1 + T AT (0) AT () + T AT (v)]°.

A proposicao 2.1 nos fornece a seguinte estimativa

HW(t)qS _ /OtW(t 1) [+ 60%?] dr

5

= HW(t)gb— /OtW(t—T) [yo? 4 002v*] dr

0

+

oN (W (t) ¢ — /0 t W (t —7) [yv2 + 60207 dT)

0

t
/ W (t —7) 00 dr
0

< 16l + 65|, + H / W (t — 7)yoldr

_'_ ’
0

0

t
+ 82/ W (t — 1) 602v*dr
0

t
82 / Wi(t—r) ’indT
0

< |lglls + T [N (0)]" + T2 (1 + T)* AT (0) AL (v)
+c(1+T)Y M ()N (0) + T2 (1 +T)2 AT (0) AT (v) .

+ ‘
0 0

o1



Logo,
A (Av) < 6]l + T [N ()] + T2 (1 + T)* AT (0) AT (v) 2.72)
e+ T2 AT (0) AT (0) + T2 (1 + T)? AT (0) AT (v). '

Ja a proposicao 2.4 nos da a seguinte estimativa

HW(t)gzﬁ—/O W (t — 1) [yl 4 0020°] dr

3,2

t
+ / W (t — 1) 60*v*dr
0

t
< I ()l + | [ (0= ) eier
0 3,2

< l¢lls5 + T ll5 + <TAT (0) A] (v) + T [A] (v)]°

+ T2 (14 T)? AT (0) AT (v) + ¢TAT (0) AL (0) + T2 [AT ()]

+ T (AT ()] + T2 (1 + T AT (0) AL (v) + T (1 +T)* AL (0) AL (v)
+ e (1+ T2\ (0) A (v) .

Assim, concluimos que

Ao (Av) < |6ll5 + T [|6]l; + cTAT (0) AF (v) + T2 [AT (v)]

+ T2+ TP AT (0) AT () + T AT (0)]° + T2 1+ T)* AL () AT (v)
+ T (14T A () AE (0) + T3 (1 + T2 AT (0) AL (v) .
(2.73)

Combinando (2.6), (2.30) e (2.31), encontramos

t
40l < IV Ol s+ | [ W= 7)okt

L2L3°

t
/ W (t — 1) 60*v%dr
0

L2Lg®

<c(+T)*[Iglly + T (1 +T)* sup ||l
t€[0,T]

+¢T (14+T) sup ||v]l3.
te(0,7)

Logo,

2

As (Av) < gl + T [AT (v)] " (2.74)
De forma andloga, unindo (2.6), (2.32) e (2.33), obtemos
T 2
Ai(Av) < c|l@lls + T [N (v)]". (2.75)
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Pela proposicao (2.3), temos
As (4v) < ¢ ([16lls + 19lly) + T [N ()] + T2 (14+ 1) A (0) AT (v)

(M
+ Y2 (14 T)? AT (0) AT (v) 4 ¢TAT (0) AL (0) + T2 [AT (v)]°
(v) + T3 (1+T)* A (v) A (v)

v) 4+ TY2(1+T)* AL (0) AT (v)

g (v)

> >

1 (WA
+ T (1 +T)2 A\ (0) AL
+c(1+T)* A\ (0) A (
+ T (14 T)° AF (v)

e de (2.5), (2.70) e (2.71), concluimos que

Ao (A40) < 0500 ()6 5+

.

< cl|026]l, + T [\ ()] + eI (1+T)* AT (0) AF (v)

t
02/ W(t—r) ’yvzdr
0

LLZ

¢
32/ W (t — 1) 60*v%dr
0

L LE,

+2(1+T)* A (0) AL (0) + 272 (1 +T)2 AT (0) AT (v) + ¢T [AT (v)]”

< cllglly + e (AT ()] (1 +T)° AT (0) Af (v)
+ 214+ T A ()AL (0) + 272 (1 + T)* AT (0) AT (v).
Entao, (2.72)-(2.77) nos dao a seguinte estimativa
AT (Av) < e (14 T) + ¢ [AT (v))°
(T+TVA+T)?+(A+T)P+ T2+ T2+ T +T(1+T1)%}
<eng(1+T)+c(1+T) [AT ()],

onde 19 = |95 + [|¢l55 < n(a ser determinado) e ¢ > 1 constante.

Primeiro, fixamos 7, tal que 16¢°n = 1. A seguir, escolhemos
=2c(1+T)no,
com T satisfazendo

4 (1+T) ny < 1/2.

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

Entdo, AT (Av) < a e portanto Av € x4 quando v € y%. Um argumento similar mostra

que se

v,w € XT, temos
AT (Ag (v) = Ap (w)) < (L+T)" [N () + A (w)] AT (0 = w).

53

(2.81)



Além disso, para Ty € (0,T) e 0 € X%,
1 Gt~ o 07 (o=l |-,

e (1+Tp)" [AT (0) + AT (8)] AT0 (v — 7).

(2.82)

De (2.80), obtemos
c(1+17)" [AT (v) + AT (w)] <4 (1+ T) o < 1. (2.83)

Logo, de (2.81) e (2.83) segue que A : x% — x% ¢ uma contracdo e portanto existe um

unico u € x5, tal que A, (u) = u. De (2.80), (2.81) e (2.82), concluimos que a aplicagao
peEV ik
¢ Lipschitziana, onde V' é uma vizinhanca de ¢ dependente de 7.
Como proximo passo, vamos mostrar a continuidade de wu, ou seja, vamos mostrar
que u € C ([0,T]; H® (R) N H3 (R; x2dx)). Utilizaremos o mesmo argumento do Teorema

5.88 (ver [2]). Assim, basta provar a continuidade de v em t = 0 e a unicidade da solugao.

Iniciaremos com a prova da continuidade em ¢ = 0. Pela equagao integral, temos que

o) = 6l < W 0= bl + | [ W0 =) [ + 602 ar

(2.84)

3,2

Aplicando a identidade (2.39) e a propriedade de isometria do grupo W (t), obtemos

W (t) ¢ — ¢H32 ZHx a]925”0

< Z (W (t) = D) zdio|, +ct Y _[[(W(t) = 1) (929)]|, (2.85)

§=0
3

< W (t) = 1) 20|, + ct 9]l
=0

Combinando (2.68), (2.69) e (2.85) em (2.84), segue a continuidade de u na norma de
H? (R; 2%dz), quando t — 0.
As estimativas (2.20)-(2.23) e o fato de que u € x%, implicam

/t W (t —7) [yul + 602u*] dr

0 5

<|IW (1) ¢ = oI5 + ct [\ (U)}Q +ct'? (14 1)* AL (u) A (u) (2.86)
Fe(T+1)7 AL (u) Ny (w) 4 ct/2 (1 4+ 1)* AL (u) A (u)

<||W (@) ¢ — ¢ll; + cta® + A2 (14+1)2a® +c(1+1)aN (u).

[u(t) = ol < [[W(t) ¢ —¢ll5 +
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Para mostrar que o lado direito de (2.86) pode ser feito tdo pequeno quanto se queira,
quando t — 07, devemos ter A, (u) — 0 quando t — 0*. Para isso, usamos a equagao

integral, (2.70) e (2.71) para obter

M (u) = sup ( /0 ' (90u)® dt)

< ||osw (t>¢HLg°L2T + ‘

1/2

T
oM / W (t — 1) [yul + 602u*] dr
0

LgeL2
1/2

<ow ([*@wwera) +er @)

zeR

+ TV (1 T)° AT (u) AF (u) +2(1+T)* A8 (u) AL (u) (2.87)

+ 27201 (u) AT (u)

T 1/2
< sup (/ (8w (1) ¢)2 dt) +¢Tad® + TV (14 T)° a?
0

T€R
T 1/2
+2(1+7T)%asup (/ (agu)zdt)
0

zeR

pois u € x%. Note que, de (2.80), obtemos
20(14+T) =4c(1+T)°ny <42 (1+T)° <1/2.

Portanto, de (2.87), segue que

1/2 1/2

1 /T 6 \2 . 2 2 1/2 2 2
—sup (9%u)” dt < sup (DWW (t) ¢)” dt +cTa*+ T (1+T) a.
0 0

2 zeR z€R

(2.88)

Agora, dado € > 0, tome ¢ € H*, tal que ||¢° — ¢[|; < €, entao, de (2.5) e do lema de

imersao de Sobolev, obtemos a estimativa

T 1/2
sop ([ Jemw 0o ar) = JoEw 00

zeR . s
< [|o2W (1) (6 = )| e 12 +sup (/0 |OSW (t) qﬂzdt)

<10z (0 = ), + T2 (|07
<o = olls + T |6l
<e+ T
(2.89)
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De (2.88) e (2.89), temos que

1/2

sup (/OT (u)? dt) -0, (2.90)

zeR
quando ¢t — 0F. Este fato aplicado a (2.86) nos d4 a continuidade de u na norma de H®,
em ¢ = 0.

Provemos agora a unicidade.

Seja w uma solugao de (2.1) no intervalo [0, T3], onde T} < T e ATt (w) < oo. Suponha
que w € X7t paraalgum a; > a = 2¢ (14 T) 1y, comw € C ([0, T1]; H® (R) N H? (R; 2°dx)).
Como 7y < supye(g 4 <||w ()l + |lw (t)||3,2> < ay, para 7 € [0,Ty], por continuidade,
existe T, < T satisfazendo
s (Jw @+ e ©ll) <o (2:91)
Além disso, w satisfaz a equagao integral associada a (2.1). De (2.91) e estimando A (w),

A} (w) como em (2.74) e (2.75), encontramos
A (w) < e + cta® < a, (2.92)

para t € [0,T3], com Ty < T, suficientemente pequeno e j = 3,4. Analogamente, como

em (2.76) e usando (2.90) temos que
M(w) <a, (2.93)

para T, < Tj suficientemente pequeno e j = 5,6. Portanto, acabamos de mostrar que

w € x7, para Ty < T suficientemente pequeno, o que implica que
w=u, eml0,Ty. (2.94)

Reaplicando este processo um niimero finito de vezes, estendemos a unicidade ao intervalo

[0, 77, e isso conclui a demonstragdo do Teorema (2.1) com s = 5.

Observagao 2.2. Para demonstrar o Teorema (2.1), onde s > 6 inteiro, utilizamos as

normas (2.12) a (2.15) e

T 1/2
N )= s o0l 0 =suw ([ @)
t€[0,T] z€R 0

As estimativas necessdarias a obtengao da demonstracao sao obtidas da mesma forma que

no caso em que s = H.
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Vamos demonstrar agora o segundo teorema mencionado no inicio da segao.
Teorema 2.2. Seja ¢ € H® (R), com s > 2 inteiro. Entao, existe n > 0 tal que, se
1ol <,

o problema (2.1) com p > 2 tem uma unica solu¢ao u (-) definida no intervalo [0,T],

onde T =T (||¢||,) >0 com T () — oo quando 8 — 0 satisfazendo

ue C([0,T];H*(R)) = Z7

ue{v:Rx[0,T] - R;&ve L™ (R, L*[0,T])} = Y.

Além disso, qualquer que seja T € (0,T), existe uma vizinhanca Vy de ¢ em H* (R), tal
que a aplicacio ¢ — @ (t) de Vi, em Z3, NY}, é Lipschitziana.

Demonstracao. Considere o problema (6.1) com s,p > 2 inteiros. Neste caso, é suficiente

empregar as seguintes normas

M (v) = sup [0, (2.95)

t€[0,T]

. 1/2
M = Q+17)7? (/ sup (v (,t) + v (z,1)) dx) : (2.96)

—oo t€[0,T]
T 1/2
M (v) = sup </ ](9;UI|2dt> ) (2.97)
z€R 0
e definir o espago métrico
X7 = {v R x[0,7] - R; AT (v) := max AT (v) < a} : (2.98)
1<5<3

onde d (u,v) := AT (u — v).

Com a finalidade de tornar mais simples as contas, provaremos na proposicao a seguir
as principais estimativas nao homogéneas necessarias a obtencao da demonstragao do
Teorema 2.2 no caso p = s = 2. As estimativas nos demais casos sao inteiramente

analogas.
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Proposicao 2.6.

< T2 (14T M (0) [AT (0)]°

t
(1) 83/ W (t — 7) v*0dT
0

+c(1+ T’ M () A (v) = Ey.

<c(1+TP A () AT (v) = B,

¢
(17) 3§/ W (t —7)vidr
0

¢
(i17) ai’/ W (t — 7) v*0,.dT
0

< Ej.

L L2

< Es.

LgeL?,

t
(iv) | o7 / W (t— 7) vldr
0

) |0, /Otwa ) oldr

< T (1+T) M\ ()]’

LILF

t
(vi) &E/ W (t — 7) v*0,,dT
0

+ T2 (1+T)' AT (0) AT (0) AT (v)

+c(1+T)E;.

< T A+T) M ()] +c(1+T) B,
L2L

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

Demonstracao. (i): Usando o efeito regularizante (2.7), o lema de imersao de Sobolev e
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a desigualdade de Holder, obtemos

t
O | W(t—17)0, (UQUM) dr
0

t
83%/ W (t — 7) vV*0edT
0

S ‘

0 L2

1/2

00 T 2
< c/ < [@U (UQUW)Q] dt) dx
00 OT 1/2
< c/ </ v%ivzmdt) dx
OZO 0T 1/2
+c / ( / v%ﬁmdt) dz
ZZ ’ T 1/2
< c/ sup |vv| </ vm) dx
— o0 t€[0,T] 0
[e¢) T 1/2
+c/ sup v? (/ vizxdt) dz
—o0 t€[0,T] 0
o] T 1/2
<o ol [~ sw l ([ ozar)
t€[0,7] —oo t€[0,T] 0

0 T 1/2
+c / sup v ( / vimdt) dz
—oo t€[0,T] 0

. 1/2
<2 @A 0 @) s ([ o)

t€[0,T] —0o0o
+c(1+T)° 7] (v) Af (v)
< T2 (14 T 0T (0) AT ()]
+e(1+T)° 27 (v) Af (v) = Bi.

(ii): Procedendo analogamente ao item (i), de (2.7) obtemos

e T 1/2
‘ < c/ (/ vivixdt) dz
0 —00 0
o0 T 1/2
< c/ sup |u,| (/ Uﬁxdt) dx
—o0 t€[0,T] 0

< T2 (14T AT (0) AF (v) = Es.

t
Q%/ W (t — 1) vidr
0

(iii) e (iv): Combinando (2.5), o fato de W (¢) ser um grupo unitdrio em L? (R), e as
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desigualdades (2.99) e (2.100), obtemos

¢ t
‘8;’/ W (t — 7) v*0,dT <c 85/ W (—7) v*vgdr
0 L LE, 0 0
t
=c (9%/ W (t — 7) v*0,,dT
0 0
< Ey
e
t ¢
8§/W(t—7')va2:d7' <c 8§/W(t—r)v§d7
0 L L2 0 0
< Ej.

(v) e (vi): Usando (2.6) com r =1 e p = 2, temos

t
‘@/W(t—T)vidT c(14+17)° /W —T) 2d7’
0 L%Lw
1+T /Wt—T 2d7’
c(1+T)° 8$/W(t—7')v§d7'
0 0

2
T 9 1/2
c(1+T)2/ (/ mmdx) dt
0

+c(1+7T)° 82/Wt—7') vidr

0

1/2
< TY2(141T) (/ / V2 mdmdt)

+c(14T) (35/ W (t — 1) vidr

0

< T (14 T)* sup |02
t€[0,T]

t
8§/ W (t — 1) vidr
0

x mHO

+c(14T)

< T 1+ T [N ()] +¢(1+T)? Es.

Note que utilizamos a desigualdade de Minkowsky e o lema de imersao de Sobolev.
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Analogamente,

c(1+1)°

t
895/ W (t — 7) v*0dT / W (t — 7) v*0edT
0

L2L5° 0

+c(1+T)

82/ W (t — 1) v*v,.dr

0

1/2
<TY2(1+T) (/ / v? xviwdmdt)
1/2
+ V2 (14 T)° (/ / mxdmdt)
0 —00

+c(1+T)F
< T (14T AT (0)]
+ T2 (1 4+T) AT () MY (0) M (v) + ¢ (1 +T)* E.

As demais estimativas a cerca da parte nao-homogénea da equagao integral
t
Av=W (t) ¢ — / W (t — 1) (Y02 + 6uuy,) dr (2.105)
0

sao demonstradas de maneira andloga as estimativas encontradas na proposigao (2.6).

Para a parte homogénea de (2.105), usamos (2.5) e (2.6). Dessa forma, obtemos

AT (Av) < |[@lly + T2 (1 +T)* [AT ()] + ¢ (1 +T)* [AT (v)]

3

; (2.106)
+ V2 1+ 1) [AT (0)] + T [AT (0)]°.

Para finalizar a demonstragao do Teorema 2.2, basta seguir mesmo argumento empregado

na prova do Teorema 2.1(a partir de 2.79) e por isso, serd omitido. ]
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Capitulo 3

Boa colocacao para o sistema super

Korteweg-de Vries

3.1 Introducao

Neste capitulo, trataremos do problema de valor inicial (PVI) associado ao sistema super

Korteweg-de Vries (super KdV)

pu + Au + %@CUQ + %83%112 =0
o+ BPv+ 9, (wv) =0, z,teR (3.1)
(u(2,0),v(2,0)) = (¢ (2),9 (z)),

onde u = u(z,t) e v = v (x,t) sdo fungoes de valor real. Vamos obter a boa colocagao
local com dado inicial pequeno, ou mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte

teorema:

Teorema 3.1. Sejo ¢ € X, 5 = (H* (R) N H? (R; 22dz)) x (H* (R) N H3 (R; 2%dx)), com

o + |
Xs,3 s 3,2
PVI (3.1) tem uma dnica solugdo i (-) = (u(-),v(+)) definida no intervalo [0,T], onde

<m0

s > 5, s inteiro. Entao, existe n > 0 tal que, se Hgg
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T=T (H&‘ ) >0 com T (0) — oo quando 6 — 0 satisfazendo
Xs,3

(i) ue C([0,T]; Xs3):

(17) sup H@ﬁ
k=0,1

u||L%L%O < 00;

(#ii) ||l 1 g < 00

Além disso, para cada Ty € (0,T) existe uma vizinhanga Vs de gz_g em X3 tal que a

aplicacdo ¢ — ﬁ(t), de Vz em XT ¢ Lipschitziana.

Tal demonstracao sera obtida empregando a mesma idéia utilizada para demonstrar o
Teorema (2.1), ou seja, basicamente utilizaremos o principio da contragao combinado com
propriedades do grupo W (t) associado & parte linear do problema. Tais propriedades
foram deduzidas por Kenig, Ponce e Vega.

Para finalizar a presente se¢ao, seguem listadas abaixo notacoes utilizadas ao longo

do capitulo.

o X" :=H"(R)x H*(R) e X, := H*(R) N H* (R; 2%dz) x H* (R) N H* (R; 2%dx).
o Para i@ = (u,v), |@]% = |ul% +|v|]x ed € X <= ucXeveEX.

e Denotemos ¢ = ¢(+,...,) uma constante positiva a qual é irrelevante em nossas
consideragoes (note que ¢ pode depender de s). Dadas constantes positivas C, D,

C < D significa que existe uma constante ¢ > 0 tal que C' < ¢D.

3.2 Estimativas Lineares

Nesta secao, vamos estabelecer as estimativas necessarias a obtencao da solugao do
problema (3.1). Os resultados serao exibidos em forma de lema e proposicao, sendo
que suas respectivas demonstracoes sao feitas de modo analogo as demonstracoes das
proposicoes do capitulo 2, e por isso serao omitidas.

Considere o problema de valor inicial linear associado a equacao (3.1),
Oyl + O3 = 0

-

u(x,0)=¢(x),
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onde @ = (u,v) e ¢ = (p,1). A solugao de (3.2) é dada por
i (z,t) =W ()6 () = Sy 6 (x), (3-3)
com W (t) = e ¢ S, é dada pela integral oscilatéria

S (z) = c/ e e

[e.9]

Lema 3.1. Seja uy € L? (R). Entdo, temos que

(@) 1107 (0W (#) ) e 2, < cllOpuinlly, s = 0;
) B . 3
(i) W (?) UOHLgL%O <c(L4+T)° |lugll, , com r,p> 1

Demonstracdao. Veja capitulo 2, lema 2.1. O

Lema 3.2. Para g€ LLL? e T > 0, temos:

(i) ‘ax/OtW(t—ﬂg'(m,T)dT

<cllgprs
LPL:

< el s -
L L2,

) ‘Oi/otW(t—T)g(x,T)dT

Demonstracao. Veja capitulo 2, lema 2.2. O

)
LLL® 3,2)

<e(flel.+ el
L H3(Ryz2dz) ¢ (H(b’ 3,2 + ¢ 5

Demonstracao. Para (i), veja proposigao 2.3, item (i), enquanto para (ii), veja proposicao

2.4, item (i). O

Lema 3.3. Se qg € Xs3, entao temos:

—

6 |w 3] ?

<c(1+7T)° (Hq?

+
5

i) |w 03]

3.3 Teoria local com dado inicial pequeno: Prova do

Teorema 3.1

Afim de simplificar a demonstracao do teorema, faremos como no capitulo 2 e

demonstraremos o caso onde s = 5.
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Para o : R x [0,7] — R x R, definimos os espacos de Banach
X' ={weC(0,1];X>°); A" (@) <oo}, X"(a)={weX"; AT (@) <a}, (34)

e definimos também d (7, @) := AT (0 — @), com AT (@) = max;<;j<5 {A; = AT (@)}, onde

A (@) = HU7||L;°H5(R)3
AS (@) = HwHL%OH:‘](R;xQdI) 3

T /(= _ -2 k= .
A (W) = (1+71) km:%§||8wwHL%L%o,
M @) = Q+T) 7 @) gy
s (W) = HangLgOLQT'

Para ¢ = (,1)) € X533, denotemos por @ = ¥ (&) = ¥z () a solugao do PVI linear

nao-homogéneo

ou+ BPu+ F (ZU) =0 | (3.5)

ii(2,0) = ¢ ()
onde W = (w,2) € XT e F (&) = — (w@xw + %8522,03; (wz)

) >0eT:T<H$)
X573 X5,3

¢ <newe€ X' (a) entao @ = V(W) € XT(a) e ¥: X (a) - X7 (a) é uma
X5,3

contragao. Considere a equagao integral associada a (3.5)

Provemos que existem n > 0, a = a (Hgg‘ > > 0 tais que,

se

W (i) (t):W(t)gg—/OtW(t—T)F(qﬁ)dr. (3.6)
Proposicio 3.1. Para ¢ € Xs3 e @ € X7, temos:
(i) M (U (@) < H&‘L FTAEETY2 (14T Aads + (1 4+ T)2 Aads + TY2 (14 T)2 A da
(i) Xe (¥ (@) 5 |9
(i) Xs (W () 5 9], + 123
o) Au o (@) 5 (] +

+ 2N+ T2 (14 T)* Ashs + (1 +T)° s + T (1 +T)* Aghs;

+7|

T[]+ A TN T (1 T Ak TN T (14 T) Mo

, 2> TN T2 (14T Mds +TY2(1+T) Mg + Thhg

() 2 (U (@) S ||, +TA+ T2 1+ T Xads + (14 T) Ak + T2 (14+T)* A .
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Demonstracao. Para a demonstracao da proposicao, utilizamos o mesmo raciocinio uti-
lizado na obtencao das estimativas (2.72)-(2.77)(capitulo 2). Usaremos a norma ||| f|||, :=
I fllo + 1105 f1ly, @ qual é equivalente a norma || f||,.

Note que
. t
M@ @) <7+ [ I =) P @l ey
t
< 6l + / IW (¢ = 7) (0w | e o e 7
t
2 2
+/0 HW(t—T)azz HL;OHS(R)dT

t
[ =) 00 g

e, essencialmente os termos a direita de (3.7) ja foram estimados no capitulo 2. Note que
estimar o termo 0, (wz) = w,z + wz, é equivalente a estimar ww,, pois controla-se a

norma das coordenadas pela norma do vetor @ = (w, z). De maneira andloga, estimamos

A (U (W), para j =2, ..., 5. ]

Agora, combinando as estimativas lineares, a proposi¢cao anterior e a equacao integral

(3.6), obtemos
AT (U (@) < eno (1+T) + ¢ ((1+T)") [AT (@) (3.8)

com 1)y = HQEH +cT HQ;H < n(a ser determinado) e ¢ > 1 é uma constante dependendo
3,2 5
apenas das estimativas lineares.

Primeiro, fixamos 7, tal que 16¢?n = 1. A seguir, escolhemos
a=2c(14+T)no, (3.9)
com T’ satisfazendo
4 (1+T) ny < 1/2. (3.10)

Entao AT (¥ (w)) < a e consequentemente ¥ () € X7 (a), para @ € X7 (a).
Para provar que ¥ (-) é uma contragao procedemos como na proposi¢ao anterior e

obtemos
AT (W () ~ W () < e(1+ )" [AT (@) + AT (3] AT (&8 — ) (3.11)
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para p,w € X7 (a). Como
c(1+T)" [AT (@) + AT ()] <4 (1 +T)°n < 1, (3.12)

usando (3.9)-(3.12) obtemos o resultado. Logo, existe um tinico @ € X" (a) com W () =
u.

Agora, para Ty € (0,T) ¢ j € X7 (a) com 7(0) = § temos

o (vt~ w509) < 0 |77, 571, o
< (1+ To)! [A™ (@) + AT ()] AT (6 — ) .

Por (3.9) juntamente com (3.12) e (3.13) vemos que a aplicagao </~;—> i (de Vs a XT)
¢ Lipschitziana, onde V(g é uma vizinhanca de ¢ dependendo de Ty, com Ty € (0,7).
Consequentemente a solucio @ = (u,v) € X7 (a) da equacao integral (3.6) ¢ uma solucio
forte do PVI (3.1). Em particular, 4 satisfaz a equagao (3.1) no sentido das distribuigdes.

A unicidade da solugao de (3.1) bem como o caso geral(s > 6) sao demonstradas

como no capitulo 2.

Corolario 3.1. Sob as mesmas hipdteses do teorema 3.1, existe uma vizinhanca V de

¢ e X3 (s >5) tal que a aplicagao ¢ — @(t) de V a XT € suave.

Demonstragio. Seja F (@) = (ud,u + (8,0)* + 0020, udyv + v0,u) e defina
H:VxX"— X7 por

H (q‘s’, w) () = @i (t) — <W ()6 — /OtW (t— 1) F (w,2) (7) dT) , (3.14)

onde 4 = (u,v) e W = (w,z). Note que H estd bem definida e pelo Teorema 3.1

H (gg, ﬁ) = 0. Além disso,

¢
DeH <¢, ﬁ(t)) G(t) = (t)+ | W(t—7)DeF (@) (7)dr. (3.15)
0
De forma similar, podemos calcular a derivada de ordem k de H com respeito a @ = (u,v),
e consequentemente H é suave.

Para verificar que Dz H (qb, U (t)> : X7 — X7 ¢ invertivel, primeiro escrevemos

(I — DH) @ () = — /O W (t — ) DaF () () (7) dr, (3.16)
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onde I := Idxr e DzH = DzH (qg, ﬁ) (t). Depois, como na proposigao (3.1) obtemos
estimativas para ] ((I — DzH)w (t)) (i = 1,...,5), semelhantes as estimativas obtidas no
capitulo anterior, desta feita em relacao a A7 (@) e Al (). Por exemplo, vamos estimar

alguns termos de

A (= D) (8) = (1+ 1) max |04 (1 — DgH) (1)

L2153

Para k = 1, o termo com derivada mais alta em A\ ((I — DzH) (t)) controla-se da

seguinte forma:

(t—1) [83 (20,v 4+ v0,2)] (1) dr

L2LP
<c(1+T) —7) [0% (20,0 4+ v0,2)] (1) dr
1
c(l+ T ) [2V220 + VZpzs + BVpz2en + Vs 244)
1

<cT(1+7T)° [Soug ([zvzzally + 10200z Iy + 1Vewzally + l[V222ally)

< T (1+T)* AT (@) AT (),

onde utilizamos o efeito regularizante dado pelo lema (3.1) item (ii), com p=2er = 1.
Os demais termos podem ser estimados de maneira andloga as proposigoes do capitulo 2
e, por isso, nao iremos repetir.

Depois disso, computando A\ ((I — DzH) @ (t)) (i = 1, ...,5) e usando a defini¢ao de
AT [(I — DgH) @ ()] temos que, para @ € X T, vale

AT[(I = DgH) @ ()] < é(1+T)* AT (@) AT (@)

<23 (1+T)° AT () (3.17)

< AT (@)

escolhendo a e T como em (3.9) e (3.10) e @ € X7 (a), onde ¢ > 1 como antes. Portanto
AT (I — DzH (5, ﬁ) (t)) <1 (3.18)

e consequentemente (I — (I — DzH)) = DzH € B (X", XT) é invertivel (veja Teorema
1.9). Pelo Teorema da Funcdo Implicita existe V € V(V-vizinhanca de ¢ € H* (R) N
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H?3 (z2dz)) e uma aplicacao h : V — X7 tal que H (), h (7)) = 0, ou seja,
t
h (o) = W (t) wo — / W (t —7) F (h (o)) (1) dr := @ (t)
0

é a solucao de (3.1) com dado inicial @y € V e h é suave.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

O objetivo do presente capitulo é trazer ao leitor algumas consideragoes e observacoes
sobre a teoria desenvolvida neste trabalho.

No capitulo 2, mostramos a boa colocagao local com dado inicial pequeno para o prob-
lema de Cauchy associado a equagao Kuramoto-Velarde generalizada com dispersao sem
o termo dissipativo nos espacos de Sobolev H*® (R) N H? (R; x%dz), com s > 5. Podemos
destacar o fato de que em [14], o resultado foi melhorado, ou seja, foi mostrada a boa
colocacdo local com dado inicial pequeno nos espacos de Sobolev H* (R)NH*~2 (R; 2%dx),
com k € N k > 3. Para isso, foram introduzidos os chamados espacgos de Besov com
peso e os multiplicadores Littlewood-Paley (veja [14]). E importante destacar que a uti-
lizagao dos espagos de Besov permitiu que a norma da fungao maximal de L. podesse
ser estimada, de uma maneira fina, utilizando a norma da fun¢ao maximal de L}. Tal
estimativa, obtida por Kenig e Ruiz, possibilitou o desenvolvimento de resultados de boa
colocagao nos espagos fracionais com peso de Besov (tais resultados aparentemente de
grande dificuldade se considerados os espacos de Sobolev com peso).

No capitulo 3, mostramos a boa colocagao local com dado inicial pequeno para o
problema de Cauchy associado ao sistema super KdV. Na introducao deste trabalho,
comecamos a questionar a existéncia de boas propriedades para o sistema super KdV,
como por exemplo leis de conservacao, solucoes tipo onda solitarias, scaling, entre outras.

Com relacao as leis de conservacao, é de nosso conhecimento a existéncia da média

Q(u,v):/u+v dz,
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contudo elas nao auxiliam no que diz respeito a boa colocacao global do problema de
Cauchy para a o sistema super KdV (veja [4]). No que diz respeito a solugoes do tipo on-
das solitarias (u. (z,t),v. (z,t)) = (¢ (x — ct) ;¢ (x — ct)), conhecemos solugdo da forma
3c
c ) Ve = ,O .
(e @), 00) = (e 0)

A propriedade que aparece com mais destaque dentre estas é o scaling. A existéncia do

scaling para a super KdV sugere que (0.4) nao é bem posto em X™* = H" (R) x H* (R)
para todo r < —3/2 e s < —1, com 7,5 € R. Com isso, é possivel aumentar a regiao
de mé colocagao para (0.4)(veja [4]). Como justificativa do comentério anterior, temos a

seguinte afirmacao:
Afirmacao 4.1. Se @ = (u,v) € solugdo de (0.4) com dado inicial (ug,vy), entio
uy (z,t) = Nu(Az, 1), com uy(2,0) = Nug (Az) (4.1)

oy (z,t) = N2 (Az, A%t) ,com vy (2,0) = 23200 ()

também € solucao.

De fato, seja

uy (x,t) = X% (Az, N3), X >0,

(4.2)
vy (z,1) = Mo (A, M3t), A >0.
Observemos primeiro que
atU)\ + 821“ + u,\&;m + Givi =0<=
N30, + A0 4 N2, + AP (2uu,, 4 0,) = 0 =
N3 (U + Upge) = = A2 un, — NPT20%0% =
\ot3 (—uum _ 82112) = A2ty 2252922
Logo, obtemos
N3 — \2041 _ 2842 (4.3)

Agora, vemos que

Oy + vy + 0, (upvy) = 0 <=
N30, 4+ N30 + AT 0 = 0 =

N3 (=0, (wv)) = —A*TPHLY, (ww).
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Logo, obtemos
)\ﬂ+3 _ )\a+ﬂ+1_ (4.4)

Por (4.3) e (4.4), chegamos a conclus@o que « e 3 devem satisfazer as relagoes

)\a+3 — )\Qa—i-l — )\254—2
(4.5)

A\BH3 — )\a+6+17

ou seja, & = 2 e [ = 3/2. Portanto, se @ = (u,v) resolve (0.1) entdo
uy = (uy (z,t), vy (z,t)) como em (4.1) também resolve, o que prova a afirmagao.

Agora gostariamos de saber quantas derivadas sdo permitidas para que ||D"uy (z,0)||,
e |[D*vy (,0)||, tornem-se invariantes. Tomando a derivada homogénea de ordem 7 e s
em L? (R), respectivamente, para uy e vy obtemos:

D70 (0 = [ |Bs (o) e

S R CCIR

R
= [ I AP o ()l dy

— e / I i (4) 2 dy
R
N D ()|

onde utilizamos a mudanca de variavel y = % e a propriedade de dilatacao da Transfor-

mada de Fourier para escrever Uy (£) = My (AE) = Mg (%) Portanto, ||D"uy (z,0)]|,

é invariante se 2r + 3 = 0, ou seja, 7 = —3/2. Analogamente aos célculos feitos acima,
para a coordenada vy, temos que || D®v, (z,0)||, é invariante se s = —1.

Observe ainda que a relagao entre r e s é dada por r — s = —1/2, pois se exigirmos
r s 2 r 2 s 2
“(D Ux (x,O) , Doy (x70))H0 - ||D ux (:L’, 0)”0 + ||D Ux (I70)“0
r 2 s 2
= [[D"ug (2)[lg + |1D%vo ()l
= [[(D"ug (x) , D*vo ()5
devemos ter 2r + 3 = 2s + 2, ou seja, r —s = —1/2.

Para finalizar, mencionamos o fato de que existe uma grande expectativa para o

melhoramento do resultado presente no capitulo 3.
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