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Resumo

Neste trabalho, mostramos que o problema de Cauchy com dado inicial pequeno

associado à equação Kuramoto-Velarde generalizada com dispersão sem o termo dissipa-

tivo  ∂tu+ α ∂3
xu+ γ (∂xu)2 + δup ∂2

xu = 0

u(0) = φ
,

é localmente bem-posto em Hs (R) ∩ H3 (R;x2dx) , s ≥ 5. Mostramos também que o

problema de Cauchy associado ao sistema super KdV
∂tu+ ∂3

xu+
1

2
∂xu

2 +
1

2
∂2
xv

2 = 0

∂tv + ∂3
xv + ∂x (uv) = 0, x, t ∈ R

(u (x, 0) , v (x, 0)) = (ϕ (x) , ψ (x))

,

é localmente bem-posto nos espaços de Sobolev Xs,3 = (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx))

× (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx)), com s ≥ 5. Em ambos os casos, usamos os efeitos regula-

rizantes do tipo Kato e o Prinćıpio de Contração.

Palavras-chave: Boa-colocação, efeitos regularizantes, equação Kuramoto-Velarde,

sistema super KdV.
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Abstract

In this work, we show that the Cauchy problem with small initial data associated to the

generalized Kuramoto-Velarde equation with dispersion without a dissipative term ∂tu+ α ∂3
xu+ γ (∂xu)2 + δup ∂2

xu = 0

u(0) = φ
,

is locally well-posed on Hs (R) ∩ H3 (R;x2dx) , s ≥ 5. We show too that the Cauchy

problem associated to the super KdV system
∂tu+ ∂3

xu+
1

2
∂xu

2 +
1

2
∂2
xv

2 = 0

∂tv + ∂3
xv + ∂x (uv) = 0, x, t ∈ R

(u (x, 0) , v (x, 0)) = (ϕ (x) , ψ (x))

,

is locally well-posed on the Sobolev spaces Xs,3 = (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx))

× (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx)), com s ≥ 5. Both of cases, we use the smoothing effects of

Kato type and the contraction principle.

Key-words: Well-posedness, smoothing effects, Kuramoto-Velarde equation, super

KdV system.
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Introdução

Em nosso trabalho, vamos estudar a boa colocação local para dois problemas de

Cauchy. Diremos que um problema de valor inicial é localmente bem-posto em algum

espaço funcional X, se para todo dado inicial φ ∈ X, existe um tempo T > 0 e uma

única solução u da equação integral associada ao PVI (existência e unicidade), tal que

u ∈ C ([0, T ] ;X) (persistência) e a aplicação fluxo dado-solução é ao menos cont́ınua de

uma vizinhança de φ ∈ X para C ([0, T ] ;X) (dependência cont́ınua).

Começamos com o problema de Cauchy associado à equação Kuramoto-Velarde gen-

eralizada com dispersão ∂tu+ α ∂3
xu+ ν (∂2

xu+ ∂4
xu) + γ (∂xu)2 + δup ∂2

xu = 0

u(0) = φ
, (0.1)

na ausência de dissipação (ν = 0), onde α, γ, δ ∈ R e p ≥ 1 é um inteiro.

O problema de valor inicial (PVI) (0.1) é um caso particular da famı́lia de PVIs ∂tu+ ∂2j+1
x u = P (u, ∂xu, ..., ∂

2j
x u) , x, t ∈ R, j ∈ N

u(0) = φ
, (0.2)

onde

P : C2j+1 → C

é um polinômio sem termos constantes ou termos lineares.

Vamos obter como resultado principal a boa colocação local com dado inicial pequeno

de (0.1) (sem dissipação) nos espaços de Sobolev Hs (R) ∩ H3 (R;x2dx) , s ≥ 5. Tal

resultado foi obtido por Argento em [2]. A técnica utilizada aqui é a mesma. Vamos
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utilizar os chamados efeitos regularizantes locais do tipo Kato presentes no grupo W (t),

o qual descreve a solução do problema linear homogêneo associado à ∂tu+ α ∂3
xu = g (x, t)

u(0) = φ
, (0.3)

e o lema da contração.

O segundo problema trabalhado nesta monografia é o problema de Cauchy com dado

inicial pequeno associado ao sistema super KdV
∂tu+ ∂3

xu+
1

2
∂xu

2 +
1

2
∂2
xv

2 = 0

∂tv + ∂3
xv + ∂x (uv) = 0, x, t ∈ R

(u (x, 0) , v (x, 0)) = (ϕ (x) , ψ (x))

, (0.4)

onde u = u (x, t) e v = v (x, t) são funções de valor real. Com a mesma técnica utilizada

por Barros em [3], provamos que o problema (0.4) é localmente bem-posto nos espaços de

Sobolev Xs,3 = (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx))× (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx)), com s ≥ 5. A técnica

é essencialmente a mesma utilizada no estudo do problema (0.1).

O sistema super KdV é um caso particular da famı́lia de sistemas ∂tuk + ∂2j+1
x uk + Pk (u1, ..., un, ..., ∂

2j
x u1, ..., ∂

2j
x un) = 0

uk (x, 0) = u0
k (x) , x, t ∈ R,

, (0.5)

onde k = 1, 2, ..., n, uk (x, t) é uma função de valor real ou complexo e Pk : Cn(2j+1) → C

é um polinômio que não possui termos lineares ou constantes, isto é,

Pk (z) =
N∑
|α|≥ρ

akαz
α, ρ ≥ 2

para z =
(
z0

1 , ..., z
0
n, ..., z

2j
1 , ..., z

2j
n

)
.

O sistema (0.5) generaliza vários modelos presentes na F́ısica e na Matemática. Em

particular, ele contém toda a hierarquia da equação de Korteweg-de Vries (KdV),

modelos de ordem superior em problemas de onda de água, média elástica,

entre outros (veja [10]).

A equação KdV possui uma série de propriedades (ingredientes) relevantes que aux-

iliam no estudo da boa colocação local e global em espaços de Sobolev como existência e

estabilidade de soluções tipo onda solitárias, infinitas leis de conservação, solução do tipo
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escala (scaling) entre outras. Nosso interesse agora é saber quais dessas propriedades

continuam válidas para o sistema super KdV. É de nosso conhecimento que dentre es-

tas boas propriedades, apenas a existência de um argumento do tipo scaling destaca-se.

Tal argumento sugere que (0.4) não é bem posto em Xr,s = Hr (R) ×Hs (R) para todo

r < −3/2 e s < −1, com r, s ∈ R (veja [3]). Mais sobre estas propriedades o leitor

encontrará no último caṕıtulo deste trabalho denominado “Considerações Finais”.

Organizamos o presente trabalho da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, exibimos os alicerces para tudo que faremos ao longo do trabalho.

Destacamos na seção 1.1 as desigualdades de Minkowski e Hölder; na seção 1.2 a Iden-

tidade de Parseval e a Fórmula de Inversão da Transformada de Fourier no espaço das

distribuições; na seção 1.3 o Lema de Imersão de Sobolev e na seção 1.5 os Teorema do

Ponto fixo de Banach e da Função Impĺıcita.

No Caṕıtulo 2, mostramos que o problema de Cauchy para a equação de Kuramoto-

Velarde sem o termo dissipativo ∂tu+ α ∂3
xu+ γ (∂xu)2 + δup ∂2

xu = 0

u(0) = φ
, (0.6)

com o dado inicial pequeno é localmente bem posto em Hs (R) ∩H3 (R;x2dx) , s ≥ 5.

Para isso usamos os efeitos regularizantes do tipo Kato associados ao grupoW (t) presente

na solução da parte linear do problema (0.6) e o Prinćıpio da Contração.

No Caṕıtulo 3, mostramos que o problema (0.4) com dado inicial pequeno é localmente

bem posto em Xs,3 = (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx))× (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx)), com s ≥ 5.

Finalmente no caṕıtulo 4, fazemos algumas considerações sobre os principais pontos

abordados no trabalho, complementando com informações relevantes sobre a teoria de-

senvolvida. Em especial, vamos encontrar referências de outras técnicas desenvolvidas

no estudo da boa colocação dos problemas aqui abordados bem como propriedades dos

mesmos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Espaços Lp e Propriedades

Nesta seção, vamos apresentar alguns resultados e propriedades referentes aos espaços

Lp. Vamos supor que o leitor esteja familiarizado com os principais conceitos de medida

e integração, como por exemplo os conceitos de função mensurável, integrabilidade, con-

juntos de medida nula, entre outros.

Definição 1.1. Seja Ω um aberto de R. Definimos L1 (Ω) como sendo o espaço das

funções integráveis sobre Ω com valores em R e escrevemos

‖f‖L1 =

∫
Ω

|f (x)| dx.

Definição 1.2. Seja p ∈ R com 1 ≤ p <∞; define-se

Lp (Ω) =
{
f : Ω→ R; f mensurável e |f |p ∈ L1 (Ω)

}
e escreve-se

‖f‖Lp =

[∫
Ω

|f (x)|p dx
]1/p

.

Teorema 1.1. (Desigualdade de Young) Sejam x, y ≥ 0 e 1 ≤ p <∞. Então

xy ≤ 1

p
xp +

1

q
yq

com
1

p
+

1

q
= 1.

11



Demonstração. Como a função log é côncava sobre (0,∞), temos que

log

(
1

p
xp +

1

q
yq
)
≥ 1

p
log xp +

1

q
log yq = log xy,

e assim o teorema está demonstrado.

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq onde p > 1 e 1
p

+ 1
q

= 1.

Então fg ∈ L1 e ‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Demonstração. A conclusão é clara se p = 1 e se p = ∞. Suponhamos então que

1 < p <∞. Então, pela desigualdade de Young (Teorema 1.1), temos que

|f (x)| |g (x)| ≤ 1

p
|f (x)|p +

1

q
|g (x)|q , q.t.p, x ∈ Ω.

Dáı, resulta que fg ∈ L1 e ∫
|fg| ≤ 1

p
‖f‖pLp +

1

q
‖g‖qLq .

Substituindo na desigualdade acima f por λf (λ > 0) temos que∫
|fg| ≤ λp−1

p
‖f‖pLp +

1

λq
‖g‖qLq .

Escolhendo λ = ‖f‖−1
Lp ‖g‖

q/p
Lq , obtemos a desigualdade presente no Teorema, o que conclui

a demonstração.

Teorema 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e F (x, y) mensurável

no espaço-produto de medida sigma-finito X × Y . Então{∫
Y

(∫
X

|F (x, y)| dx
)p

dy

} 1
p

≤
∫
X

(∫
Y

|F (x, y)|p dy
) 1

p

dx.

Demonstração. Veja o apêndice de [15].

Teorema 1.4. Lp é um espaço de Banach para todo 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Veja [6] pág. 57.
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1.2 Transformada de Fourier

Nesta seção exibiremos alguns resultados sobre a Transformada de Fourier. Tais

resultados foram escolhidos pela importância que estes apresentam principalmente para

a resolução do problema de Cauchy associado a KdV linear. (Para mais detalhes veja [13].

Outros resultados a cerca da teoria da Transformada de Fourier podem ser encontrados

com detalhes em [7].

Definição 1.3. A Transformada de Fourier de uma função f ∈ L1 (R), denotada por f̂ ,

é definida como

f̂ (ξ) = (2π)−1/2

∫ +∞

−∞
f (x) e−iξxdx , ξ ∈ R. (1.1)

Apesar de ser posśıvel desenvolver a teoria da Transformada de Fourier tomando

L1 (R) como “base de operações”, é extremamente conveniente introduzir um espaço de

funções “muito bem comportadas”para estudar a aplicação f → f̂ e várias questões

relacionadas. Tal espaço é definido como segue

Definição 1.4. O espaço de Schwartz (ou das funções C∞ rapidamente decrescentes),

denotado por S (R), é a coleção das funções f : R→ C tais que,

f ∈ C∞ (R) (1.2)

‖f‖α,β = sup
x∈R

∣∣xαfβ (x)
∣∣ <∞ (1.3)

para todo par (α, β) ∈ N× N.

Teorema 1.5.

1. Se f ∈ S (R), então f (α) ∈ S (R) para todo α ∈ N e(
f (α)

)̂
(ξ) = iαξαf̂ (ξ) , ξ ∈ R; (1.4)

2. Se f ∈ S (R), então f̂ ∈ S (R) e vale a fórmula de inversão

f (x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂ (ξ) eiξxdξ (1.5)

para todo x ∈ R, ou seja,

(f̂)ˇ = f = (f̌ )̂ (1.6)

para toda f ∈ S (R).

13



3. Se f, g ∈ S (R), então f ∗ g ∈ S (R) e

(f ∗ g)̂ (ξ) =
√

2πf̂ (ξ) ĝ (ξ) , ∀ξ ∈ R, (1.7)

onde ∗ denota a convolução de f por g.

4. Se f ∈ S (R), então

‖f‖L2(R) =
∥∥∥f̂∥∥∥

L2(R)
(identidade de Parseval em S (R)) . (1.8)

Demonstração. : Ver [7] caṕıtulo V seção III.

Veremos agora algumas propriedades da Transformada de Fourier no espaço das dis-

tribuições, definido como segue

Definição 1.5. Uma distribuição temperada é um funcional linear T : S (R) → C com

a propriedade que existe uma sequência {φn}∞n=1 ⊂ S (R) tal que,

T (ϕ) = lim
n→∞

∫ +∞

−∞
φn (x)ϕ (x) dx (1.9)

para toda ϕ ∈ S (R).

A coleção de todas as distribuições temperadas forma um espaço vetorial sobre os

complexos o qual é denotado por S ′ (R).

Teorema 1.6.

1. A aplicação f ∈ Lp → Tf ∈ S
′
(R) , 1 ≤ p ≤ ∞ é cont́ınua no sentido de Lp.

2. A aplicaçãô: S ′ (R)→ S ′ (R) é injetiva e sobrejetiva, e valem as fórmulas

(f̂)ˇ = f = (f̌ )̂. (1.10)

3. Se f ∈ S ′ (R) então (
f (α)

)̂
= iαξαf̂ (1.11)

e (
f̂
)(α)

= (−i)α (xαf )̂ . (1.12)

Demonstração. Ver [7] caṕıtulo V seção V.
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1.3 Espaços de Sobolev e Propriedades

Seja s ∈ R. Os espaços de Sobolev (de tipo L2) em R são os seguintes subconjuntos

de S ′ (R):

Hs (R) =
{
f ∈ S ′ (R) :

(
1 + ξ2

) s
2 f̂ ∈ L2 (R)

}
.

O espaço Hs (R) , s ∈ R, é de Hilbert quando munido do produto interno

(f |g)s =

∫
R
dξ
(
1 + ξ2

)s
f̂ (ξ) ĝ (ξ). (1.13)

A norma proveniente deste produto interno é

‖f‖2
s =

∫
R
dξ
(
1 + ξ2

)s ∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣2 . (1.14)

Em particular, H0 (R) = L2 (R). No caso de s ∈ N, temos que

‖f‖2
s =

s∑
j=0

∥∥∂jxf∥∥2

0
, (1.15)

onde ‖·‖0 denota a norma em L2 (R).

Também utilizaremos os espaços de Sobolev homogêneos, definidos para s ∈ R por

Ḣs := Ḣs (R) =
{
f ∈ S ′ (R) ;Dsf ∈ L2 (R)

}
,

com

‖f‖Ḣs =
∥∥∥D̂sf

∥∥∥
0
, (1.16)

onde D̂sf é como em (1.4). Note que se f ∈ Hs (R), então

‖f‖Ḣs =
∥∥∥D̂sf

∥∥∥
0

=

(∫ ∞
−∞
|ξ|

s
2

∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣2 dξ) 1

2

<∞.

Logo, conclúımos que Hs (R) ⊆ Ḣs (R), para todo s ∈ R.

Já o espaço de Sobolev com peso Hs (R;x2dx), para s ∈ N, é definido por

Hs
(
R;x2dx

)
=
{
f ∈ L2 (R) ;x∂ixf ∈ L2 (R) , 0 ≤ i ≤ s

}
,
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cuja norma é

‖f‖2
s,2 := ‖f‖2

Hs(x2dx) =
s∑
i=0

∥∥x∂ixf∥∥2

0
. (1.17)

Exibiremos agora alguns resultados acerca dos espaços de Sobolev definidos ante-

riormente. Algumas demonstrações serão omitidas por conveniência, seguindo várias

referências onde se podem encontrá-las.

Proposição 1.1.

(a) Se s > 1
2
, então Hs (R) é uma álgebra de Banach com relação à multiplicação de

funções. Além disso, para f, g ∈ Hs (R) vale a desigualdade

‖fg‖s ≤ c (s) ‖f‖s ‖g‖s ;

(b) Sejam s ∈ R e k ∈ N com s > 1
2

+ k, então Hs (R) ↪→ Ck
∞ (R)(Imersão de

Sobolev).

Demonstração. Veja [1].

Lema 1.1. H1 (R) ⊆ L̂1 (R). Além disso, se g ∈ L2 (R)∩L2 (R;x2dx) vale a desigualdade

‖g‖L1(R) ≤ c
(
‖g‖L2(R) + ‖xg‖L2(R)

)
.

Demonstração. Seja f ∈ H1 (R). Então, utilizando a desigualdade de Hölder, temos que∥∥∥f̂∥∥∥
L1(R)

=

∫
R

∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣ dξ

=

∫
R

(1 + ξ2)
1
2

(1 + ξ2)
1
2

∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣ dξ

≤
(∫

R

(
1 + ξ2

) ∣∣∣f̂ (ξ)
∣∣∣2 dξ) 1

2
(∫

R

1

(1 + ξ2)
dξ

) 1
2

≤ c ‖f‖H1(R) ,

onde c :=

(∫
R

1

(1 + ξ2)
dξ

) 1
2

<∞. Dessa forma, conclúımos que H1 (R) ⊆ L̂1 (R).
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Denotando agora g := (̂ǧ) temos, usando a primeira parte da demonstração e a

identidade de Parseval, que

‖g‖L1(R) ≤ c
(
‖ǧ‖H1(R)

)
≤ c

(
‖ǧ‖L2(R) + ‖∂xǧ‖L2(R)

)
≤ c

(
‖ǧ‖L2(R) +

∥∥(xg)
∥̌∥
L2(R)

)
≤ c

(
‖g‖L2(R) + ‖(xg)‖L2(R)

)
,

e isto conclui a demonstração do lema.

Corolario 1.1. Para s, r ∈ Z com r > 0 temos que Hs (R) ∩ Hr (R;x2dx) ⊆ Hs (R) ∩
L1 (R).

Demonstração. Vamos mostrar que Hr (R;x2dx) ⊆ L1 (R), e dáı o resultado é imediato.

Observe inicialmente que se f ∈ Hr (R;x2dx) , r ≥ 1, então f ∈ L2 (R) ∩ L2 (R;x2dx),

pois Hr (R;x2dx) ⊂ H0 (R;x2dx) = L2 (R;x2dx), para todo r ≥ 1.

Assim, podemos aplicar o lema anterior para f , ou seja,

‖f‖L1(R) ≤ c
(
‖f‖L2(R) + ‖(xf)‖L2(R)

)
<∞,

pois f ∈ Hr (R;x2dx) implica xf ∈ L2 (R), para todo r ∈ Z, r ≥ 1.

1.4 Espaços de Banach Mistos e Propriedades

Para 1 ≤ p, q <∞, LpxL
q
T é o espaço de Banach misto definido por

LpxL
q
T :=

{
f : R× [−T, T ]→ R; ‖f‖LpxLqT < +∞

}
,

onde

‖f‖LpxLqT =

(∫ +∞

−∞

(∫ T

−T
|f (x, t)|q dt

) p
q

dx

) 1
p

. (1.18)

Quando p =∞ ou q =∞, usaremos as seguintes definiçõs adaptadas de (1.18):

‖f‖LpxL∞T =

(∫ +∞

−∞
sup

t∈[−T,T ]

|f (x, t)|p dx

) 1
p

; (1.19)
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‖f‖L∞x LqT = sup
x

(∫ T

−T
|f (x, t)|q dt

) 1
q

. (1.20)

Se escrevermos T = t em (1.18), significa que

‖f‖LpxLqt =

(∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
|f (x, t)|q dt

) p
q

dx

) 1
p

. (1.21)

Vamos agora demonstrar um lema utilizado ao longo do trabalho.

Lema 1.2. Sejam f ∈ L2
xL
∞
T e g ∈ L∞x L2

T , então fg ∈ L2
xL

2
T e vale

‖fg‖L2
xL

2
T
≤ ‖f‖L2

xL
∞
T
‖g‖L∞x L2

T
.

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder, temos que

‖fg‖2
L2
xL

2
T

=

∫ +∞

−∞

(∫ T

−T
|fg (x, t)|2 dt

)
dx

=

∫ +∞

−∞

(∫ T

−T
|f (x, t)|2 |g (x, t)|2 dt

)
dx

≤
∫ +∞

−∞

(
sup

[−T,T ]

|f |2
∫ T

−T
|g|2 dt

)
dx

≤

(∫ +∞

−∞
sup

[−T,T ]

|f |2 dx

)(
sup
x

∫ T

−T
|g|2 dt

)
= ‖f‖2

L2
xL

∞
T
‖g‖2

L∞x L
2
T
,

o que prova o lema.

1.5 Resultados Técnicos

Guardamos para o fim deste caṕıtulo alguns resultados técnicos utilizados no trabalho.

Teorema 1.7. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Considere um espaço métrico X =

(X, d), onde X 6= ∅. Suponha que X é completo e seja T : X → X uma contração em

X. Então T tem precisamente um ponto fixo.

Demonstração. A idéia da demonstração é a seguinte: Construimos uma sequência (xn)

e mostramos que esta é de Cauchy, e então convergente em um espaço completo X. A
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seguir, provamos que o limite x desta sequência é um ponto fixo de T , e T não tem pontos

fixos adicionais.

Comecemos escolhendo x0 ∈ X de forma arbitrária. Então, construimos a sequência

x0, x1 = Tx0, x2 = Tx1 = T 2x0, ..., xn = T nx0, ...

Note que tal sequência nada mais é que a sequência obtida por repetidas aplicações de

T à x0. Mostremos que esta sequência é de Cauchy.

Observe que

d (xm+1, xm) = d (Txm, Txm−1)

≤ αd (xm, xm−1)

= αd (Txm−1, xm−2)

≤ α2d (xm−1, xm−2)

... ≤ αmd (x1, x0) .

Assim, usando a desigualdade triangular e a fórmula para soma dos termos de uma P.G.

finita, obtemos, para n > m,

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + · · ·+ d(xn−1, xn)

≤ αm · d(x0, x1) + αm+1 · d(x0, x1) + · · ·+ αn−1 · d(x0, x1)

= [αm + αm+1 + · · ·+ αn−1] · d(x0, x1)

≤ αm · 1− αn−m

1− α
· d(x0, x1)

Como 0 ≤ α < 1, temos que 1− αn−m < 1, e então,

d (xm, xn) ≤ αm

1− α
d (x1, x0) .

Também pelo fato de 0 ≤ α < 1, αm → 0 quando m→ 0 (1− α e d (x1, x0) são fixos).

Logo, o lado direito da desigualdade acima se torna tão pequeno quanto desejamos

fazendo m → 0. Assim, conclúımos que (xn) é de Cauchy. Como X é completo, (xn)

converge, digamos para x. Vamos mostrar que x é um ponto fixo de T .

Pela desigualdade triangular, temos que

d (x, Tx) ≤ d (x, xm) + d (xm, Tx)

= d (x, xm) + d (Txm−1, Tx)

≤ d (x, xm) + αd (xm−1, x) ,
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e o lado direito da desigualdade acima vai a zero quando m → 0, pois xm → x. Logo,

d (x, Tx) ≡ 0, e consequentemente, Tx = x. Assim, mostramos que x é um ponto fixo de

T .

Suponha agora que Tx = x e Ty = y. Então

d (x, y) = d (Tx, Ty) ≤ αd (x, y) ,

e como α < 1, seque que d (x, y) ≡ 0, o que nos dá x = y. Isto conclui a demonstração.

Teorema 1.8. (Teorema da Função Impĺıcita) Sejam U ⊂ E , V ⊂ F abertos (E

e F espaços de Banach) e f : U × V → G uma aplicação de classe Ck. Considere

(a, b) ∈ U × V e assuma que D2f (a, b) : F → G é um isomorfismo. Se f (a, b) = 0,

então existe uma aplicação cont́ınua g : U0 → V , onde U0 ⊂ U é uma vizinhança aberta

de a tal que g (a) = b e f (x, g (x)) = 0, para todo x ∈ U0. Além disso, se U0 é uma bola

suficientemente pequena, então g é determinada de maneira única e é de classe Ck.

Demonstração. Veja [12].

Teorema 1.9. Sejam E um espaço de Banach e T ∈ B(E) tal que ‖T‖ < 1. Então,

(I − T ) é inverśıvel e seu inverso é dado pela série de Neumann

(I − T )−1 =
∞∑
n=0

T n,

onde a convergência vale na norma de B(E). Além disso,∥∥(I − T )−1
∥∥ ≤ (1− ‖T‖)−1.

Demonstração. Veja [7].

Definição 1.6. Seja F a faixa definida por F = {z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ 1}. Suponhamos

que para cada z ∈ F corresponde um operador linear Tz. A famı́lia de operadores {Tz} é

chamada admisśıvel se a aplicação

z 7→
∫
Y

(TZf)gdν

é anaĺıtica no interior de F , cont́ınua sobre F e existe uma constante a < π tal que

e−a|y| log

∣∣∣∣∫
Y

(TZf)gdν

∣∣∣∣
é uniformemente limitada na faixa F.
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Teorema 1.10 (Stein). Supondo que {Tz} , z ∈ F , seja uma famı́lia admisśıvel de oper-

adores satisfazendo

‖Tiyf‖q0 ≤M0(y) ‖f‖p0 e ‖T1+iyf‖q1 ≤M1(y) ‖f‖p1

para todas funções simples f ∈ Lp1 , onde 1 ≤ pj, qj ≤ ∞, Mj(y), j = 0, 1, são

independentes de f e satisfazem a desigualdade

sup
−∞<y<∞

eb|y| logMj(y) <∞,

para algum b < π. Se 0 ≤ t ≤ 1, existe uma constante Mt tal que

‖Ttf‖qt ≤Mt ‖f‖pt ,

para toda funcão simples f e

1

pt
=

1− t
p0

+
t

p1

,
1

qt
=

1− t
q0

+
t

q1

.

Demonstração. Veja [16].
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Caṕıtulo 2

Equação de Kuramoto-Velarde

Generalizada com Dispersão

2.1 Introdução

O presente caṕıtulo tem como objetivo estudar o problema de Cauchy para a Equação

de Kuramoto-Velarde com dispersão sem o termo dissipativo, isto é,

 ∂tu+ α ∂3
xu+ γ (∂xu)2 + δup ∂2

xu = 0

u(0) = φ
, (2.1)

onde x ∈ R, t ∈ R+, u é uma função que toma valores reais e, vamos supor que α, γ e

δ são constantes reais não nulas.

Será explorado diretamente o caráter dispersivo da equação, desconsiderando suas

propriedades dissipativas (veja [2]). O efeito da dispersão é traduzido pelos chamados

efeitos regularizantes locais do tipo Kato, presentes no grupo unitário {W (t)}t∈R, o qual

descreve a solução do problema linear homogêneo associado à ∂tu+ α ∂3
xu = g (x, t)

u(0) = φ.
(2.2)

Tal solução, obtida com a utilização da Transformada de Fourier (veja [13]), é dada por

u (x, t) = W (t)φ (x) = St ∗ φ (x) , (2.3)
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onde W (t) = e−αt∂
3
x e St é a integral oscilatória

St (x) = c

∫ ∞
−∞

eixξeitαξ
3

dξ. (2.4)

O desenvolvimento do método de solução aqui empregado se deve principalmente a Kenig,

Ponce e Vega.

2.2 Estimativas Lineares

Nesta seção vamos estabelecer as estimativas lineares necessárias à obtenção da solução

de (2.1). Tais estimativas aparecem demonstradas nos dois lemas seguintes.

Lema 2.1. (Estimativas lineares homogêneas) Se ϕ ∈ L2
x (R), então

(i)

‖∂sx (∂xW (t)ϕ)‖L∞x L2
t
≤ c ‖∂sxϕ‖0 , s ∈ R, (2.5)

(ii) Para T > 0,

‖W (t)ϕ‖L2
xL

∞
T
≤ c (1 + T )ρ ‖ϕ‖r , (2.6)

para r, ρ > 3
4
.

Demonstração. (i): Seja ϕ ∈ L2
x (R). Então temos que

W (t)ϕ (x) = (St ∗ ϕ) (x)

=

∫ ∞
−∞

St (x− y)ϕ (y) dy

=

∫ ∞
−∞

(
c

∫ ∞
−∞

ei(x−y)ξeitξ
3

dξ

)
ϕ (y) dy

= c

∫ ∞
−∞

ei(tξ
3+xξ)ϕ̂ (ξ) dξ.
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Assim, ∂xW (t)ϕ (x) = c

∫ ∞
−∞

ei(tξ
3+xξ) ξ ϕ̂ (ξ) dξ.

Faça então ξ = η1/3. Logo,

∂xW (t)ϕ (x) = c

∫ ∞
−∞

ei(tη+xη1/3)ϕ̂
(
η1/3

)
η1/3 1

3
η−2/3dη

= c

∫ ∞
−∞

ei(tη+xη1/3)ϕ̂
(
η1/3

)
η−1/3dη.

Usando a identidade de Parseval na variável t, temos que para cada x ∈ R vale∫ ∞
−∞
|∂xW (t)ϕ (x)|2 dt = c

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

eitηeixη
1/3

ϕ̂
(
η1/3

)
η−1/3dη

∣∣∣∣2 dt
= c

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f (η) eitηdη

∣∣∣∣2 dt
= c

∫ ∞
−∞
|f (η)|2 dη

= c

∫ ∞
−∞

∣∣∣eixη1/3

ϕ̂
(
η1/3

)
η−1/3

∣∣∣2 dη
= c

∫ ∞
−∞
|η|−2/3

∣∣ϕ̂ (η1/3
)∣∣2 dη

= c

∫ ∞
−∞

(
ξ3
)−2/3 |ϕ̂ (ξ)|2 3ξ2dξ

= c ‖ϕ‖2
0 .

Agora afirmamos que ∂sx [∂xW (t)ϕ (x)] = ∂x [W (t) ∂sxϕ (x)]. De fato, temos que:

∂x [W (t) ∂sxϕ (x)] = ∂x [(St ∗ ∂sxϕ) (x)]

= (∂xSt ∗ ∂sxϕ) (x) ,

e também

∂sx [∂xW (t)ϕ (x)] = ∂sx [∂x (St ∗ ϕ (x))]

= ∂sx [(∂xSt ∗ ϕ) (x)]

= (∂sxϕ ∗ ∂xSt) (x)

= (∂xSt ∗ ∂sxϕ) (x) ,
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e assim obtemos a igualdade. Finalmente

‖∂sx (∂xW (t)ϕ)‖2
L∞x L

2
t

= sup
x∈R

∫ ∞
−∞
|∂sx (∂xW (t)ϕ (x))|2 dt

= sup
x∈R

∫ ∞
−∞
|∂sx (W (t) ∂sxϕ (x))|2 dt

≤ c

∫ ∞
−∞
|∂x (W (t) ∂sxϕ (x))|2 dt

= c ‖∂sxϕ‖
2
0 ,

o que encerra a demonstração de (i).

Para a demonstração de (ii), veja [3].

Lema 2.2. (Estimativas lineares não-homogêneas) Se g ∈ L1
xL

2
t e T > 0, então valem:

(i)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) g (x, τ) dτ

∥∥∥∥
L∞T L

2
x

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
, (2.7)

(ii)

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) g (x, τ) dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
t

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
. (2.8)

Demonstração. (i): Inicialmente afirmamos que∥∥∥∥∂x ∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥

0

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
. (2.9)

De fato, por dualidade, temos∥∥∥∥∂x ∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥

0

= sup

{∫ ∞
−∞

(
∂x

∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
)
f (x) dx;∀f ∈ L2

x, ‖f‖0 = 1

}
.

Integrando por partes, usando a desigualdade de Hölder e o item (i) do lema anterior,
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obtemos ∣∣∣∣∫ ∞
−∞

(
∂x

∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
)
f (x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g (x, t′) ∂xW (−t′) f (x) dt′dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|g (x, t′) ∂xW (−t′) f (x)| dt′dx

≤
∫ ∞
−∞

[(∫ ∞
−∞
|g (x, t′)|2 dt′

)1/2(∫ ∞
−∞
|∂xW (−t′) f (x)|2 dt′

)1/2
]
dx

≤ sup
x

(∫ ∞
−∞
|∂xW (−t′) f (x)|2 dt′

)1/2 ∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|g (x, t′)|2 dt′

)1/2

dx

= ‖∂xW (−t′) f‖L∞x L2
t
‖g‖L1

xL
2
t

≤ c ‖f‖0 ‖g‖L1
xL

2
t
,

donde conclúımos a afirmação aplicando o sup em ambos os membros, com ‖f‖0 = 1.

Agora, usando (2.9) e o fato de o grupo W (t) preservar a norma em L2 (R), temos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L∞T L

2
x

=

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t)W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L∞T L

2
x

=

∥∥∥∥W (t) ∂x

∫ t

0

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L∞T L

2
x

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥W (t) ∂x

∫ t

0

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥

0

= sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥

0

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
,

e o item (i) está demonstrado.

(ii): Dizemos que uma função f ∈ D⊗ (R2) se podemos escrevê-la como f (x, t) =∑N
i=1 fi (x) f̃i (t), com fi , f̃i ∈ C∞0 (R), para i = 1, 2, ..., N . Pode-se demonstrar que

D⊗ (R2) = LpxL
q
t e D⊗ (R2) = LqtL

p
x, para p, q ∈ [1,∞)(veja [10]).

Afirmamos agora que∥∥∥∥∂2
x

∫ ∞
−∞

W (t− t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
.
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De fato, para f ∈ D⊗ (R2) com ‖f‖L1
xL

2
t

= 1 temos que∥∥∥∥∂2
x

∫ ∞
−∞

W (t− t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L∞x L

2
T

= sup

{∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
∂2
x

∫ ∞
−∞

W (t− t′) g (x, t′) dt′
)
f (x, t) dxdt; ‖f‖L1

xL
2
t

= 1

}
.

Note que como D⊗ (R2) ⊂ D⊗ (R2) = LpxL
q
t , temos que f ∈ L1

xL
2
t e assim ‖f‖L1

xL
2
t

está bem definida. Aplicando Fubini, as propriedades do grupo W (t), integração por

partes, a desigualdade de Hölder e o item (i) do lema, temos que∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
∂2
x

∫ ∞
−∞

W (t− t′) g (x, t′) dt′
)
f (x, t) dxdt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
∂2
x

∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
)
W (t) f (x, t) dtdx

= −
∫ ∞
−∞

(
∂x

∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
)(

∂x

∫ ∞
−∞

W (t) f (x, t) dt

)
dx

≤
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣(∂x ∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
)(

∂x

∫ ∞
−∞

W (−t) f (x, t) dt

)∣∣∣∣ dx
≤

(∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∂x ∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
∣∣∣∣2 dx

)1/2(∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∂x ∫ ∞
−∞

W (−t) f (x, t) dt

∣∣∣∣2 dx
)1/2

=

∥∥∥∥∂x ∫ ∞
−∞

W (−t′) g (x, t′) dt′
∥∥∥∥
L2
x

∥∥∥∥∂x ∫ ∞
−∞

W (−t) f (x, t) dt

∥∥∥∥
L2
x

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
‖f‖L1

xL
2
t
,

e assim, considerando o sup em ambos os membros da desigualdade acima, com ‖f‖L1
xL

2
t
,

temos a afirmação.

Agora, afirmamos que∥∥∥∥∫ ∞
−∞

eitτ
(∫ ∞
−∞

K (x− y, τ) ĝ(t) (y, τ) dy

)
dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
t

≤ c ‖g‖L1
xL

2
t
,

onde K (z, τ) := limε→0

∫
ε<|ξ3−τ |< 1

ε

eizξ
ξ2

ξ3 − τ
dξ (veja [10]).

De fato, usando a identidade de Parserval, a desigualdade de Minkowsky, e o fato de
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K ∈ L∞ (R2), temos∥∥∥∥∫ ∞
−∞

eitτ
(∫ ∞
−∞

K (x− y, τ) ĝ(t) (y, τ) dy

)
dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
t

= sup
x∈R

(∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f (τ) eitτdτ

∣∣∣∣2 dt
)1/2

= sup
x∈R

(∫ ∞
−∞
|f (τ)|2 dτ

)1/2

≤ sup
x∈R

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

∣∣K (x− y, τ) ĝ(t) (y, τ)
∣∣2 dτ)1/2

dy

≤ c

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|ĝ (y, τ)|2 dτ

)1/2

dy

= c ‖g‖L1
xL

2
t
.

Com essa afirmação e utilizando as proposições 3.2 e 3.3 e o lema 3.4 de [10] conclúımos

a demonstração do item (ii).

2.3 Boa Colocação

O objetivo desta seção é demonstrar dois teoremas que tratam da boa colocação local

com dado inicial pequeno para o problema de Cauchy (2.1). Eis o primeiro:

Teorema 2.1. Seja φ ∈ Hs (R) ∩H3 (R;x2dx), com s ≥ 5 inteiro. Então, existe η > 0

tal que, se

‖φ‖5 + ‖φ‖3,2 < η,

o problema (2.1) com p = 1 tem uma única solução u (·) definida no intervalo [0, T ],

onde T = T
(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
> 0 com T (θ)→∞ quando θ → 0, satisfazendo

u ∈ C
(
[0, T ] ;Hs (R) ∩H3

(
R;x2dx

))
≡ Zs

T

e

u ∈
{
v : R× [0, T ]→ R; ∂s+1

x v ∈ L∞
(
R;L2 [0, T ]

)}
≡ Y s

T .

Além disso, qualquer que seja T
′ ∈ (0, T ), existe uma vizinhança Vφ de φ em Hs (R) ∩

H3 (R;x2dx), tal que a aplicação φ̃→ ũ (t) de Vφ em Zs
T ′
∩ Y s

T ′
é Lipschitziana.
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Demonstração. Faremos a demonstração do caso em que s = 5, o qual corresponde ao

ı́ndice de Sobolev mais baixo. A demonstração para o caso geral é feita de maneira

análoga e ficará a cargo do leitor. (veja a observação no fim da demonstração, a qual

exibe as normas necessárias à obtenção da demonstração no caso s ≥ 6).

Inicialmente, definiremos um espaço métrico completo conveniente, o qual será de-

notado por χaT . Para φ ∈ H5 (R) ∩ H3 (R;x2dx) fixo, denotaremos por Av = Aφ (v) a

solução do problema linear não homogêneo ∂tu+ α ∂3
xu+ γ (∂xv)2 + δ ∂2

x (v2) = 0

u(0) = φ
, (2.10)

em sua versão integral, onde v ∈ χaT . A seguir, mostraremos que existem η > 0, a > 0 e

T = T
(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
> 0, tais que se ‖φ‖5 +‖φ‖3,2 < η, então v ∈ χaT implica Av ∈ χaT

e A : χaT → χaT é uma contração. Neste caso, o ponto fixo de A em χaT é solução de (2.1)

em sua versão integral.

Observação 2.1. Como ∂2
x (v2) = 2 (v2

x + vvxx), reescrevemos a equação original em

(2.1) na forma (2.10), para o caso p = 1. Tal opção foi feita apenas para simplificar a

notação nas demonstrações seguintes.

Agora, para v : R× [0, T ]→ R, definimos

λT1 (v) = sup
t∈[0,T ]

‖v (t)‖5 , (2.11)

λT2 (v) = sup
t∈[0,T ]

‖v (t)‖3,2 , (2.12)

λT3 (v) = (1 + T )−2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

v2 (x, t) dx

)1/2

, (2.13)

λT4 (v) = (1 + T )−2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

v2
x (x, t) dx

)1/2

, (2.14)

λT5 (v) = (1 + T )−2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v (x, t)| dx

)
, (2.15)

λT6 (v) = sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂5
xvx (x, t)

)2
dt

)1/2

, (2.16)

onde

H3
(
R;x2dx

)
:=

{
φ : R→ R; ‖φ‖3,2 :=

3∑
j=0

∥∥x∂jx∥∥0
<∞

}
(2.17)
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e

χT :=

{
v : R× [0, T ]→ R; ΛT (v) := max

1≤j≤6
λTj (v) <∞

}
Seja o espaço métrico completo dado por

χaT :=
{
v ∈ χT ; ΛT (v) ≤ a

}
, (2.18)

onde d (u, v) := ΛT (u− v).

Vamos demonstrar a seguir proposições que tratam das estimativas, em termos de

ΛT (v), das partes homogênea e não homogênea de u = Av, na versão integral

u (t) = Av (t) = W (t)φ−
∫ t

0

W (t− τ)
[
γv2

x + δ ∂2
xv

2
]
dτ. (2.19)

Proposição 2.1.

(i)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 . (2.20)

(ii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 . (2.21)

(iii)

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT
[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .(2.22)

(iv)

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT
[
λT1 (v)

]2
+ c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v)

+ cT 1/2 (1 + T )2 λT1 (v)λT4 (v) .

(2.23)

Demonstração. (i): Utilizando as desigualdades de Minkowsky e de Hölder e o lema de
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imersão de Sobolev, temos que∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
x (x, τ) dτ

∥∥∥∥
0

=

(∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ t

0

W (t− τ) v2
x (x, τ) dτ

∣∣∣∣2 dx
)1/2

≤
∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣W (t− τ) v2
x (x, τ)

∣∣2 dx)1/2

dτ

=

∫ T

0

∥∥W (t− τ) v2
x (x, τ)

∥∥
0
dτ

=

∫ T

0

∥∥v2
x (x, τ)

∥∥
0
dτ

=

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

(
v2
x (x, τ)

)2
dx

)1/2

dτ

≤
(∫ T

0

∫ ∞
−∞

v4
x (x, τ) dxdτ

)1/2(∫ T

0

dτ

)1/2

≤ T 1/2

[∫ T

0

sup
x∈R

v2
x

(∫ ∞
−∞

v2
xdx

)
dτ

]1/2

≤ T 1/2

[(
sup
t∈[0,T ]

∫ ∞
−∞

v2
xdx

)(∫ T

0

sup
x
v2
xdτ

)]1/2

≤ T 1/2

(
sup
t∈[0,T ]

‖vx‖2
0

)1/2(∫ T

0

∥∥v2
x

∥∥2

∞ dτ

)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖vx‖0 sup
t∈[0,T ]

‖vx‖∞

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2 sup
t∈[0,T ]

‖vx‖0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 ,

o que demonstra (i).
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(ii): Combinando as desigualdades de Hölder e Minkowsky, obtemos∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣W (t− τ) ∂2
xv

2
∣∣2 dx)1/2

dτ

=

∫ T

0

∥∥W (t− τ) ∂2
xv

2
∥∥

0
dτ

=

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣∂2
xv

2
∣∣2 dx)1/2

dt

≤ T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂2
xv

2
∣∣2 dxdt)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

(∫ ∞
−∞

∣∣∂2
xv

2
∣∣2 dx)1/2

= T sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv

2
∥∥

0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 .

(iii): Pelas desigualdades de Hölder e Minkowsky, temos

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

=

(∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ t

0

W (t− τ) ∂5
xv

2
xdτ

∣∣∣∣2 dx
)1/2

≤
∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣W (t− τ) ∂5
xv

2
x

∣∣2 dx)1/2

dτ

=

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv

2
x

∣∣2 dx)1/2

dt

≤ T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
∂5
xv

2
x

)2
dxdt

)1/2

Pela regra de Leibniz, temos

∂5
xv

2
x = 20∂3

xv ∂
4
xv + 10∂2

xv ∂
5
xv + 2∂xv ∂

6
xv,

e isso mostra que∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ T 1/2

6∑
j=1

cj

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
∂jxv
)2 (

∂7−j
x v

)2
dxdt

)1/2

. (2.24)

Observe que na desigualdade (2.24), o termo que envolve a maior derivada de v é
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vx∂
6
xv e pode ser estimado por(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(vx)
2 (∂6

xv
)2
dxdt

)1/2

≤

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(vx)
2

∫ T

0

(
∂6
xv
)2
dtdx

)1/2

≤
(

sup
x∈R

∫ T

0

(
∂6
xv
)2
dt

)1/2
(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

v2
xdx

)1/2

= (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .

(2.25)

Observe também que, utilizando a desigualdade de Hölder e o lema de imersão de Sobolev,

o termo que envolve ∂2
xv∂

5
xv pode ser estimado por(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
∂2
xv
)2 (

∂5
xv
)2
dxdt

)1/2

≤
(∫ T

0

sup
x∈R

(
∂2
xv
)2
∫ ∞
−∞

(
∂5
xv
)2
dxdt

)1/2

=

(∫ T

0

∥∥∂2
xv
∥∥2

∞

∥∥∂5
xv
∥∥2

0
dt

)1/2

≤ T 1/2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv
∥∥
∞

∥∥∂5
xv
∥∥

0

≤ cT 1/2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv
∥∥

1
sup
t∈[0,T ]

∥∥∂5
xv
∥∥

0

≤ cT 1/2 sup
t∈[0,T ]

(∥∥∂2
xv
∥∥

0
+
∥∥∂3

xv
∥∥

0

) ∥∥∂5
xv
∥∥

0

≤ cT 1/2
(
λT1 (v)

)2
.

Analogamente, os demais termos podem ser estimados, usando a desigualdade de Hölder

e o lema de imersão de Sobolev, por cT 1/2
(
λT1 (v)

)2
. Utilizando este fato, bem como as

estimativas (2.24) e (2.25), conclúımos a demonstração de (iii).

(iv): Pela regra de Leibniz, temos que

∂6
x

(
v2
)

= c1

(
∂3
xv
)2

+ c2∂
2
xv∂

4
xv + c3∂xv∂

5
xv + c4v∂

6
xv,

e assim,∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

=

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
6∑
j=0

cj

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

.

(2.26)

Analisando a parcela correspondente a j = 2 em (2.26), vemos que podemos estimá-

la, usando as desigualdades de Hölder e de Minkowsky, e a proposição 1.1 item (a), da
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seguinte maneira∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂x
(
∂2
xv∂

4
xv
)
dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣W (t− τ) ∂x
(
∂2
xv∂

4
xv
)∣∣2 dx)1/2

dt

≤ T sup
t∈[0,T ]

∥∥∂x (∂2
xv∂

4
xv
)∥∥

0

≤ T sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv∂

4
xv
∥∥

1

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v (t)‖2
5

= cT
(
λT1 (v)

)2
.

Procedendo da mesma forma para j = 3 e j = 4, podemos obter estimativa similar,

ou seja, ∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ)
[
∂j+1
x v∂6−j

x v + ∂jxv∂
7−j
x v

]
dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT
[
λT1 (v)

]2
, (2.27)

para j = 2, 3 e 4. Podemos estimar o termo associado a j = 0, 6 combinando o efeito

regularizante (2.7) e as normas (2.15) e (2.16). De fato,∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ c
∥∥v∂6

xv
∥∥
L1
xL

2
T

= c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

v2
(
∂6
xv
)2
dt

)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|
(∫ T

0

(
∂6
xv
)2
dt

)1/2

dx

≤ c sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xv
)2
dt

)1/2 ∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v| dx

= c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) .

(2.28)

Para finalizar a demonstração, fazendo uso de (2.7), (2.14), da desigualdade de Hölder
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e do Teorema de Fubini, obtemos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) vx∂
5
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

v2
x

(
∂5
xv
)2
dτ

)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|
(∫ T

0

(
∂5
xv
)2
dτ

)1/2

dx

≤ c

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(vx)
2 dx

)1/2(∫ ∞
−∞

∫ T

0

(
∂5
xv
)2
dτdx

)1/2

= c

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(vx)
2 dx

)1/2(∫ T

0

∥∥∂5
xv
∥∥2

0
dt

)1/2

≤ cT 1/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(vx)
2 dx

)1/2

sup
t∈[0,T ]

∥∥∂5
xv
∥∥

0

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) ,

(2.29)

e dessa forma, o resultado segue das estimativas (2.26)-(2.29).

Proposição 2.2.

(i)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 . (2.30)

(ii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
3 . (2.31)

(iii)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
3 . (2.32)

(iv)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
4 . (2.33)

Demonstração. (i): Observe que∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ =

∫ t

0

W (t)W (−τ) v2
xdτ = W (t)

∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ.
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Portanto, aplicando a estimativa (2.6) com r = 1 e ρ = 2, temos que∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
1

≤ c (1 + T )2

(∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

)
≤ c (1 + T )2

(∫ T

0

∥∥v2
x

∥∥
0
dτ +

∫ T

0

∥∥∂xv2
x

∥∥
0
dτ

)
≤ c (1 + T )2

∫ T

0

∥∥v2
x

∥∥
1
dτ

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 ,

e com isso, encerramos a demonstração de (i).

(ii): ∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
1

≤ c (1 + T )2

∫ T

0

∥∥∂2
xv

2
∥∥

1
dτ

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv

2
∥∥

1

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
3 .

Analogamente, demonstra-se (iii) e (iv).

Proposição 2.3.

(i) ‖W (t)φ‖L1
xL

∞
T
≤ c (1 + T )2

(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
. (2.34)

(ii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2 (T
[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v)

+ T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + TλT1 (v)λT2 (v)

+ T 2
[
λT1 (v)

]2
).

(2.35)
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(iii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2
(
TλT1 (v)λT2 (v) + T 2

[
λT1 (v)

]2
+ T

[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

+ T 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v) + (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v)

+ T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + T (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)
)
.

(2.36)

Demonstração. (i): Observe que∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|W (t)φ| dx ≤ 1

T

∫ T

0

∫ ∞
−∞
|W (t)φ| dxdt+ c

∫ T

0

∫ ∞
−∞
|W (t)φ′′′| dxdt. (2.37)

De fato, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe t0 ∈ (0, T ), tal que W (t0)φ =
1

T

∫ T

0

W (t)φ dt. Além disso, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

W (t)φ = W (t0)φ+

∫ t

t0

∂τW (τ)φ dτ.

Logo

|W (t)φ| ≤
∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

W (τ)φ dτ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ t

t0

∂τW (τ)φ dτ

∣∣∣∣
≤ 1

T

∫ T

0

|W (τ)φ| dτ +

∫ t

t0

|∂τW (τ)φ| dτ.

Aplicando o sup com relação a t em ambos os membros da desigualdade anterior, obtemos

sup
t∈[0,T ]

|W (t)φ| ≤ 1

T

∫ T

0

|W (τ)φ| dτ +

∫ T

0

|∂τW (τ)φ| dτ.

Portanto, integrando, usando o Teorema de Fubini e o fato de que W (t)φ é solução do

problema linear associado a (2.10), obtemos (2.37).

Para estimar os dois termos à direita de (2.37), usamos a desigualdade presente no

lema 1.1 seção 1.3. Dessa forma, obtemos∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|W (t)φ| dx ≤ 1

T

∫ T

0

‖φ‖0 dt+
1

T

∫ T

0

‖xW (t)φ‖0 dt

+ c

∫ T

0

‖φ′′′‖0 dt+ c

∫ T

0

‖xW (t)φ′′′‖0 dt

= ‖φ‖0 + cT ‖φ′′′‖0 +
1

T

∫ T

0

‖xW (t)φ‖0 dt

+ c

∫ T

0

‖xW (t)φ′′′‖0 dt.

(2.38)
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Mostremos agora que o operador L = ∂t + α∂3
x comuta com Γ (x, t) = x− 3αt∂2

x. De

fato:

(L ◦ Γ) f =
(
∂t + α∂3

x

) (
xf − 3αt∂2

xf
)

= ∂t (xf)− 3α∂t
(
t∂2
xf
)

+ α∂3
x (xf)− 3α2t∂5

xf

= x∂tf − 3α
(
∂2
xf + t∂t∂

2
xf
)

+ α
(
3∂2

xf + x∂3
xf
)
− 3α2t∂5

xf

= x∂tf − 3α∂2
xf − 3αt∂t∂

2
xf + 3α∂2

xf + αx∂3
xf − 3α2t∂5

xf

= x∂tf − 3αt∂2
x∂tf + αx∂3

xf − 3α2t∂5
xf

e

(Γ ◦ L) = Γ
(
∂tf + α∂3

xf
)

= x∂tf + αx∂3
xf − 3αt∂2

x∂tf − 3α2t∂5
xf.

Dessa forma, L ◦ Γ = Γ ◦ L, ou seja, L comuta com Γ.

Logo, como W (t)φ é solução do problema linear associado à (2.10), L (ΓW (t)φ) =

Γ (LW (t)φ) = 0, isto é, ΓW (t)φ é solução do problema linear associado à (2.10) com

dado inicial xφ. Portanto, ΓW (t)φ = W (t)xφ, ou seja, temos as igualdades

xW (t)φ = W (t)xφ+ 3αtW (t) (φ′′) (2.39)

e

xW (t)φ′′′ = W (t)xφ′′′ + 3αtW (t)φ(v). (2.40)

Utilizando (2.39) e (2.40) em (2.38), temos que∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|W (t)φ| dx ≤ ‖φ‖0 + cT ‖φ′′′‖0 +
1

T

∫ T

0

‖xφ‖0 dt+ c

∫ T

0

t ‖φ′′‖0 dt

+ c

∫ T

0

‖xφ′′′‖0 dt+ c

∫ T

0

t
∥∥φ(v)

∥∥
0
dt

= ‖φ‖0 + cT ‖φ′′′‖0 + ‖xφ‖0 + cT 2 ‖φ′′‖0 + cT ‖xφ′′′‖0 + cT 2
∥∥φ(v)

∥∥
0

≤ c (1 + T )2
(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
,

e dáı conclúımos a demonstração de (i).

(ii): Na demonstração de (ii), utilizamos a seguinte igualdade∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
t

=

∥∥∥∥W (t)

∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
t
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e usamos a estimativa linear (2.34), para obter∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
t

≤ c (1 + T )2

[∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
5

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
3,2

]
.

(2.41)

Estimamos o primeiro termo de (2.41) da seguinte maneira∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
5

=

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

∥∥v2
x

∥∥
0
dτ +

4∑
j=0

cj

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (−τ) ∂j+1
x v∂5−j

x vdτ

∥∥∥∥
0

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
1 +

3∑
j=1

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (−τ) ∂j+1
x v∂5−j

x vdτ

∥∥∥∥
0

+ c

∥∥∥∥W (t) ∂x

∫ t

0

W (−τ) vx∂
5
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
1 + T 1/2

3∑
j=1

cj(

∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂j+2
x v

∣∣2 ∣∣∂5−j
x v

∣∣2
+
∣∣∂j+1
x v

∣∣2 ∣∣∂6−j
x v

∣∣2 dxdτ)1/2

+ c

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) vx∂
5
xvdτ

∥∥∥∥
0

.

(2.42)

Note que que na segunda desigualdade acima fizemos o uso do seguinte resultado sobre

interpolação: ∥∥f 2
∥∥

0
= ‖f‖2

L4 ≤
(
‖f‖3/4

L2 ‖∇f‖1/4

L2

)2

.

Utilizando o efeito regularizante (2.7), o Teorema de Fubini e a desigualdade de Hölder,
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podemos estimar o último termo de (2.42) como segue∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) vx∂
5
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ ∞
−∞

(∫ T

0

∣∣vx∂5
xv
∣∣2 dτ)1/2

dx

≤
∫ ∞
−∞

(
sup
t∈[0,T ]

|vx|2
∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dτ)1/2

dx

≤
∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|
(∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dτ)1/2

dx

≤

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|2 dx

)1/2(∫ ∞
−∞

∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dτdx)1/2

≤

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|2 dx

)1/2

T 1/2 sup
t∈[0,T ]

(∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dx)1/2

≤ T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) .

(2.43)

Logo, segue de (2.42) e (2.43) que∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
5

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
1 + T 1/2

3∑
j=1

cj(

∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂j+2
x v

∣∣2 ∣∣∂5−j
x v

∣∣2
+
∣∣∂j+1
x v

∣∣2 ∣∣∂6−j
x v

∣∣2 dxdτ)1/2 + cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) .

Observe que, para j = 1, usando a desigualdade de Hölder e o lema de imersão de

Sobolev, temos que(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂3
xv
∣∣2 ∣∣∂4

xv
∣∣2 +

∣∣∂2
xv
∣∣2 ∣∣∂5

xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤
(∫ T

0

sup
x∈R

∣∣∂3
xv
∣∣2 ∫ ∞

−∞

∣∣∂4
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

+

(∫ T

0

sup
x∈R

∣∣∂2
xv
∣∣2 ∫ ∞

−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤

[
sup
t∈[0,T ]

∫ ∞
−∞

∣∣∂4
xv
∣∣2 dx∫ T

0

sup
x∈R

∣∣∂3
xv
∣∣2 dτ]1/2

+

[
sup
t∈[0,T ]

∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dx∫ T

0

sup
x∈R

∣∣∂2
xv
∣∣2 dτ]1/2

≤ T 1/2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂4
xv
∥∥

0
sup
t∈[0,T ]

∥∥∂3
xv
∥∥
∞ + T 1/2 sup

t∈[0,T ]

∥∥∂5
xv
∥∥

0
sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv
∥∥
∞

≤ cT 1/2
[
λT1 (v)

]2
.

Analogamente, para j = 2, 3, podemos obter estimativa semelhante, ou seja,

3∑
j=1

cj(

∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂j+2
x v

∣∣2 ∣∣∂5−j
x v

∣∣2 +
∣∣∂j+1
x v

∣∣2 ∣∣∂6−j
x v

∣∣2 dxdτ)1/2 ≤ cT
[
λT1 (v)

]2
.
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Logo, ∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
5

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
1 + cT

[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) .

(2.44)

Para estimar o segundo termo de (2.41), combinamos a definição (2.17) e a igualdade

(2.39). Assim∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
3,2

=
3∑
j=0

∥∥∥∥W (t)x

∫ t

0

W (−τ) ∂jxv
2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤
3∑
j=0

∥∥∥∥xW (t)

∫ t

0

W (−τ) ∂jxv
2
xdτ

∥∥∥∥
0

+ 3 |α|
3∑
j=0

∥∥∥∥tW (t)

∫ t

0

W (−τ) ∂j+2
x v2

xdτ

∥∥∥∥
0

≤
3∑
j=0

[∫ T

0

∥∥x∂jxv2
x

∥∥
0
dτ + 3 |α|

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂j+2
x v2

xdτ

∥∥∥∥
0

]
.

(2.45)

Observe que, podemos estimar o termo referente à j = 0 em (2.45), da seguinte forma∫ T

0

∥∥xv2
x

∥∥
0
dτ + 3 |α|

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂2
xv

2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖xvx‖1 sup
t∈[0,T ]

‖vx‖1

+ 3 |α|
∫ T

0

∥∥τ∂2
xv

2
x

∥∥
0
dτ

≤ cTλT1 (v) sup
t∈[0,T ]

‖v‖2,2

+ c |α|T 2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv

2
x

∥∥
0

≤ cTλT1 (v) sup
t∈[0,T ]

‖v‖2,2

+ c |α|T 2
[
λT1 (v)

]2
.

Analogamente, usando as desigualdades de Hölder, Minkowsky, e o lema de imersão de

Sobolev, podemos estimar todos os termos de (2.45), exceto o termo correspondente a

j = 3, da seguinte forma∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
x dτ

∥∥∥∥
3,2

≤ cTλT1 (v) sup
t∈[0,T ]

‖v‖2,2 + c |α|T 2
[
λT1 (v)

]2
+ 3 |α|

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

τW (−τ) v2
x dτ

∥∥∥∥
0

.

(2.46)
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Para finalizar a demonstração de (ii), usamos o mesmo racioćınio empregado em (2.42)

e (2.43) ao último termo de (2.46). Portanto,∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) v2
x dτ

∥∥∥∥
3,2

≤ cTλT1 (v)λT2 (v) + cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) ,

(2.47)

e assim, de (2.41), (2.44) e (2.47), conclúımos a verificação de (ii).

(iii): Comecemos aplicando (2.34) ao lado esquerdo de (2.36). Então∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L1
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

[∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
5

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
3,2

]

≤ c (1 + T )2

[∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
3,2

]
.

(2.48)

Estimemos então cada termo de (2.48).

Utilizando as desigualdades de Minkowsky e Hölder, o primeiro termo pode ser estimado

por ∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

(∫ ∞
−∞

∣∣∂2
xv

2
∣∣2 dx)1/2

dτ

≤ T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂2
xv

2
∣∣2 dxdt)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

∥∥∂2
xv

2
∥∥

0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2 .

(2.49)

Aplicamos ao segundo termo de (2.48) a regra de Leibniz. Então∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

=

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

=

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
6∑
j=0

cj

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

.

(2.50)
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Para j = 2, 3, 4, usamos as desigualdades de Hölder e Minkowsky e o lema de imersão de

Sobolev e chegamos à estimativa∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ)
(
∂j+1
x v∂6−j

x v + ∂jxv∂
7−j
x v

)
dτ

∥∥∥∥
0

≤ T
[
λT1 (v)

]2
. (2.51)

Note que (2.51) foi essencialmente estimado em (2.44). Quando j = 0, 1 (analogamente

j = 5, 6), utilizamos o efeito regularizante (2.7), e obtemos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

≤ c
∥∥∂jxv∂6−j

x v
∥∥
L1
xL

2
T

= c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

∣∣∂jxv∂6−j
x v

∣∣2 dt)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣∂jxv∣∣ (∫ T

0

∣∣∂6−j
x v

∣∣2 dt)1/2

dx.

(2.52)

Observe que, se j = 0, temos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|
(∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

dx

≤ c

(
sup
x∈R

∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v| dx

)
= c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) ,

(2.53)

e para j = 1, usando a desigualdade de Hölder e o Teorema de Fubini em (2.52), segue

que∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) vx∂
5
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|
(∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dt)1/2

dx

≤ c

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|2
)1/2(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdt)1/2

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) .

(2.54)

Note que (2.54) foi estimado com detalhes em (2.43).

Falta apenas estimar o último termo de (2.48). Começamos empregando a definição
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de ‖·‖3,2, juntamente com a igualdade (2.39), para obter∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
3,2

=
3∑
j=0

∥∥∥∥x∂jx ∫ t

0

W (−τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

=
3∑
j=0

∥∥∥∥xW (t)

∫ t

0

W (−τ) ∂j+2
x v2dτ

∥∥∥∥
0

≤
3∑
j=0

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)x∂j+2
x v2dτ

∥∥∥∥
0

+ c

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂j+4
x v2dτ

∥∥∥∥
0

.

(2.55)

Note que, utilizando as desigualdades de Minkowsky e de Hölder, bem como o lema

de imersão de Sobolev, obtemos a sequência de estimativas para cada termo de (2.55)∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)x∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

=

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) 2
(
xv2

x + xvvxx
)
dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

∥∥2
(
xv2

x

)∥∥
0
dt+

∫ T

0

‖2xvvxx‖0 dt

≤ 2T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣xv2
x

∣∣2 dxdt)1/2

+ 2T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xvvxx|2 dxdt

)1/2

≤ 2T 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v4
x

∥∥
1
dt

)1/2

+ 2T 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v2v2
xx

∥∥
1
dt

)1/2

≤ 2T 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v2
x

∥∥
1

∥∥v2
x

∥∥
1
dt

)1/2

+ 2T 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v2
∥∥

1

∥∥v2
xx

∥∥
1
dt

)1/2

≤ 2T 1/2 sup
t∈[0,T ]

‖vx‖1

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xvx|2 dxdt

)1/2

+ 2T 1/2 sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xv|2 dxdt

)1/2

≤ 2T sup
t∈[0,T ]

‖vx‖1 sup
t∈[0,T ]

‖xvx‖0 + 2T sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1 sup
t∈[0,T ]

‖xv‖0

≤ 4T sup
t∈[0,T ]

‖v‖3 sup
t∈[0,T ]

‖v‖1,2 ,

(2.56)
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∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)x∂3
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

‖c (xvxvxx)‖0 dt+

∫ T

0

‖c (xvvxxx)‖0 dt

≤ cT 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xvxvxx|2 dxdt

)1/2

+ cT 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xvvxxx|2 dxdt

)1/2

≤ cT 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v2
x

∥∥
1

∥∥v2
xx

∥∥
1
dt

)1/2

+ cT 1/2

(∫ T

0

∥∥x2v2
∥∥

1

∥∥v2
xx

∥∥
1
dt

)1/2

≤ cT 1/2 sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xvx|2 dxdt

)1/2

+ cT 1/2 sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xv|2 dxdt

)1/2

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1 sup
t∈[0,T ]

‖xvx‖0 + cT sup
t∈[0,T ]

‖vxx‖1 sup
t∈[0,T ]

‖xv‖0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖4 sup
t∈[0,T ]

‖v‖1,2 ,

(2.57)

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)x∂4
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT sup
t∈[0,T ]

‖v‖5 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2,2 , (2.58)

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ)x∂4
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

t

(∫ ∞
−∞

∣∣∂4
xv

2
∣∣2 dx)1/2

dt

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂4
xv

2
∥∥

0

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
4 ,

(2.59)

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ)x∂5
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 . (2.60)

Além disso, aplicando a regra de Leibniz a ∂6
xv

2, obtemos∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
6∑
j=0

cj

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

= c

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

+
5∑
j=1

cj

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

.

(2.61)
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A primeira parcela de (2.61) é estimada usando as desigualdades de Minkowsky e Hölder,

como segue ∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

t

(∫ ∞
−∞

∣∣v∂6
xv
∣∣2 dx)1/2

dt

≤ T 3/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|v|2

∣∣∂6
xv
∣∣2 dxdt)1/2

.

(2.62)

Já a segunda parcela de (2.61) é estimada da seguinte maneira

5∑
j=1

cj

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂jxv∂
6−j
x vdτ

∥∥∥∥
0

≤
5∑
j=1

cj

[∫ T

0

t

(∫ ∞
−∞

∣∣∂jxv∂6−j
x v

∣∣2 dx)1/2

dt

]

≤ cT 2

5∑
j=1

sup
t∈[0,T ]

∥∥∂jxv∂6−j
x v

∥∥
0

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 .

(2.63)

Assim,∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + T 3/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|v|2

∣∣∂6
xv
∣∣2 dxdt)1/2

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + T 3/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|2
∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dtdx)1/2

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + T 3/2

(
sup
x∈R

∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|2 dx

)1/2

≤ cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

(2.64)

46



e, aplicando a regra de Leibniz ao termo ∂7
xv, obtemos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

τW (−τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
5∑
j=1

cj

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) ∂j+1
x v∂6−j

x vdτ

∥∥∥∥
0

+ c

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

τW (−τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∫ t

0

τW (−τ) vx∂
6
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + c

∥∥∥∥W (t) ∂x

∫ t

0

τW (−τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

+

∫ T

0

t

(∫ ∞
−∞

∣∣vx∂6
xv
∣∣2 dx)1/2

dt

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + c

∥∥∥∥W (t) ∂x

∫ t

0

τW (−τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

+ cT 3/2

(∫ ∞
−∞

∫ T

0

∣∣vx∂6
xv
∣∣2 dtdx)1/2

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 + c

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

τW (t− τ) v∂6
xvdτ

∥∥∥∥
0

+ cT 3/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|2 dx

)1/2

sup
x∈R

(∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

≤ cT 2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
5 +

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

∣∣τv∂6
xv
∣∣2 dτ)1/2

dx+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

≤ cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ T sup

x∈R

(∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|2 dx

)1/2

+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

= cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ T (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v) + cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .

(2.65)

Note que, para obtermos (2.65) fizemos uso das desigualdades de Minkowsky e Hölder,

bem como do efeito regularizante (2.7).

Finalmente, temos pelas desigualdades de Minkowsky e de Hölder, bem como pelo
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lema de imersão de Sobolev que∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)x∂5
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤
∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)xS
(
vx, ..., ∂

4
xv
)
dτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)xv∂5
xvdτ

∥∥∥∥
0

≤ T 1/2

(∫ T

0

∥∥xS (vx, ..., ∂4
xv
)∥∥2

0
dτ

)1/2

+ T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞
|xv|2

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

∥∥xS (vx, ..., ∂4
xv
)∥∥

0
+ T 1/2

(∫ T

0

sup
x∈R
|xv|2

∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

‖v‖5 sup
t∈[0,T ]

‖v‖3,2 + T 1/2

(∫ T

0

‖xv‖2
∞

∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤ TλT1 (v)λT2 (v) + T 1/2 sup
t∈[0,T ]

‖xv‖∞
(∫ T

0

∫ ∞
−∞

∣∣∂5
xv
∣∣2 dxdτ)1/2

≤ TλT1 (v)λT2 (v) + T sup
t∈[0,T ]

‖xv‖1 sup
t∈[0,T ]

∥∥∂5
xv
∥∥

0

≤ TλT1 (v)λT2 (v) + T sup
t∈[0,T ]

(
‖v‖1,2 + ‖v‖0

)
λT1 (v)

≤ 2TλT1 (v)λT2 (v) + T
[
λT1 (v)

]2
,

(2.66)

onde S (vx, ..., ∂
4
xv) =

∑4
j=1 cj∂

j
xv∂

5−j
x v. Note que para obtermos (2.66), foi necessário o

uso da seguinte desigualdade

‖xv‖1 ≤ ‖xv‖0 + ‖∂x (xv)‖0

≤ ‖xv‖0 + ‖xv‖0 + ‖v‖0

= ‖v‖1,2 + ‖v‖0 .

Portanto, juntas as estimativas (2.48)-(2.66), nos dão o resultado procurado.

Proposição 2.4.

(i) ‖W (t)φ‖3,2 ≤ ‖φ‖3,2 + cT ‖φ‖5 . (2.67)

(ii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
3,2

≤ cTλT1 (v)λT2 (v)

+ cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) .

(2.68)
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(iii)

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
3,2

≤ cTλT1 (v)λT2 (v)

+ cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT

[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

+ T (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .

(2.69)

Demonstração. (i): Usando a identidade (2.39), obtemos

‖W (t)φ‖3,2 =
3∑
j=0

∥∥xW (t) ∂jxφ
∥∥

0

≤
3∑
j=0

∥∥W (t)x∂jxφ
∥∥

0
+ cT

3∑
j=0

∥∥W (t) ∂j+2
x φ

∥∥
0

≤ ‖φ‖3,2 + cT ‖φ‖5 .

(ii) e (iii): Observe que (2.68) e (2.69) já foram demonstradas respectivamente em

(2.45) a (2.47) e (2.55) a (2.66).

Proposição 2.5.

(i)

∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ cT
[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) . (2.70)

(ii)

∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ 2 (1 + T )2 λT6 (v)λT5 (v)

+ 2T 1/2λT4 (v)λT1 (v)

+ cT
[
λT1 (v)

]2
. (2.71)

Demonstração. Aplicando o efeito regularizante (2.5), as desigualdades de Minkowsky e
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de Hölder e o lema de imersão de Sobolev, temos que∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c

∥∥∥∥∫ T

0

W (−τ) ∂5
x (vx)

2 dτ

∥∥∥∥
0

≤ c

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

(
∂5
x (vx)

2)2
dx

)1/2

dt

≤ cT 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
∂5
x (vx)

2)2
dxdt

)1/2

≤ T 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

[
S
(
vxx, ..., ∂

5
xv
)]2

dxdt

)1/2

+ cT 1/2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

(vx)
2 (∂6

xv
)2
dxdt

)1/2

≤ T sup
t∈[0,T ]

∥∥S (vxx, ..., ∂5
xv
)∥∥

0

+ cT 1/2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(vx)
2

∫ T

0

(
∂6
xv
)2
dxdt

)1/2

≤ cT
[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) ,

onde S (vxx, ..., ∂
5
xv) =

∑4
j=1 cj∂

j+1
x v∂6−j

x v. Isto encerra a demonstração de (i).

(ii): Escrevemos ∂6
xv =

∑6
j=0 cj∂

j
xv∂

6−j
x v, então∥∥∥∥∂6

x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

=

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂6
xv

2dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ 2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ)
(
v∂6

xv + vx∂
5
xv
)
dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

+

∥∥∥∥∂xW (t)

∫ t

0

W (−τ) ∂xS
(
vxx, vxxx, ∂

4
xv
)
dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

.

Aplicando os efeitos regularizantes (2.5) e (2.8) e o lema de imersão de Sobolev,
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obtemos∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ 2
∥∥v∂6

xv + vx∂
5
xv
∥∥
L1
xL

2
T

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) ∂xS
(
vxx, vxxx, ∂

4
xv
)
dτ

∥∥∥∥
0

≤ 2

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

∣∣v∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

dx+ 2

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

∣∣vx∂5
xv
∣∣2 dt)1/2

dx

+

∫ T

0

∥∥∂xS (vxx, vxxx, ∂4
xv
)∥∥

0
dt

≤ 2

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|
(∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2

dx+ 2

∫ ∞
−∞

(
sup
t∈[0,T ]

|vx|2
)1/2(∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dt)1/2

dx

+ T sup
t∈[0,T ]

∥∥∂xS (vxx, vxxx, ∂4
xv
)∥∥

0

≤ 2 sup
x∈R

(∫ T

0

∣∣∂6
xv
∣∣2 dt)1/2 ∫ ∞

−∞
sup
t∈[0,T ]

|v| dx

+ 2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|2 dx

)1/2(∫ ∞
−∞

∫ T

0

∣∣∂5
xv
∣∣2 dtdx)1/2

+ cT
[
λT1 (v)

]2
≤ 2 (1 + T )2 λT6 (v)λT5 (v) + 2T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + cT

[
λT1 (v)

]2
.

A proposição 2.1 nos fornece a seguinte estimativa∥∥∥∥W (t)φ−
∫ t

0

W (t− τ)
[
γv2

x + δ∂2
xv

2
]
dτ

∥∥∥∥
5

=

∥∥∥∥W (t)φ−
∫ t

0

W (t− τ)
[
γv2

x + δ∂2
xv

2
]
dτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂5
x

(
W (t)φ−

∫ t

0

W (t− τ)
[
γv2

x + δ∂2
xv

2
]
dτ

)∥∥∥∥
0

≤ ‖φ‖0 +
∥∥∂5

xφ
∥∥

0
+

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) γv2
xdτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) δ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) γv2
xdτ

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥∂5
x

∫ t

0

W (t− τ) δ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
0

≤ ‖φ‖5 + cT
[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

+ c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) + cT 1/2 (1 + T )2 λT1 (v)λT4 (v) .
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Logo,

λ1 (Av) ≤ ‖φ‖5 + cT
[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

+ c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) + cT 1/2 (1 + T )2 λT1 (v)λT4 (v) .
(2.72)

Já a proposição 2.4 nos dá a seguinte estimativa∥∥∥∥W (t)φ−
∫ t

0

W (t− τ)
[
γv2

x + δ∂2
xv

2
]
dτ

∥∥∥∥
3,2

≤ ‖W (t)φ‖3,2 +

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) γv2
xdτ

∥∥∥∥
3,2

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) δ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
3,2

≤ ‖φ‖3,2 + cT ‖φ‖5 + cTλT1 (v)λT2 (v) + cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + cTλT1 (v)λT2 (v) + cT 2

[
λT1 (v)

]2
+ cT

[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v) + T (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .

Assim, conclúımos que

λ2 (Av) ≤ ‖φ‖3,2 + cT ‖φ‖5 + cTλT1 (v)λT2 (v) + cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + cT

[
λT1 (v)

]2
+ T 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

+ cT (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v) + cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) .

(2.73)

Combinando (2.6), (2.30) e (2.31), encontramos

‖Av‖L2
xL

∞
T
≤ ‖W (t)φ‖L2

xL
∞
T

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) γv2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

+

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ) δ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2 ‖φ‖5 + cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
2

+ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

‖v‖2
3 .

Logo,

λ3 (Av) ≤ c ‖φ‖5 + cT
[
λT1 (v)

]2
. (2.74)

De forma análoga, unindo (2.6), (2.32) e (2.33), obtemos

λ4 (Av) ≤ c ‖φ‖5 + cT
[
λT1 (v)

]2
. (2.75)
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Pela proposição (2.3), temos

λ5 (Av) ≤ c
(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
+ cT

[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v)

+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + cTλT1 (v)λT2 (v) + cT 2
[
λT1 (v)

]2
+ cT 3/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v) + cT 3/2 (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

+ c (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) + T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v)

+ cT (1 + T )2 λT3 (v)λT6 (v)

(2.76)

e de (2.5), (2.70) e (2.71), conclúımos que

λ6 (Av) ≤
∥∥∂5

x∂xW (t)φ
∥∥
L∞x L

2
T

+

∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) γv2
xdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

+

∥∥∥∥∂6
x

∫ t

0

W (t− τ) δ∂2
xv

2dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c
∥∥∂5

xφ
∥∥

0
+ cT

[
λT1 (v)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

+ 2 (1 + T )2 λT6 (v)λT5 (v) + 2T 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT1 (v) + cT
[
λT1 (v)

]2
≤ c ‖φ‖5 + cT

[
λT1 (v)

]2
cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (v)λT6 (v)

+ 2 (1 + T )2 λT5 (v)λT6 (v) + 2T 1/2 (1 + T )2 λT1 (v)λT4 (v) .

(2.77)

Então, (2.72)-(2.77) nos dão a seguinte estimativa

ΛT (Av) ≤ cη0 (1 + T ) + c
[
ΛT (v)

]2{
T + T 1/2 (1 + T )2 + (1 + T )2 + T 2 + T 3/2 (1 + T )2 + T (1 + T )2}
≤ cη0 (1 + T ) + c (1 + T )4 [ΛT (v)

]2
,

(2.78)

onde η0 = ‖φ‖5 + ‖φ‖3,2 < η(a ser determinado) e c > 1 constante.

Primeiro, fixamos η, tal que 16c2η = 1. A seguir, escolhemos

a = 2c (1 + T ) η0, (2.79)

com T satisfazendo

4c2 (1 + T )5 η0 ≤ 1/2. (2.80)

Então, ΛT (Av) < a e portanto Av ∈ χaT quando v ∈ χaT . Um argumento similar mostra

que se

v, w ∈ χaT , temos

ΛT (Aφ (v)− Aφ (w)) ≤ (1 + T )4 [Λt (v) + ΛT (w)
]

ΛT (v − w) . (2.81)
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Além disso, para T0 ∈ (0, T ) e ṽ ∈ χaT ,

ΛT0 (Aφ (v)− Aφ (ṽ)) ≤ (1 + T0)

(∥∥∥φ− φ̃∥∥∥
5

+
∥∥∥φ− φ̃∥∥∥

3,2

)
+ c (1 + T0)4 [ΛT0 (v) + ΛT0 (ṽ)

]
ΛT0 (v − ṽ) .

(2.82)

De (2.80), obtemos

c (1 + T )4 [ΛT (v) + ΛT (w)
]
≤ 4c2 (1 + T )5 η0 < 1. (2.83)

Logo, de (2.81) e (2.83) segue que A : χaT → χaT é uma contração e portanto existe um

único u ∈ χaT , tal que Aφ (u) = u. De (2.80), (2.81) e (2.82), conclúımos que a aplicação

φ̃ ∈ V 7→ ũ ∈ χaT0

é Lipschitziana, onde V é uma vizinhança de φ dependente de T0.

Como próximo passo, vamos mostrar a continuidade de u, ou seja, vamos mostrar

que u ∈ C ([0, T ] ;H5 (R) ∩H3 (R;x2dx)). Utilizaremos o mesmo argumento do Teorema

5.88 (ver [2]). Assim, basta provar a continuidade de u em t = 0 e a unicidade da solução.

Iniciaremos com a prova da continuidade em t = 0. Pela equação integral, temos que

‖u (t)− φ‖3,2 ≤ ‖W (t)φ− φ‖3,2 +

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ)
[
γu2

x + δ∂2
xu

2
]
dτ

∥∥∥∥
3,2

. (2.84)

Aplicando a identidade (2.39) e a propriedade de isometria do grupo W (t), obtemos

‖W (t)φ− φ‖3,2 =
3∑
j=0

∥∥x (W (t)− I) ∂jxφ
∥∥

0

≤
3∑
j=0

∥∥(W (t)− I)x∂jxφ
∥∥

0
+ ct

3∑
j=0

∥∥(W (t)− I)
(
∂j+2
x φ

)∥∥
0

≤
3∑
j=0

∥∥(W (t)− I)x∂jxφ
∥∥

0
+ ct ‖φ‖5 .

(2.85)

Combinando (2.68), (2.69) e (2.85) em (2.84), segue a continuidade de u na norma de

H3 (R;x2dx), quando t→ 0+.

As estimativas (2.20)-(2.23) e o fato de que u ∈ χaT , implicam

‖u (t)− φ‖5 ≤ ‖W (t)φ− φ‖5 +

∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ)
[
γu2

x + δ∂2
xu

2
]
dτ

∥∥∥∥
5

≤ ‖W (t)φ− φ‖5 + ct
[
λt1 (u)

]2
+ ct1/2 (1 + t)2 λt4 (u)λt6 (u)

+ c (1 + t)2 λt5 (u)λt6 (u) + ct1/2 (1 + t)2 λt1 (u)λt4 (u)

≤ ‖W (t)φ− φ‖5 + cta2 + ct1/2 (1 + t)2 a2 + c (1 + t)2 aλt6 (u) .

(2.86)
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Para mostrar que o lado direito de (2.86) pode ser feito tão pequeno quanto se queira,

quando t → 0+, devemos ter λt6 (u) → 0 quando t → 0+. Para isso, usamos a equação

integral, (2.70) e (2.71) para obter

λT6 (u) = sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xu
)2
dt

)1/2

≤
∥∥∂6

xW (t)φ
∥∥
L∞x L

2
T

+

∥∥∥∥∂6
x

∫ T

0

W (t− τ)
[
γu2

x + δ∂2
xu

2
]
dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xW (t)φ

)2
dt

)1/2

+ cT
[
λT1 (u)

]2
+ cT 1/2 (1 + T )2 λT4 (u)λT6 (u) + 2 (1 + T )2 λT6 (u)λT5 (u)

+ 2T 1/2λT4 (u)λT1 (u)

≤ sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xW (t)φ

)2
dt

)1/2

+ cTa2 + cT 1/2 (1 + T )2 a2

+ 2 (1 + T )2 a sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xu
)2
dt

)1/2

(2.87)

pois u ∈ χaT . Note que, de (2.80), obtemos

2a (1 + T )2 = 4c (1 + T )3 η0 < 4c2 (1 + T )5 ≤ 1/2.

Portanto, de (2.87), segue que

1

2
sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xu
)2
dt

)1/2

≤ sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xW (t)φ

)2
dt

)1/2

+ cTa2 + cT 1/2 (1 + T )2 a2.

(2.88)

Agora, dado ε > 0, tome φε ∈ H∞, tal que ‖φε − φ‖5 < ε, então, de (2.5) e do lema de

imersão de Sobolev, obtemos a estimativa

sup
x∈R

(∫ T

0

∣∣∂6
xW (t)φ

∣∣2 dt)1/2

=
∥∥∂6

xW (t)φ
∥∥
L∞x L

2
T

≤
∥∥∂6

xW (t) (φ− φε)
∥∥
L∞x L

2
T

+ sup
x∈R

(∫ T

0

∣∣∂6
xW (t)φε

∣∣2 dt)1/2

≤
∥∥∂5

x (φ− φε)
∥∥

0
+ T 1/2

∥∥∂6
xφ

ε
∥∥
∞

≤ ‖φ− φε‖5 + T 1/2 ‖φε‖7

< ε+ T 1/2 ‖φε‖7 .

(2.89)
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De (2.88) e (2.89), temos que

sup
x∈R

(∫ T

0

(
∂6
xu
)2
dt

)1/2

→ 0, (2.90)

quando t→ 0+. Este fato aplicado a (2.86) nos dá a continuidade de u na norma de H5,

em t = 0.

Provemos agora a unicidade.

Seja w uma solução de (2.1) no intervalo [0, T1], onde T1 < T e ΛT1 (w) <∞. Suponha

que w ∈ χa1
T1

para algum a1 > a = 2c (1 + T ) η0, com w ∈ C ([0, T1] ;H5 (R) ∩H3 (R;x2dx)).

Como η0 ≤ supt∈[0,τ ]

(
‖w (t)‖5 + ‖w (t)‖3,2

)
≤ a1, para τ ∈ [0, T1], por continuidade,

existe T2 < T1 satisfazendo

sup
t∈[0,τ ]

(
‖w (t)‖5 + ‖w (t)‖3,2

)
≤ a. (2.91)

Além disso, w satisfaz a equação integral associada a (2.1). De (2.91) e estimando λt3 (w),

λt4 (w) como em (2.74) e (2.75), encontramos

λtj (w) ≤ cη0 + cta2 ≤ a, (2.92)

para t ∈ [0, T3], com T3 < T2 suficientemente pequeno e j = 3, 4. Analogamente, como

em (2.76) e usando (2.90) temos que

λTj (w) ≤ a, (2.93)

para T4 < T3 suficientemente pequeno e j = 5, 6. Portanto, acabamos de mostrar que

w ∈ χaT4
para T4 < T1 suficientemente pequeno, o que implica que

w = u, em [0, T4] . (2.94)

Reaplicando este processo um número finito de vezes, estendemos a unicidade ao intervalo

[0, T ], e isso conclui a demonstração do Teorema (2.1) com s = 5.

Observação 2.2. Para demonstrar o Teorema (2.1), onde s ≥ 6 inteiro, utilizamos as

normas (2.12) a (2.15) e

λT1 (v) = sup
t∈[0,T ]

‖v (t)‖s , λT6 (v) = sup
x∈R

(∫ T

0

(∂sxvx (x, t))2 dt

)1/2

.

As estimativas necessárias à obtenção da demonstração são obtidas da mesma forma que

no caso em que s = 5.
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Vamos demonstrar agora o segundo teorema mencionado no ińıcio da seção.

Teorema 2.2. Seja φ ∈ Hs (R), com s ≥ 2 inteiro. Então, existe η > 0 tal que, se

‖φ‖s < η,

o problema (2.1) com p ≥ 2 tem uma única solução u (·) definida no intervalo [0, T ],

onde T = T (‖φ‖s) > 0 com T (θ)→∞ quando θ → 0 satisfazendo

u ∈ C ([0, T ] ;Hs (R)) ≡ Zs
T

e

u ∈
{
v : R× [0, T ]→ R; ∂s+1

x v ∈ L∞
(
R;L2 [0, T ]

)}
≡ Y s

T .

Além disso, qualquer que seja T
′ ∈ (0, T ), existe uma vizinhança Vφ de φ em Hs (R), tal

que a aplicação φ̃→ ũ (t) de Vφ em Zs
T ′
∩ Y s

T ′
é Lipschitziana.

Demonstração. Considere o problema (6.1) com s, p ≥ 2 inteiros. Neste caso, é suficiente

empregar as seguintes normas

λT1 (v) = sup
t∈[0,T ]

‖v (t)‖s , (2.95)

λT2 (v) = (1 + T )−2

(∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

(
v2 (x, t) + v2

x (x, t)
)
dx

)1/2

, (2.96)

λT3 (v) = sup
x∈R

(∫ T

0

|∂sxvx|
2 dt

)1/2

, (2.97)

e definir o espaço métrico

χaT :=

{
v : R× [0, T ]→ R; ΛT (v) := max

1≤j≤3
λTj (v) ≤ a

}
, (2.98)

onde d (u, v) := ΛT (u− v).

Com a finalidade de tornar mais simples as contas, provaremos na proposição a seguir

as principais estimativas não homogêneas necessárias à obtenção da demonstração do

Teorema 2.2 no caso p = s = 2. As estimativas nos demais casos são inteiramente

análogas.
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Proposição 2.6.

(i)

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT2 (v)
[
λT1 (v)

]2
(2.99)

+c (1 + T )2 λT2 (v)λT3 (v) ≡ E1.

(ii)

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ c (1 + T )2 λT2 (v)λT1 (v) ≡ E2. (2.100)

(iii)

∥∥∥∥∂3
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ E1. (2.101)

(iv)

∥∥∥∥∂3
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ E2. (2.102)

(v)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 [λT1 (v)
]2

+ c (1 + T )2E2. (2.103)

(vi)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ cT (1 + T )2 [λT1 (v)
]3

+ cT 1/2 (1 + T )4 λT1 (v)λT2 (v)λT3 (v)

+ c (1 + T )2E1.

(2.104)

Demonstração. (i): Usando o efeito regularizante (2.7), o lema de imersão de Sobolev e
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a desigualdade de Hölder, obtemos∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

≤
∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) ∂x
(
v2vxx

)
dτ

∥∥∥∥
L∞T L

2
x

≤ c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

[
∂x
(
v2vxx

)2
]2

dt

)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

v2v2
xv

2
xxdt

)1/2

dx

+ c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

v4v2
xxxdt

)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vvx|
(∫ T

0

vxx

)1/2

dx

+ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

v2

(∫ T

0

v2
xxxdt

)1/2

dx

≤ c sup
t∈[0,T ]

‖vx‖∞
∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|v|
(∫ T

0

v2
xxdt

)1/2

dx

+ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

v2

(∫ T

0

v2
xxxdt

)1/2

dx

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT1 (v)λT2 (v) sup
t∈[0,T ]

(∫ ∞
−∞

v2
xxdx

)1/2

+ c (1 + T )2 λT2 (v)λT3 (v)

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT2 (v)
[
λT1 (v)

]2
+ c (1 + T )2 λT2 (v)λT3 (v) ≡ E1.

(ii): Procedendo analogamente ao item (i), de (2.7) obtemos∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ c

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

v2
xv

2
xxdt

)1/2

dx

≤ c

∫ ∞
−∞

sup
t∈[0,T ]

|vx|
(∫ T

0

v2
xxdt

)1/2

dx

≤ cT 1/2 (1 + T )2 λT2 (v)λT1 (v) ≡ E2.

(iii) e (iv): Combinando (2.5), o fato de W (t) ser um grupo unitário em L2 (R), e as
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desigualdades (2.99) e (2.100), obtemos∥∥∥∥∂3
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (−τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

= c

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

≤ E1

e ∥∥∥∥∂3
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ E2.

(v) e (vi): Usando (2.6) com r = 1 e ρ = 2, temos∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (−τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
1

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

+ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ c (1 + T )2

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

v2
xv

2
xxdx

)1/2

dt

+ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 1/2 (1 + T )2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

v2
xv

2
xxdxdt

)1/2

+ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT (1 + T )2 sup
t∈[0,T ]

∥∥v2
xv

2
xx

∥∥
0

+ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2
xdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT (1 + T )2 [λT1 (v)
]2

+ c (1 + T )2E2.

Note que utilizamos a desigualdade de Minkowsky e o lema de imersão de Sobolev.
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Analogamente,∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

+ c (1 + T )2

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ) v2vxxdτ

∥∥∥∥
0

≤ cT 1/2 (1 + T )2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

v2v2
xv

2
xxdxdt

)1/2

+ cT 1/2 (1 + T )2

(∫ T

0

∫ ∞
−∞

v4v2
xxxdxdt

)1/2

+ c (1 + T )2E1

≤ cT (1 + T )2 [λT1 (v)
]3

+ cT 1/2 (1 + T )4 λT1 (v)λT2 (v)λT3 (v) + c (1 + T )2E1.

As demais estimativas à cerca da parte não-homogênea da equação integral

Av = W (t)φ−
∫ t

0

W (t− τ)
(
γv2

x + δu2uxx
)
dτ (2.105)

são demonstradas de maneira análoga às estimativas encontradas na proposição (2.6).

Para a parte homogênea de (2.105), usamos (2.5) e (2.6). Dessa forma, obtemos

ΛT (Av) ≤ ‖φ‖2 + cT 1/2 (1 + T )4 [ΛT (v)
]3

+ c (1 + T )4 [ΛT (v)
]2

+ cT 1/2 (1 + T )4 [ΛT (v)
]2

+ cT
[
ΛT (v)

]3
.

(2.106)

Para finalizar a demonstração do Teorema 2.2, basta seguir mesmo argumento empregado

na prova do Teorema 2.1(a partir de 2.79) e por isso, será omitido.
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Caṕıtulo 3

Boa colocação para o sistema super

Korteweg-de Vries

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, trataremos do problema de valor inicial (PVI) associado ao sistema super

Korteweg-de Vries (super KdV)


∂tu+ ∂3

xu+
1

2
∂xu

2 +
1

2
∂2
xv

2 = 0

∂tv + ∂3
xv + ∂x (uv) = 0, x, t ∈ R

(u (x, 0) , v (x, 0)) = (ϕ (x) , ψ (x)) ,

(3.1)

onde u = u (x, t) e v = v (x, t) são funções de valor real. Vamos obter a boa colocação

local com dado inicial pequeno, ou mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte

teorema:

Teorema 3.1. Seja ~φ ∈ Xs,3 = (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx))× (Hs (R) ∩H3 (R;x2dx)), com

s ≥ 5, s inteiro. Então, existe η > 0 tal que, se
∥∥∥~φ∥∥∥

Xs,3
:=
∥∥∥~φ∥∥∥

s
+
∥∥∥~φ∥∥∥

3,2
< η, o

PVI (3.1) tem uma única solução ~u (·) = (u (·) , v (·)) definida no intervalo [0, T ], onde
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T = T

(∥∥∥~φ∥∥∥
Xs,3

)
> 0 com T (θ)→∞ quando θ → 0 satisfazendo

(i) ~u ∈ C ([0, T ] ;Xs,3) ;

(ii) sup
k=0,1

∥∥∂kx~u∥∥L2
xL

∞
T
<∞;

(iii) ‖~u‖L1
xL

∞
T
<∞.

Além disso, para cada T0 ∈ (0, T ) existe uma vizinhança V~φ de ~φ em Xs,3 tal que a

aplicação ~̃φ→ ~̃u (t), de V~φ em XT é Lipschitziana.

Tal demonstração será obtida empregando a mesma idéia utilizada para demonstrar o

Teorema (2.1), ou seja, basicamente utilizaremos o prinćıpio da contração combinado com

propriedades do grupo W (t) associado à parte linear do problema. Tais propriedades

foram deduzidas por Kenig, Ponce e Vega.

Para finalizar a presente seção, seguem listadas abaixo notações utilizadas ao longo

do caṕıtulo.

• Xr,s := Hr (R)×Hs (R) e Xs,k := Hs (R) ∩Hk (R;x2dx)×Hs (R) ∩Hk (R;x2dx).

• Para ~u = (u, v), |~u|2X = |u|2X + |v|2X e ~u ∈ X ⇐⇒ u ∈ X e v ∈ X.

• Denotemos c = c (·, ..., ·) uma constante positiva a qual é irrelevante em nossas

considerações (note que c pode depender de s). Dadas constantes positivas C, D,

C . D significa que existe uma constante c > 0 tal que C ≤ cD.

3.2 Estimativas Lineares

Nesta seção, vamos estabelecer as estimativas necessárias à obtenção da solução do

problema (3.1). Os resultados serão exibidos em forma de lema e proposição, sendo

que suas respectivas demonstrações são feitas de modo análogo as demonstrações das

proposições do caṕıtulo 2, e por isso serão omitidas.

Considere o problema de valor inicial linear associado a equação (3.1), ∂t~u+ ∂3
x~u = 0

~u (x, 0) = ~φ (x) ,
(3.2)
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onde ~u = (u, v) e ~φ = (ϕ, ψ). A solução de (3.2) é dada por

~u (x, t) := W (t) ~φ (x) = St ∗ ~φ (x) , (3.3)

com W (t) = e−t∂
3
x e St é dada pela integral oscilatória

St (x) = c

∫ ∞
−∞

eitξ
3+ixξdξ.

Lema 3.1. Seja ~u0 ∈ L2 (R). Então, temos que

(i) ‖∂sx (∂xW (t) ~u0)‖L∞x L2
T
≤ c ‖∂sx ~u0‖0 , s ≥ 0;

(ii) ‖W (t) ~u0‖L2
xL

∞
T
≤ c (1 + T )ρ ‖ ~u0‖r , com r, ρ >

3

4
.

Demonstração. Veja caṕıtulo 2, lema 2.1.

Lema 3.2. Para ~g ∈ L1
xL

2
t e T > 0, temos:

(i)

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

W (t− τ)~g (x, τ) dτ

∥∥∥∥
L∞T L

2
x

≤ c ‖~g‖L1
xL

2
T

;

(ii)

∥∥∥∥∂2
x

∫ t

0

W (t− τ)~g (x, τ) dτ

∥∥∥∥
L∞x L

2
T

≤ c ‖~g‖L1
xL

2
T
.

Demonstração. Veja caṕıtulo 2, lema 2.2.

Lema 3.3. Se ~φ ∈ X5,3, então temos:

(i)
∥∥∥W (t) ~φ

∥∥∥
L1
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

(∥∥∥~φ∥∥∥
5

+
∥∥∥~φ∥∥∥

3,2

)
;

(ii)
∥∥∥W (t) ~φ

∥∥∥
L∞T H

3(R;x2dx)
≤ c

(∥∥∥~φ∥∥∥
3,2

+ T
∥∥∥~φ∥∥∥

5

)
.

Demonstração. Para (i), veja proposição 2.3, item (i), enquanto para (ii), veja proposição

2.4, item (i).

3.3 Teoria local com dado inicial pequeno: Prova do

Teorema 3.1

Afim de simplificar a demonstração do teorema, faremos como no caṕıtulo 2 e

demonstraremos o caso onde s = 5.
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Para ~w : R× [0, T ]→ R× R, definimos os espaços de Banach

XT =
{
~w ∈ C

(
[0, T ] ;X5,5

)
; ΛT (~w) <∞

}
, XT (a) =

{
~w ∈ XT ; ΛT (~w) < a

}
, (3.4)

e definimos também d (~v, ~w) := ΛT (~v − ~w), com ΛT (~w) = max1≤j≤5

{
λj = λTj (~w)

}
, onde

λT1 (~w) = ‖~w‖L∞T H5(R) ;

λT2 (~w) = ‖~w‖L∞T H3(R;x2dx) ;

λT3 (~w) = (1 + T )−2 max
k=0,1

∥∥∂kx ~w∥∥L2
xL

∞
T

;

λT4 (~w) = (1 + T )−2 ‖~w‖L1
xL

∞
T

;

λT5 (~w) =
∥∥∂6

x ~w
∥∥
L∞x L

2
T
.

Para ~φ = (ϕ, ψ) ∈ X5,3, denotemos por ~u = Ψ (~w) = Ψ~φ (~w) a solução do PVI linear

não-homogêneo  ∂t~u+ ∂3
x~u+ F (~w) = 0

~u (x, 0) = ~φ (x)
, (3.5)

onde ~w = (w, z) ∈ XT e F (~w) = −
(
w∂xw +

1

2
∂2
xz

2, ∂x (wz)

)
.

Provemos que existem η > 0, a = a

(∥∥∥~φ∥∥∥
X5,3

)
> 0 e T = T

(∥∥∥~φ∥∥∥
X5,3

)
> 0 tais que,

se
∥∥∥~φ∥∥∥

X5,3

< η e ~w ∈ XT (a) então ~u = Ψ (~w) ∈ XT (a) e Ψ : XT (a) → XT (a) é uma

contração. Considere a equação integral associada a (3.5)

Ψ (~w) (t) = W (t) ~φ−
∫ t

0

W (t− τ)F (~w) dτ. (3.6)

Proposição 3.1. Para ~φ ∈ X5,3 e ~w ∈ XT , temos:

(i) λ1 (Ψ (~w)) .
∥∥∥~φ∥∥∥

5
+ Tλ2

1 + T 1/2 (1 + T )2 λ3λ5 + (1 + T )2 λ4λ5 + T 1/2 (1 + T )2 λ1λ3;

(ii) λ2 (Ψ (~w)) .
∥∥∥~φ∥∥∥

3,2
+ T

∥∥∥~φ∥∥∥
5

+ Tλ1λ2 + T 2λ2
1 + T 3/2 (1 + T )2 λ1λ3 + Tλ2

1 + T 3/2 (1 + T )2 λ3λ5;

(iii) λ3 (Ψ (~w)) .
∥∥∥~φ∥∥∥

5
+ Tλ2

1;

(iv) λ4 (Ψ (~w)) .

(∥∥∥~φ∥∥∥
5

+
∥∥∥~φ∥∥∥

3,2

)
+ Tλ2

1 + T 3/2 (1 + T )2 λ1λ3 + T 1/2 (1 + T )2 λ1λ3 + Tλ1λ2

+ T 2λ2
1 + T 3/2 (1 + T )2 λ3λ5 + (1 + T )2 λ4λ5 + T (1 + T )2 λ3λ5;

(v) λ5 (Ψ (~w)) .
∥∥∥~φ∥∥∥

5
+ Tλ2

1 + T 1/2 (1 + T )2 λ3λ5 + (1 + T )2 λ4λ5 + T 1/2 (1 + T )2 λ1λ3.
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Demonstração. Para a demonstração da proposição, utilizamos o mesmo racioćınio uti-

lizado na obtenção das estimativas (2.72)-(2.77)(caṕıtulo 2). Usaremos a norma ‖|f |‖s :=

‖f‖0 + ‖∂sxf‖0, a qual é equivalente a norma ‖f‖s.
Note que

λ1 (Ψ (~w)) .
∥∥∥~φ∥∥∥

5
+

∫ t

0

‖W (t− τ)F (~w)‖L∞T H5(R) dτ

. ‖φ‖5 +

∫ t

0

‖W (t− τ) (wwx)‖L∞T H5(R) dτ

+

∫ t

0

∥∥W (t− τ) ∂2
xz

2
∥∥
L∞T H

5(R)
dτ

+

∫ t

0

‖W (t− τ) ∂x (wz)‖L∞T H5(R) dτ,

(3.7)

e, essencialmente os termos à direita de (3.7) já foram estimados no caṕıtulo 2. Note que

estimar o termo ∂x (wz) = wxz + wzx é equivalente a estimar wwx, pois controla-se a

norma das coordenadas pela norma do vetor ~w = (w, z). De maneira análoga, estimamos

λj (Ψ (~w)) , para j = 2, ..., 5.

Agora, combinando as estimativas lineares, a proposição anterior e a equação integral

(3.6), obtemos

ΛT (Ψ (~w)) ≤ cη0 (1 + T ) + c
(
(1 + T )4) [ΛT (~w)

]2
(3.8)

com η0 :=
∥∥∥~φ∥∥∥

3,2
+ cT

∥∥∥~φ∥∥∥
5
< η(a ser determinado) e c > 1 é uma constante dependendo

apenas das estimativas lineares.

Primeiro, fixamos η, tal que 16c2η = 1. A seguir, escolhemos

a = 2c (1 + T ) η0, (3.9)

com T satisfazendo

4c2 (1 + T )5 η0 ≤ 1/2. (3.10)

Então ΛT (Ψ (~w)) ≤ a e consequentemente Ψ (~w) ∈ XT (a), para ~w ∈ XT (a).

Para provar que Ψ (·) é uma contração procedemos como na proposição anterior e

obtemos

ΛT (Ψ (~w)−Ψ (~p)) ≤ c (1 + T )4 [ΛT (~w) + ΛT (~p)
]

ΛT (~w − ~p) (3.11)
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para ~p, ~w ∈ XT (a). Como

c (1 + T )4 [ΛT (~w) + ΛT (~p)
]
≤ 4c2 (1 + T )5 η0 < 1, (3.12)

usando (3.9)-(3.12) obtemos o resultado. Logo, existe um único ~u ∈ XT (a) com Ψ~φ (~u) =

~u.

Agora, para T0 ∈ (0, T ) e ~p ∈ XT (a) com ~p (0) = ~θ temos

ΛT0

(
Ψ~φ (~w)−Ψ~θ (~p)

)
. (1 + T0)

[∥∥∥~φ− ~θ∥∥∥
5

+
∥∥∥~φ− ~θ∥∥∥

3,2

]
. (1 + T0)4 [ΛT0 (~w) + ΛT0 (~p)

]
ΛT0 (~w − ~p) .

(3.13)

Por (3.9) juntamente com (3.12) e (3.13) vemos que a aplicação ~̃φ → ~̃u (de V~φ a XT )

é Lipschitziana, onde V~φ é uma vizinhança de ~φ dependendo de T0, com T0 ∈ (0, T ).

Consequentemente a solução ~u = (u, v) ∈ XT (a) da equação integral (3.6) é uma solução

forte do PVI (3.1). Em particular, ~u satisfaz a equação (3.1) no sentido das distribuições.

A unicidade da solução de (3.1) bem como o caso geral(s ≥ 6) são demonstradas

como no caṕıtulo 2.

Corolario 3.1. Sob as mesmas hipóteses do teorema 3.1, existe uma vizinhança Ṽ de

~φ ∈ Xs,3 (s ≥ 5) tal que a aplicação ~φ→ ~u (t) de Ṽ a XT é suave.

Demonstração. Seja F (~u) =
(
u∂xu+ (∂xv)2 + v∂2

xv, u∂xv + v∂xu
)

e defina

H : V ×XT → XT por

H
(
~φ, ~w

)
(t) = ~w (t)−

(
W (t) ~φ−

∫ t

0

W (t− τ)F (w, z) (τ) dτ

)
, (3.14)

onde ~u = (u, v) e ~w = (w, z). Note que H está bem definida e pelo Teorema 3.1

H
(
~φ, ~u
)

= 0. Além disso,

D~uH
(
~φ, ~u (t)

)
~w (t) = ~w (t) +

∫ t

0

W (t− τ)D~uF (~u) ~w (τ) dτ. (3.15)

De forma similar, podemos calcular a derivada de ordem k de H com respeito a ~u = (u, v),

e consequentemente H é suave.

Para verificar que D~uH
(
~φ, ~u (t)

)
: XT → XT é invert́ıvel, primeiro escrevemos

(I −D~uH) ~w (t) = −
∫ t

0

W (t− τ)D~uF (~u) (~w) (τ) dτ, (3.16)
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onde I := IdXT e D~uH := D~uH
(
~φ, ~u
)

(t). Depois, como na proposição (3.1) obtemos

estimativas para λTi ((I −D~uH) ~w (t)) (i = 1, ..., 5), semelhantes as estimativas obtidas no

caṕıtulo anterior, desta feita em relação à λTi (~u) e λTi (~w). Por exemplo, vamos estimar

alguns termos de

λT3 ((I −D~uH) ~w (t)) = (1 + T )−2 max
k=0,1

∥∥∂kx ((I −D~uH) ~w (t))
∥∥
L2
xL

∞
T
.

Para k = 1, o termo com derivada mais alta em λT3 ((I −D~uH) ~w (t)) controla-se da

seguinte forma:∥∥∥∥∫ t

0

W (t− τ)
[
∂2
x (z∂xv + v∂xz)

]
(τ) dτ

∥∥∥∥
L2
xL

∞
T

≤ c (1 + T )2

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ)
[
∂2
x (z∂xv + v∂xz)

]
(τ) dτ

∥∥∥∥
1

= c (1 + T )2

∥∥∥∥∫ t

0

W (−τ) [zvxxx + vzxxx + 3vxxzxx + 3vxzxx]

∥∥∥∥
1

≤ cT (1 + T )2 sup
[0,T ]

(‖zvxxx‖1 + ‖vzxxx‖1 + ‖vxxzx‖1 + ‖vxzxx‖1)

≤ cT (1 + T )2 λT1 (~u)λT1 (~w) ,

onde utilizamos o efeito regularizante dado pelo lema (3.1) item (ii), com ρ = 2 e r = 1.

Os demais termos podem ser estimados de maneira análoga às proposições do caṕıtulo 2

e, por isso, não iremos repetir.

Depois disso, computando λTi ((I −D~uH) ~w (t)) (i = 1, ..., 5) e usando a definição de

ΛT [(I −D~uH) ~w (t)] temos que, para ~w ∈ XT , vale

ΛT [(I −D~uH) ~w (t)] ≤ c̃ (1 + T )4 ΛT (~u) ΛT (~w)

≤ 2c̃2 (1 + T )5 ΛT (~w)

<
1

2
ΛT (~w)

(3.17)

escolhendo a e T como em (3.9) e (3.10) e ~u ∈ XT (a), onde c̃ > 1 como antes. Portanto

ΛT
(
I −D~uH

(
~φ, ~u
)

(t)
)
< 1 (3.18)

e consequentemente (I − (I −D~uH)) = D~uH ∈ B
(
XT , XT

)
é invert́ıvel (veja Teorema

1.9). Pelo Teorema da Função Impĺıcita existe Ṽ ⊂ V (Ṽ -vizinhança de ~φ ∈ Hs (R) ∩
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H3 (x2dx)) e uma aplicação h : Ṽ → XT tal que H ( ~w0, h ( ~w0)) = 0, ou seja,

h (~w0) = W (t) ~w0 −
∫ t

0

W (t− τ)F (h (~w0)) (τ) dτ := ~w (t)

é a solução de (3.1) com dado inicial ~w0 ∈ Ṽ e h é suave.
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Caṕıtulo 4

Considerações Finais

O objetivo do presente caṕıtulo é trazer ao leitor algumas considerações e observações

sobre a teoria desenvolvida neste trabalho.

No caṕıtulo 2, mostramos a boa colocação local com dado inicial pequeno para o prob-

lema de Cauchy associado à equação Kuramoto-Velarde generalizada com dispersão sem

o termo dissipativo nos espaços de Sobolev Hs (R) ∩H3 (R;x2dx), com s ≥ 5. Podemos

destacar o fato de que em [14], o resultado foi melhorado, ou seja, foi mostrada a boa

colocação local com dado inicial pequeno nos espaços de Sobolev Hk (R)∩Hk−2 (R;x2dx),

com k ∈ N k ≥ 3. Para isso, foram introduzidos os chamados espaços de Besov com

peso e os multiplicadores Littlewood-Paley (veja [14]). É importante destacar que a uti-

lização dos espaços de Besov permitiu que a norma da função maximal de L1
x podesse

ser estimada, de uma maneira fina, utilizando a norma da função maximal de L4
x. Tal

estimativa, obtida por Kenig e Ruiz, possibilitou o desenvolvimento de resultados de boa

colocação nos espaços fracionais com peso de Besov (tais resultados aparentemente de

grande dificuldade se considerados os espaços de Sobolev com peso).

No caṕıtulo 3, mostramos a boa colocação local com dado inicial pequeno para o

problema de Cauchy associado ao sistema super KdV. Na introdução deste trabalho,

começamos a questionar a existência de boas propriedades para o sistema super KdV,

como por exemplo leis de conservação, soluções tipo onda solitárias, scaling, entre outras.

Com relação as leis de conservação, é de nosso conhecimento a existência da média

Q (u, v) =

∫
u+ v dx,
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contudo elas não auxiliam no que diz respeito à boa colocação global do problema de

Cauchy para a o sistema super KdV (veja [4]). No que diz respeito a soluções do tipo on-

das solitárias (uc (x, t) , vc (x, t)) = (ϕ (x− ct) , ψ (x− ct)), conhecemos solução da forma

(ϕc (x) , ψc (x)) =

(
3c

cosh2 (
√
c/2)x

, 0

)
.

A propriedade que aparece com mais destaque dentre estas é o scaling. A existência do

scaling para a super KdV sugere que (0.4) não é bem posto em Xr,s = Hr (R)×Hs (R)

para todo r < −3/2 e s < −1, com r, s ∈ R. Com isso, é posśıvel aumentar a região

de má colocação para (0.4)(veja [4]). Como justificativa do comentário anterior, temos a

seguinte afirmação:

Afirmação 4.1. Se ~u = (u, v) é solução de (0.4) com dado inicial (u0, v0), então

uλ (x, t) = λ2u
(
λx, λ3t

)
, com uλ (x, 0) = λ2u0 (λx) (4.1)

vλ (x, t) = λ3/2v
(
λx, λ3t

)
, com vλ (x, 0) = λ3/2v0 (λx)

também é solução.

De fato, seja  uλ (x, t) = λαu (λx, λ3t) , λ > 0,

vλ (x, t) = λβv (λx, λ3t) , λ > 0.
(4.2)

Observemos primeiro que

∂tuλ + ∂3
xuλ + uλ∂xuλ + ∂2

xv
2
λ = 0⇐⇒

λα+3ut + λα+3uxxx + λ2α+1uux + λ2β+2 (2vvxx + vx) = 0⇐⇒

λα+3 (ut + uxxx) = −λ2α+1uux − λ2β+2∂2
xv

2 ⇐⇒

λα+3
(
−uux − ∂2

xv
2
)

= −λ2α+1uux − λ2β+2∂2
xv

2.

Logo, obtemos

λα+3 = λ2α+1 = λ2β+2. (4.3)

Agora, vemos que

∂tvλ + ∂3
xvλ + ∂x (uλvλ) = 0⇐⇒

λβ+3vt + λβ+3vxxx + λα+β+1∂xuv = 0⇐⇒

λβ+3 (−∂x (uv)) = −λα+β+1∂x (uv) .
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Logo, obtemos

λβ+3 = λα+β+1. (4.4)

Por (4.3) e (4.4), chegamos a conclusão que α e β devem satisfazer as relações λα+3 = λ2α+1 = λ2β+2

λβ+3 = λα+β+1,
(4.5)

ou seja, α = 2 e β = 3/2. Portanto, se ~u = (u, v) resolve (0.1) então

~uλ = (uλ (x, t) , vλ (x, t)) como em (4.1) também resolve, o que prova a afirmação.

Agora gostaŕıamos de saber quantas derivadas são permitidas para que ‖Druλ (x, 0)‖0

e ‖Dsvλ (x, 0)‖0 tornem-se invariantes. Tomando a derivada homogênea de ordem r e s

em L2 (R), respectivamente, para uλ e vλ obtemos:

‖Druλ (x, 0)‖2
0 =

∫
R

∣∣∣D̂ruλ (·, 0)
∣∣∣2 dξ

=

∫
R
|ξ|2r |ûλ (·, 0)|2 dξ

=

∫
R
|λ|2r |y|2r |λ|2 |û0 (y)|2 λ dy

= λ2r+3

∫
R
|y|2r |û0 (y)|2 dy

= λ2r+3 ‖Dru0 (x)‖2
0 ,

onde utilizamos a mudança de variável y = ξ
λ

e a propriedade de dilatação da Transfor-

mada de Fourier para escrever ûλ (ξ) = λ2û0 (λξ) = λû0

(
ξ
λ

)
. Portanto, ‖Druλ (x, 0)‖0

é invariante se 2r + 3 = 0, ou seja, r = −3/2. Analogamente aos cálculos feitos acima,

para a coordenada vλ, temos que ‖Dsvλ (x, 0)‖0 é invariante se s = −1.

Observe ainda que a relação entre r e s é dada por r − s = −1/2, pois se exigirmos

‖(Druλ (x, 0) , Dsvλ (x, 0))‖2
0 = ‖Druλ (x, 0)‖2

0 + ‖Dsvλ (x, 0)‖2
0

= ‖Dru0 (x)‖2
0 + ‖Dsv0 (x)‖2

0

= ‖(Dru0 (x) , Dsv0 (x))‖2
0

devemos ter 2r + 3 = 2s+ 2, ou seja, r − s = −1/2.

Para finalizar, mencionamos o fato de que existe uma grande expectativa para o

melhoramento do resultado presente no caṕıtulo 3.
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