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Resumo

Nesta dissertacao usamos duas abordagens diferentes para provar a existéncia de
solucoes para o Problema de Contorno de Dirichlet Classico em dominios limitados.
Aplicamos o primeiro método quando estamos trabalhando com dominios cuja fronteira
é duas vezes continuamente diferencidvel. Essa abordagem baseia-se na Teoria dos Po-
tenciais de Camadas Simples e Dupla, onde a teoria de operadores compactos tem um
papel fundamental. O segundo método usa o Principio Variacional de Dirichlet para
resolver o problema em dominios do plano com fronteiras menos regulares que no caso
anterior; a saber, fronteiras que satisfazem a condigao do triangulo exterior.

Palavras-chave: Anélise Funcional; Teoria do Potencial; Problema de Dirichlet



Abstract

In this work we use two approach to prove the existence of solutions for the Classical
Dirichlet Problem on bounded domains. The first method is applied to domains with
smooth boundary and is based on the Single and Double Layer Potentials Theory. The
second method uses the Variational Dirichlet Principle to solve the Dirichlet Problem in
plane domains with boundary less regular than the previous case; more precisely, bound-
ary satisfying the property of the outer triangle.

Keywords: Functional Analysis; Potential Theory; Dirichlet Problem
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Introducao

O objetivo central deste trabalho é fazer um estudo do Problema de Dirichlet classico
em dominios limitados. O modelo matematico a ser estudado é o seguinte: deseja-se
provar a existéncia de solucoes para o problema de contorno

u e C?(Q)NC((Q),
Au(z) =0 sex € (), (1)
u(z) = f(x) sex € 011,

onde €2 é um dominio limitado em R"™ cuja fronteira é denotada por 02.

Este tipo de equacao aparece na fisica, por exemplo, modelando problemas de ele-
trostatica, onde qualquer distribuicao de carga f no contorno deveria determinar um
potencial elétrico como solucao. Entretanto, a existéncia de uma solugao para o Problema
de Dirichlet depende de forma delicada da suavidade do contorno e dos dados prescritos.

Em algumas situagoes simples o Problema (1) pode ser resolvido explicitamente. Por

exemplo, a solugao para o problema de Dirichlet quando €2 é o disco unidade no plano
D = {re*™®, 0 <0 <2relr| <1} é dado pela férmula integral de Poisson:

u(re ) = /0 FOP(0 — t)dt 2)

onde

1—1?
1 —2rcos2mt + 12
¢é conhecido como ntcleo de Poisson. No entanto, o processo de provar a existéncia de
solugoes para dominios nao tao simétricos e regulares como o disco exigem um tratamento
matematico mais longo e cuidadoso.

By(t)

Neste trabalho usaremos duas abordagens diferentes para provar e existéncia de
solugoes de solugoes para (1) em dominios limitados de R". Primeiro assumiremos que
que estamos trabalhando com dominios cuja fronteira é de classe C? e a técnica que serd
usada baseia-se na Teoria dos Potenciais de Camadas Simples e Dupla, onde a teoria de
operadores compactos tem um papel fundamental. O segundo método usa o Principio
Variacional de Dirichlet para resolver o problema em dominios do plano com fronteiras
menos regulares que no caso anterior; a saber, fronteiras que satisfazem a condi¢ao do
triangulo exterior.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1 serao apresentados
resultados basicos do célculo em varias variaveis e da Analise Funcional que darao suporte
técnico as teorias que serao desenvolvidas nos capitulos seguintes.
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No Capitulo 2 faremos um estudo do Problema de Dirichlet em dominios limitados
de R"™ com fronteira de classe C?. A abordagem serd realizada através da teoria do
Potencial de Camada Dupla e de Camada Simples. A existéncia de uma solucao sera
obtida mediante uma bela aplicacao do Teorema da Alternativa de Fredholm.

Finalmente, no Capitulo 3, estudaremos o Problema de Dirichlet em dominios limita-
dos do plano que satisfazem a condicdo do triangulo exterior. As fronteiras desse tipo de
dominios possuem menos regularidade que os de classe C? tratados no capitulo anterior.
Neste caso, a procura de uma solucao solucao serd motivada pelo uso do Principio de
Dirichlet.

A elaboragao deste trabalho foi realizado através de uma pesquisa bibliografica es-
pecifica, baseada nos livros que continham os resultados e parte da teoria mais relevante
para a nossa finalidade. Dentre estes, destacamos ([5]) e ([10]) onde foi baseada a teoria
do Potencial de Camada Dupla e de Camada Simples e a Condicao do Triangulo exterior,
respectivamente apresentada no texto.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas ferramentas basicas do célculo em vérias variaveis,
da teoria das fungoes harmonicas e da Analise Funcional que serao necessarias para estu-
darmos o Problema de Dirichlet Classico em dominios limitados dos espacos euclidianos.

1.1 Espacos Funcionais

Nesta secao definimos os principais espacos funcionais que serao usados ao longo do texto.
Entendemos por dominio de R™ um conjunto 2 C R™ aberto e conexo.

Definicao 1.1. Seja € C R™ um dominio limitado. Dizemos que uma fungao f : QO—R
pertence ao espaco C* (Q), k=1,2,..., se existem um aberto V de R™, com Q2 C V, e

wma fungio f € C*(V) tal que f = fla.

Definicao 1.2. Um subconjunto M C R™ é uma hiperficie de classe C*, k = 1,2, ...,
se para cada p € M eziste V,, C R" tal que V, N M € o grdfico de uma fungao de n — 1
varidveis de classe C* definida num aberto de R"~1.

Proposicao 1.1. Seja M uma hiperficie compacta orientada de classe C*, k > 2. Entao,
existe uma vizinhanca V de M em R™ e um niumero € > 0 tal que a func¢ao

G(x,t) =z +tv(x)
¢ um difeomorfismo de classe C*~' de M x (—¢,e) — V.
Demonstracao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5]. O

Definigao 1.3. A vizinhanga Vdada na Proposi¢ao(1.1)é chamada de Vizinhan¢a Tubu-
lar de M.

Definigao 1.4 (Espagos LP). Dados X C R" e 1 < p < oo denotaremos por L, o espago
das fungoes mensurdveis tais que

i1, = ( /. \f(m)\pdw); <o,
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Teorema 1.1 (Desigualdade de Minkowski). Sejam (X, i) e (Y, v) espagos de medida e
f uma funcao mensurdvel. Entao para todo 1 < p < oo vale a desigualdade

([ ([remawm)ww)" < [(] |f(rc,y)|”du(x))1/pdu(y)~

Demonstragao. A afirmagao é clarase p = 0o. Sep < oo fazemos F (x / |f (z,y)|dv (y)

1
ese — + — =1 temos que
p P

IFl, = Joate) ([ 1 @l ) do

= /Y /X 1 (@ 9)] g (@) du () dv ().

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos que

IFl, < sup / ol 1 Gl dv ()

llgll,»=1

= [ el ).

Desse modo, obtemos a desigualdade desejada. O]

1.2 Elementos do Calculo em Varias Variaveis

Nesta se¢ao iremos estabelecer algumas notacgoes, defini¢oes e resultados importantes
do Célculo em R™.

Teorema 1.2 (Teorema da Divergéncia). . Seja Q@ C R™ um dominio limitado com 09
de classe C*, e seja F'= (f1,..., fn) um campo vetorial de classe C* em €. Entao

/89 (F(y),v(y))do (y)=/Q<V,F> (x)dx:/gg(fi)x dr

onde (-,-) denota o produto interno classico em R™.
Demonstragao. A demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em [9]. O]

Teorema 1.3 (Identidades de Green). Sejam 2 C R™ um dominio limitado, onde vale
o Teorema da Divergéncia, e u e v campos escalares tais que u,v € C*(). Entao, para
todo x € ) valem as identidades

/09 vOudo (y) = /Q (vAu + (Vu, Vv)) dy, (1.1)

/ (—udyv + vo,u) do (y) = / (vAu — uAv) dy, (1.2)
o0 Q

onde J,u e 0,v denotam as derivadas direcionais de u e v na direcao normal.
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Demonstracao. Para provar (1.1) note que (V,uVv) = ulAv + (Vo,Vu) e aplique o
Teorema da Divergéncia. Para provar (1.2) troque u por v na primeira identidade e
subtraia a identidade resultante de (1.1). O

As identidades (1.1) e (1.2) sao conhecidas como Primeira e Sequnda Identidades de
Green, respectivamente.

Por dltimo, enunciamos um resultado que é muito util para derivar sob o sinal de
integracao, quando for necessario.

Lema 1.1. Sejam (X, 1) um espaco de medida, [a,b] CR e f:[a,b] x X — R tal que

(a) fr : |a,b] — R, definida por f.(t) = f(t,z) € absolutamente continua para cada
re X, u—aqtp.,

(b) f(t,-) € L' (X, u) para todo t € [a,b];

(c) % € L'([a,b] x X).

Entao, a funcdo
Fi)= [ 1(tain

¢ diferencidvel em [a,b] e sua derivada é dada por

oF of
—(t = — (t dpu.
57 0= | Gy (to)d
Demonstracao. A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em [2]. O

1.3 Um Pouco Sobre Funcoes Harmonicas

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades importantes das fun¢oes harmonicas
que serao utilizadas.

1.3.1 Solucao Fundamental do Laplaciano

Nesta secao faremos a deducao da solugao fundamental para o modelo mais simples
de equacao eliptica em dominios de R", a equacao de Laplace, cujo modelo é regido pela
equacao em derivadas parciais de segunda ordem

Au(z) = Zu(m) =0, ze€, (1.3)

onde €2 é um dominio em R". O operador A é conhecido como operador Laplaciano e as
solucoes de (1.3) sao denominadas func¢does harmaonicas.

As fungoes harmonicas possuem propriedades de invarianga muito importantes; de
forma mais precisa vale o seguinte resultado:

13



Proposicao 1.2. Seja u harmonica em ). Entao,

a) dado y € R™, a funcao v(x) = u(x —y) € harmonica em Q, = y + Q (invariancia
y
por translagoes);

(b) dado r > 0, a fun¢do u.(x) = u(rz) é harmonica em 1Q = {w/r : w € Q}
(invariancia por dilatagoes);

(¢) dada uma transformagao linear ortogonal T, a func¢do v(z) = (uoT))(x) € harmonica
em T~Y(Q) (invaridncia por rotagoes).

Demonstracao. Os itens (a) e (b) seguem de forma simples fazendo-se uso da regra da
cadeia. Provaremos a seguir o item (c). Denotamos por (a;;) a matriz de T" na base
canonica de R". Entao

(uoT), Z iUy, ©

Derivando mais uma vez esta ultima expressao temos que

(U e} T $z$z = g § akzajzuxkx

k=1 j=1
Portanto

A(uoT)( Z Z Z i ( Ugpz; © T)(x)

i=1 k=1 j=1

=>> (Z ) (tts,z, © T)(2) (1.4)

k=1 j=1 \i=1
= (ttya, 0 T)(x) = (Auo T)(x),
j=1
onde a ultima igualdade é obtida usando a ortogonalidade de T. Assim, segue-se que
A(uoT)(z) =0 para z € T1(9Q). O

Baseados na invarianca por rotacoes das fungoes harmonicas, é natural procurar por
solugoes radiais para a equagao (1.3) em R"; ou seja, uma solugao u tendo a forma

u(z) = v(r), (1.5)

onder = |z| = (i + a3+ -+ 91;%)1/2 e v é selecionado (se possivel) de modo que Au = 0.
Parai=1,2,...,n, e z # 0, temos que

or 1 2x; o

A /2 =
Ori  2(224ad+... +a2)” 7
Derivando a equagao (1.5) em relagao a varidvel z;,
or T

o, =V

Uy, = V' (1)

14



e, derivando novamente em relacao a mesma variavel, temos que

o = (@)
or
= V() e ()
= () _Tf’% + 0" (1) (“”7)2
- H _ f—j} ror ) (2)

Assim, obtemos a seguinte expressao para o Laplaciano de u:

- —1
Au = Zumx =" (r)+v' (r) (n . ) :
i=1

Note que, Au = 0 se e somente se v" (1) + v (r) 2L = 0.
Supondo que v’ (r) # 0, temos que

V" (r)  —n+1
In ([ (r)]) = = .
(v (1)) = o3 =
Integrando a equacao acima em relacao a r obtemos,
In|v' (r)]=(1—n)lnr +c.

a
Logo, v’ (r) = e para alguma constante a. Consequentemente, se r > 0, temos que

blnr+c¢, se n=2,

= b
v (71) T2 se n 2 3,
]

onde b e ¢ sao constantes.

Definicao 1.5 (Solugao Fundamental do Laplaciano). A funcdo
1

——1In|z|, se n=2
F(z) = M on

L, se n>3

(2—n)w, -

definida para v € R™, x £ 0 € chamada de Solu¢do Fundamental da Fquacgao de Laplace,
onde w,, € a drea da esfera unitdria S*™! em R™.

Proposicao 1.3. Se F'(x —y) € a solugao fundamental do Laplaciano entao para todo
r € R™ temos que A F (x,y) = 0 no dominio 0, = {y € R";y # x}, onde A, indica o
laplaciano na varidavel y.
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Demonstragao. Consequéncia imediata da Proposicao 1.2-(a). O
Proposigao 1.4. Se u é harménica em Q entdio [, Oudo(y) = 0.

Demonstragao. Consequéncia imediata da Identidade (1.1). Basta tomar v = 1. Logo,

Opudo (y / Audzxr = 0.
a0

1.3.2 A Foérmula do Valor Médio

Definicao 1.6 (Propriedade do Valor Médio). Uma func¢do u definida em Q satisfaz a
propriedade do valor médio se

1
u(l.) - vol (Br (27)) /r($)u<y)dy7

para cada bola B, () tal que B, (z) C €.

Se a(n) denota o volume da bola unitdria em R” entao as médias de u em S, (z) e
B, (x) sao denotadas por:

1
/ udy = / udy,
a(n)rr ()

By (x)

1
| o= ey [, v )

Sr(x)

Teorema 1.4 (Teorema do Valor Médio). Se u é harménica entdo

ww) = [ wdo)= [ udy

Sr(x) B (x)
para toda bola B, (z) tal que B, (x) C €.

Demonstracao. Considere a seguinte fungao

6 (r) = / ux+rzda().

Sr(x) S1(0)

Diferenciando em relacao a r,

¢ (r)= / 2NVu (x + rz)do (2

S1(0) Sr(x)

@

y)do (y) .

16



Consequentemente, usando a Primeira Identidade de Green com v = 1, obtemos

¢ (r) = /%da(y)zg / Au (y)dy = 0. (1.6)

Sr(z) By ()

Logo, ¢ (r) é constante. Desse modo,

o(r) =limo(t) =lm [ u(y)do(y) =u(z).
St (z)

Mostraremos agora que u (z) também é escrita como a média sobre a bola B, (x).
Com efeito, usando coordenadas polares, temos que

[ o= [ ( / wdo <y>) i

= u(z) /0 " (n) 0" 1do

= an)ru(x).

Assim,

1
u(@) a(n)rr /Br(x)u Y / o

B (x)

Teorema 1.5 (Reciproca do Teorema do Valor Médio). Se u € C? satisfaz

u@) = [ udo(y)

Sr(x)
para toda bola B, (x) C U, entdao u é harmonica.

Demonstragao. Se Au # 0, existe alguma bola B, (x) C U tal que Au > 0 no interior da
bola B, (z). Mas para ¢ definida como no Teorema(1.4), temos que

r

0=¢'(r)=" / Au(y)dy >0,

n
Br(z)

o que é uma contradicao. O

Corolario 1.1. Seja w, a drea da esfera unitdria S*'. Dado x € R" er > 0, a drea da
, L rw
esfera S, (x) é r"'w, e o volume da B, (z) é —=.
n

17



Demonstragao. Consequéncia imediata do Teorema(1.4). Basta tomar u (x) = 1. O

Teorema 1.6. Suponha que {uy}, . € uma sequéncia de fungoes harmonicas em € que
converge uniformemente para uma fung¢ao u em subconjuntos compactos de €2 quando
n — 00. Entao u é harmonica.

Demonstragio. Seja x € Q. Tome a bola B, (z) € . Como u, ¢ uma sequéncia de
funcoes harmonicas, temos que u,, pode ser escrita por

1

o (1) = o / . (L.7)

pelo Teorema(1.4). Passando o limite em (1.7) e usando a convergéncia uniforme em

B, (), tem-se
1

lim u, (2) = ————~ lim u, (y)dy,
oo (z) vol (B, (x)) /B,«(x) oo (y)dy

assim
1

o) = o (B, (@) /BT@ u(y)dy.

Logo, u satisfaz a propriedade do Valor Médio. Usando o Teorema(1.5) obtemos que u é
harmonica. L

1.3.3 Funcoes Fracamente Harmonicas

Denotaremos por C§° (Q) o conjunto das funcoes infinitamente diferenciaveis com suporte
compacto em ).

Definicao 1.7. Uma funcdo u diz-se fracamente harmonica se o produto interno em
L?(Q) satisfaz
(u, AY) = / ulApdr =0,
Q
i € O (9).

Notamos que toda fun¢ao harmonica é fracamente harmonica, sendo este tltimo con-
ceito mais geral.

Teorema 1.7. Uma funcgao fracamente harmonica u em ) pode ser corrigida num con-
Junto de medida nula de modo que a fungao resultante seja harmonica.

Antes de procedermos com a demonstracao desse Teorema definiremos e provaremos
alguns resultados que serao de grande utilidade.

18



1.3.4 Identidades Aproximadas
Definigao 1.8. Seja ¢ € C§° (R™) tal que

(a) supp ¢ C By (0),
(b) - o(x)dx = 1.

1
Chama-se Identidade Aprozimada a familia de funcoes {¢,},., onde o, (x) = e (x/T).

Definigao 1.9. Sejam u € L' (R") er > 0. A convolugdo

wlo) =govute) = 5 [ o (T uy

Tn

¢ dita uma reqularizacao de u, onde supp (%) = B, ().

Teorema 1.8. Seja {¢,},., wma identidade aprozimada. Entao,
Tlirgo HSOT‘ * f - f”p = 07
sefell, 1<p<o.

Demonstracdo. Suponha que 1 < p < oco. Como fRn ¢ (y)dy = 1, temos que

oo f @)= 1@ = [ o) =)~ £ @)y (1.9

Se f é continua, temos que gp(x) := f (x + h)— f (x) — 0 pontualmente quando h — 0.
Além disso, [|f (- +h)l, = IIf (-)ll,, pois o valor da integral ndao muda por translacdes.
Assim, obtemos que

lgnllo < 1 W, + W1l = 2111l

Logo, o Teorema da Convergéncia Dominada garante que

lion 1 (- + 1) = /], = 0,

3
ou seja, dado £ > 0 existe § > 0 tal que se |h| < d entdo |[f (- +h) — f]|, < AT
Pl
Sabemos que se f € LP entao existe f. continua tal que ||f — f6||p < BN Assim,
#lh

temos que

IFCHR) =Sl < IFC+h) = fe G+, + NS+ h) = [,
+fe =11,
3

IN

EN (19)
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Observemos que

lell, = / e)ldy=1im [ o ()ldy.

R=co Jly<r
ou seja, para todo € > 0 existe R, tal que se R > R. entao

€

il = [ e = [ ewlar< i (110

Agora, com ¢ fixado, utilizamos a Desigualdade de Minkowski em (1.8) e combinando as
desigualdades obtidas em (1.9) e (1.10) obtemos

lorx f—=fll, < / N @I CHry) = Fll, dy + 2071, [l (y)ldy

lyl< ly|>%
< c + - €
2 2 7
sempre que §/r > R. <= r < J/R.. O
Demonstracao do Teorema 1.7. Para cada ¢ > 0 definimos €2, como sendo

Q. ={zx € Q:dist(z,00) > ¢}.

O conjunto €2, é aberto e para todo ponto p € ) existe 0 < ¢ << 1 tal que p € €)..
Definiremos em €. a regularizacao u,. () = u*p, (z). Notemos que, u, (x) com r < &
é fracamente harmonica em .. De fato, V ¢ € C5° (), temos que

wrpns) = [ [ ute=iewan] so @ i

_ /Rn[/nu(x—rz)ringo(z)r”dz}Aw(x)dx

_ /Rn(p(z){/nu(m—rz)A@D(x)dx}dz (fazendo o =1z + )
_ /Rngp(z)[/nu(i)Azb(rz%—f)d%}dz

— 0,

pois u é fracamente harmonica em ().
Note que a regularizacao u * , ¢ harmonica, pois usando a segunda identidade de
Green, para todo ¢ € C§° (€2) temos que

B ou, o
/Q(@DAW - urAw)dy — /89 (w o - Ur5>d0 (y) .

E como funcoes restritas ao bordo se anulam, segue-se

/wAurdy:/urAwdy.
Q Q
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Usando o fato de u, ser fracamente harmonica, obtemos que

/ $Auydy = 0,
Q

de onde podemos concluir que Aw, = 0, pois se supormos por contradi¢ao que Au,. (xg) >
0 em algum z( € 2, podemos entao considerar a funcao ¢ € Cg° (§2) tal que

|1, se x€ By(xo),
90(9”)—{0, se x ¢ Bs(xo),

de onde segue que

0= / Au,pdy = / Au,dy > 0,
Q Bs 2(w0)

o que é uma contradicao. Logo, u, ¢ uma funcao harmonica.
Observemos que

(uxpp) () = (ux o) (7)), (1.11)

para todo x € ). e ry + 192 < €. Com efeito, como u * ,, é harmonica entao vale

((uxpry) % 0ry) () = (wr or,) (2) (1.12)

Logo, usando a comutatividade da convolugao tem-se

(u * 907"1) (I) = ((u * §0T1) * 907“2> (.I‘) = ((u * 907"2) * 907“1) (ZE) = (u * 907”2) (l’) )

Deixando ry fixo e passando limite quando 71 tende a zero em (1.11) e usando o Teorema
(1.8) temos que

0= lim Jluxpr, —ull g, = lu* @r —ulp,)

logo u * ¢y, (x) = u(z), z.q.t.p em .. O

1.4 A Terceira Identidade de Green

Iremos deduzir nesta secao a Terceira Identidades de Green, a qual serd nosso ponto
de partida para dar inicio ao método de resolucao do problema de Dirichlet.

Teorema 1.9 (Terceira Identidade de Green). Sejam Q@ C R™ um dominio limitado,
onde vale o Teorema da Divergéncia e u € C*(Q). Entdo, para todo z € )

w@w) = [ W) oFe—n)-Fa-pauwlde) 1)
+/ —F(z —y) Au(y) dy,
Q
onde F' € a solugcao fundamental do Laplaciano em R".

21



Antes de proceder com a prova do Teorema 1.9 provaremos alguns resultados que
serao de grande utilidade.

Observagao 1.1. Com o objetivo de ndao deixar as demosnstragoes muito técnicas, todos
os resultados desta se¢ao serao provados no contexto de dimensao n > 3. No entanto,
todas as provas que serao realizadas se adaptam facilmente ao caso n = 2.

Lema 1.2. Dado e > 0. Sejay € B. () CQ e S. () = 0B. (x). Entao,

(a) lim [F (z = y) Opu (y)| do (y) =0,
Se(x)

iy [0 = ) u )] do () = —u (o)

onde € um dominio reqular, F € a solucdo fundamental do Laplaciano e O,F € a
derivada direcional de F' na dire¢cao normal interior a esfera S (x).

Demonstracao. Iniciamos com a demonstragao do item (a). Definimos
L= [P do)
Usando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz tem-se que
L@l < [ IFE o))

g/ IF (z = )| [{(Vu (2), N, (u))] dor (y)
Se(x)

1 1
</ = IVu (@) do (1)
s.(@) (M= 2)wn |z —y["?
c 1
< d
T (n—2)w,en? /sg(x) o)
c 1 n—1
= e"  wy,
(n —2)wy, en?2
 on=2"
Passando o limite quando ¢ — 0, obtemos
lim |1, (¢)] < lim ———¢ = 0
EIE)% 1\E _all},(l)n—28_ '

Assim, lir% I,(g) = 0, concluindo a demonstragao do primeiro item.
E—

Para provar o item (b), definimos



Notamos que

I(e) = S(){@nF(x—y) [w(y) —u(z) +u(x)] pdo (y)

- / OuF (2 — ) [u(y) — u (@) do () + / OuF (2 — y)u(2)] do(y)
= (x) Se(x)
= ]m(&)‘i‘]gg(é),

onde

= [ P @) ) —u@)] o ). (1.14)
@)= [ OF ) u@] o) (1.15)

Estimaremos a seguir cada uma das integrais separadamente. Usando o Teorema do
Valor Médio, obtemos

Iy (2)] < / 0.F (2 — )| |u () — u (2)] do (y)
Se(x)
O, I (x — c(y —x)|do
< /Ss(x)\ (— )|l (y — 2)| do (y)
< c do < cewne™ = ™.
< S/SE(:B) (y) < ce

Passando ao limite quando ¢ — 0 na desigualdade acima, concluimos que

lir% |15 (¢)] < hH(l)C e"=0.
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Analogamente, para Is; obtemos

In(e) = /Sa(x) O F (z —y)u(x)do (y)
= u(x)/s( )anF(!E—y)dU(y)

= u(x) VyF (x —y)v(y)do (y)
Se(z)

- “@N;Eiiﬁ/;@Vny—z| )m—zﬂ“(>
- ““*“L_Sl;@‘@ ) LY LY e ()

wn(2—n |z —y|" |z —y|
1
_ “”/ do (y)
Wn Js.(2) |r =yl
u ()
- d
wﬁlém)dw
U(.Z‘) n—1
= _wngn—l 71,8 = —U (:C)

Finalmente como Iy (¢) = Iy (€)+ Iz (€), novamente passando o limite quando € — 0,
temos que
lir% I(e) = lir% I(e) + lir% Iy(e) = —u(x).

Desse modo concluimos a demonstracao do item (b). ]
Lema 1.3. Dado ¢ > 0. Seja y € B. (z) C Q. Entdo
lim F(x—y)Au(y)dy =0,
e—0 BE(CL’)
onde u € C*(Q) e F € a solugio fundamental do Laplaciano.
Demonstracao. Para estimarmos esta integral usamos as coordenadas esféricas, ou seja,
y=1z+rw, (r,w) € [0,00) x S"1,
dy = r"drdo (w),

onde do (w) denota o elemento de drea em S™1.

/g<z>F<x_y)Au(y>d‘y' = //Sn NF(=rw) )Au (2 + rw) [r" o (w)dr

// max]Au|d7“
gn-1 2—nwn]
= ¢, | rdr="22e2

c/orr 25
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Logo, passando o limite obtemos

lim F(x—y)Au(y)dy = 0.

e—0 BE(CL')

A seguir passamos efetivamente a provar a Terceira Identidade de Green.

Prova do Teorema 1.9. Note que, F (z —y) tem uma descontinuidade quando = = y,
desse modo iremos isola-la e aplicaremos a segunda identidade de Green dada por(1.2)
trocando v (y) por F (z — y). Desse modo

/8 , UnF @ —y)doly) = /6 | F =) Oudoly) - / F (z —y) Audy

€

+ / ulA,F (v — y)dy.

£

Como A F (x —y)=0e Q. =Q — B (x),

[Fa—psuty = — [ w0,F@—y) - 0ur - y)doty)
Q 09
+ / F(x—y)Audy—/ uo, F (z —y)
B.(z) Se(z)

+ / F (x —y) Oyudo (y)
Se(z)

Usando os Lemas(1.2) e (1.3) obtemos a expressao desejada. O
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1.5 Elementos de Analise Funcional

Nesta segao apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades dos operadores limitados
e compactos que serao utilizadas.

Defini¢ao 1.10. Sejam E um espaco de Banach. Um operador T' € B (E, E) (conjunto
dos operadores limitados) € dito ser invertivel se e somente se existe S € B(FE, E) tal
que

TS =ST=1,
onde I denota a identidade em E. Neste caso, escreveremos S = T~ 1.

Teorema 1.10. Se T' € B(E,E) e |T|| < 1, entao (I —T) € invertivel e seu inverso €
dado pela série de Neumann, ou seja,

(I-T)"= iTﬂ', (1.16)

onde a convergéncia vale na norma de B (E).

Demonstracio. Usando o fato de que | T1Th|| < || T1|| | T2l segue que ||T9]| < |||’
Sabemos ainda que a série geométrica » | 7|’ converge quando ||T||° < 1. Desse
modo, a série (1.16) é absolutamente convergente.
Como E é completo, segue que B (E, F) também o é. Além disso, temos neste caso
que convergéncia absolutamente implica convergencia.

Denotemos -
S = Z Ti.
§=0

Mostraremos que, S = (I —T)~'. De fato,

I-T)(I+T+T*+--+T") = (I+T+--+T"({I-T)
= [ -7

fazendo n — oo, obtemos que 7" — 0 pois || T]| < 1. Desse modo,
(I-T)S=S8S(I-T)=1.
Logo, concluimos que S = (I — T)fl. ]

Definicao 1.11. Um operador linear T : E — FE € dito compacto se e somente se
para qualquer S limitado contido em E, a imagem T (S) C E tem fecho compacto.
FEquivalentemente, T € compacto se e somente se qualquer que seja a sequéncia {x,}
limitada, a sequéncia {T (x,)} contém uma subsequéncia convergente.

A colecao de todos os operadores compactos de E' em E serda denotada por By (E).

Teorema 1.11. Seja E um espaco de Banach.
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(a) Se T, S € Bo(E), entio oT + S € By(E);
(b) SeT € By(F) e S € B(E), entao T'S e ST sao operadores compactos;

(c) Se {T,} C By(E), T € B(E) e T, tende a T na norma de B(FE), entao T é
compacto,

(d) T € Bo(H) se e somente se T* € By(H).
Demonstragao. A demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em [7]. O

Definigao 1.12. Seja H = L* (R™). Definimos o operador T : H — H pela expressdo

Txf(z)= [ K(z,y)f(y)dy onde f € L*(R").

R

Dizemos que Tx € um operador integral e K é o nicleo associado a esse operador.
Além disso, se K (x,y) € L*(R™ x R") entao K é chamado de micleo de Hilbert
Schmadt.

Proposicao 1.5. Todo operador de Hilber Schmidt é compacto.

Demonstragio. Note que se {¢;};-, denota uma base ortogonal em L? (R") temos que
Vi = ¢; (x) ¢; (y) é uma base ortogonal para L* (R" x R™), pois,

lsll2 = / s (o) P (a) o o)
- / 16 @16 W) ) do ()

- 189\@ @Pda @) [ jor 0)de )

Por outro lado, temos que
(Vij, i) = /BQXGQ Vij (2,y) Yu (z,y)do (x) do (y)
= [ (s @a@) (¢ 6)500)dr (@) do o)

-/ i (2) ¢y (x)do (2) - 05 (y) or (y)do ()
51'[ 5jk'

1, se i=1lej=k,

Assim temos os seguintes casos: (¢;;|vn) = { 0. so  outro caso
: :

Logo, mostramos que t;; ¢ uma base ortogonal para L? (R™ x R™).
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Note que
K ([E,y) ~ Z ai,j¢i (.’L') ¢] (y) coin Z |aij|2 < 09,
12

k=1
Definindo o operador

n

Tnf ({L‘) = Kn (:E7y) f (y)dy onde Kn(z,y) = Z ai,jqbi (LL') ¢j (y) .

R ij=1

obtemos que cada T,, tem posto finito logo é compacto. Além disso

K — K| = Z |a; ;| — 0 quando n — oo.

i,j=n

Como consequéncia deste fato obtemos que ||T — T,,|| < || K — K,||5 e usando o Teorema

(1.11) concluimos que T' é compacto.
[

Teorema 1.12 (Desigualdade Generalizada de Young). Dados (X, 1) um espago men-
surdvel o finito, 1 < p < oo e C > 0. Suponha que K seja uma fun¢ao mensurdvel em
X x X tal que

(a) sup /X K (2,y) du (y) < C,

zeX

(b) Sup/XK(:v,y)du(x) <C.

yeX

Se f € LP(X) a fun¢ao Tf definida por

17 @)= [ K@) f )in(
b's
estd bem definida em quase todo ponto e pertence a LP (X), e vale a sequinte desigualdade

171, < ClIfIL,-

Demonstragao. A demonstracao deste Teorema pode ser encontrada em [5]. O

1.5.1 Alternativa de Fredholm

Definigao 1.13. Um operador A é dito ser de Fredholm se e somente se
dimN (A) = dimN (A*) =n < oo (1.17)

R(A) = R(A). (1.18)



Considere as seguintes equagoes

Au = f, (1.19)
Aug = 0, (1.20)
A'v =y, (1.21)
Ay = 0. (1.22)

Teorema 1.13. Se B € um isomorfismo e F' é um operador cuja dimensao do posto €
finita entao A = B+ F € de Fredholm.
Para todo operador A de Fredholm as sequintes alternativas sao vdlidas.

(a) Ou, a equagao (1.20) tem somente solucao trivial ug e portanto a equagdo (1.22)
também possui somente a solucao trivial e ainda as equagoes (1.19) e (1.21) sao
unicamente determinadas para f e g,

(b) Ou, a equagio (1.20) tem n > 0 solugoes linearmente independentes e portanto
(1.22) também tem n solugoes linearmente independentes 1; para 1 < j < n, desse
modo (1.19) e (1.21) sao resolviveis se e somente se (f,1;) =0 e (g, ¢;) = 0.

Demonstracao. Se A é de Fredholm entao as condigoes 1 e 2 do teorema sao equivalentes
a (1.17) e (1.18). Desse modo, nosso objetivo é provar que A é um operador de Fredholm.
Para isso iremos mostar que (1.19) e (1.21)sao equivalentes a um sistema algébrico linear
em um espaco de dimensao finita.

Note que (1.19) é equivalente a equagao

w+Tw=f, (1.23)

onde T := FB~! é um operador de posto finito que tem a mesma dimensao n do operador
F e Bu:=w. A equivaléncia entre estas equacoes é clara pois

f=Au=(B+F)u=(B+TB)u=Bu+TBu=w+ Tw.

Como B é um isomorfismo, cada soluc¢ao de (1.19) tem uma correspondéncia injetiva
com a solugao de (1.23). Em particular, tomando B = I obtemos

dimN (A) =dimN (I +T) e
R(A)=R(I+T)onde R(I+T) é fechado.

Afirmamos que se T' tem posto de dimensao finita n entdo a dimN (I + T) é finita e
nao é maior do que o posto de T'.
De fato, se u = —T'w onde T tem posto finito n entao

n

Tu= Z <Tu7 ej) €js

j=1

onde {e;} é uma base ortonormal de R (T') e

n

u=— Z (u, Te;) e;.

J=1
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Desse modo u pertence a um subespaco de dimensao n = r (7).

Como A e A* sdo simétricos, no teorema ¢é suficiente provar (1.17) e (1.18) para A e
verificar que dimN (A) = dimN (A*).

Note que (1.21) é equivalente a equagao

v=T"=h, (1.24)

onde T* := (B*)"' F é um operador de posto finito(adjunto de T) que tem a mesma
dimenséo n do operador T. A equivaléncia é clara, pois basta aplicar (B*)™" a (1.21),
obtendo

h=(B*) 'g=(B)"(A%) = (B) " (B*+ F*)v =v+T".
Mostraremos agora que os operadores tem o mesmo posto de dimensao finita. Seja {e;}

¢ uma base de R (T) entao

Tu=7 (Tu.ej)e;,

Jj=1

T u = Z (u,e;) T"e;,
j=1
assim r (T*) < r (T) e usando simetria obtemos r (T") < r (7™). Logo os operadores tem
0 mesmo posto.
Iremos escrever explicitamente um sistema algébrico linear equivalente as equacgoes
(1.23) e (1.24). Para a equagao (1.23) obtemos

1

onde t;; := (e;,T%e;), ¢j = (w,T%e;) e fi=(f.T"e;).
E para (1.24) obtemos

G+t =h (1.26)
1

onde tj; := (T%ej,e;), & = (v,ej) e h; := (h,e;) e ti; é a matriz adjunta de t;;. Para
os sistemas algébricos lineares (1.25) e (1.26) a Alternativa de Fredholm é um resultado
elementar bem conhecido. Estes sistemas sao equivalentes a (1.19) e (1.21). Desse modo
a Alternativa de Fredholm ¢ valida para (1.19) e (1.21) entao as propriedades (1.17) e
(1.18) estao provadas. O

Para uma melhor visualizacao da Aplicacao de Fredholm neste trabalho iremos utilizar
um teorema equivalente ao (1.13), onde tomaremos em particular A =\ —T, B = —\I
¢ um isomorfismo e F' = —T ¢é um operador de posto finito, pois T é um operador
compacto.

Teorema 1.14. Sejam H um espago de Hilbert e T € By(H). Entao, dado A € R tem-se
as sequintes alternativas:

30



(a) YVg € H NI — T = g tem solugao, ou
(b) \XI =T =0 tem solug¢ao nao trivial.
Observacao 1.2. Note que valem as sequintes equivaléncias.
(a) & dopeH: Np—Top=g<ImN —-T)=H.
(b) ©d¢p#0,0€ HtqA\p —T¢ =0« X éum autovalor de T.

Observagao 1.3. Uma prova de uma versao mais geral da Alternativa de Fredholm pode
ser vista em [1].
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Capitulo 2

Teoria do Potencial

Neste capitulo, faremos um estudo do Problema de Dirichlet em dominios limitados
com fronteira de classe C?. A abordagem serd realizada através da Teoria do Poten-
cial, onde um conhecimento basico de operadores compactos é necessario. O modelo
matematico a ser estudado é o seguinte: deseja-se provar a existéncia de solugoes para o
problema de contorno

Au(z) =0, x €N
{W) f@). reon. )

onde u € C?(Q) N C (Q) e Q ¢ um dominio limitado em R™ com fronteira 9Q de classe
2

Nossa motivacao para resolver o problema parte da Terceira Identidade de Green,
(ver Teorema(1.9)), quando aplicada a uma fun¢do harmonica, isto é, se v é harmonica
em ) e pertence a C?(Q) temos que

u(x) = /asz [u@nyF (x—y)—F(z—vy) 8nyu] do (y),

para todo x € . A funcao acima nao é uma boa representacao pois contém a derivada
normal de u, da qual nao temos informacao. Assim, a idéia é desprezar o termo que
contém J,u (y) e procurar uma solugao no formato

u(r) = o ¢ (y) On, I (x —y) do (y) , (2.2)

onde ¢ é uma funcao a determinar.
A equagao (2.2) é conhecida como Potencial de Camada Dupla. Como veremos, sera
necessario também o estudo das propriedades de

w(z)= [ ¢(y)F(zr—y)do(y) (2.3)
o0

conhecida como Potencial de Camada Simples.
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2.1 Operadores Integrais

Antes de estudarmos as propriedades dos potenciais de camada dupla e simples pre-
cisamos deduzir algumas propriedades sobre certos tipos de operadores integrais com
fronteira limitada de um dominio €2 C R".

Definigao 2.1. Sejam K : 92 x 00 — R™ uma fun¢do mensurdvel e 0 < o <n—1. K
é dito um nicleo de ordem « se

K (z,y) = |z —y|*
A(x,y)ln|x—y|+B(w,y), se O-/:Oa

onde A e B sao funcgoes limitadas em OS2 x OS). Além disso, K € dito um nucleo continuo
de ordem o (0 < aw <n—1) se K é o nicleo de ordem o e K € continuo no conjunto

{(z,y) € 02 x 0 x # y}.
Se K é um nucleo continuo de ordem «, 0 < o« < n — 1, definimos o operador Tk por
Txu(r) = | K(z,y)u(y)do(y).
o9

Proposicao 2.1. Se K ¢ o niicleo continuo de ordem «, onde 0 < a <mn — 1, entdo Tk
é limitado em LP (09)) para 1 < p < oo. Além disso, existe uma constante C,, > 0 tal
que se K € suportado no conjunto {(x,y);|x —y| < e} entdo

| Tcull, < Ce = All,Jlul,, (> 0),
I Ticull, < C"* (JAllL, (1 + [inel) + Bl llull,, (@=0).

No enunciado desta Proposi¢gao estamos usando as seguintes notagoes:

Al indica [|A|l = sup [A(z,y)l.
(z,y)€0Qx I

Observacao 2.1. Antes de demonstrarmos a proposicao, observamos o sequinte fato:
YV x € 0N) existe €, tal que

V(z) =0QNB., () ={y € 00 |y — x| <e,},

¢ um grdfico de uma funcao de classe C%. Usando esse fato, obtemos que
=] V(x).
€002
Por hipétese o bordo é compacto, logo

k

00 = V().

i=1

Vamos supor, sem perda de generalidade, que em cada vizinhanca V (2°) a varidvel z,, se
escreve em funcao de (x1,...,%,_1), ou seja, T, = fi (x1,...,x,_1) para todo x € V (z").
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Demonstracao da Proposicao 2.1.1. Demonstraremos esta proposicao utilizando o Teo-
rema (1.12), portanto, é suficiente provar as estimativas

@ sup [ 1K @l dn(s) < €,

(b) sup / K ()] du (@) < C.

yeo)

Provaremos apenas (a), uma vez que (b) pode ser obtida de forma similar. Fixe z € 02
e seja

Q. (z) = {y € 0 |z —y| < e}

Por definicao temos que,

/ K (2, y)ldo (v) < [ A]l, / & — 4| *do(y). (2.6)
o0 o0

Sejam T = (z1,....Zp_1) € T = (Y1, .., yn_1). B facil ver que [T —7| < |z —y], e
como « > 0, obtemos que
T =g > o -y (2.7)

Substituindo a desigualdade (2.7) em (2.6), obtemos

/89|K<x,y>|da<y> < Al /m\sz—m—ada(w
= 41y [ 7~ 31 "doty).

Qe (z)NV ()

Resolvendo cada integral de superficie obtemos

k
[ K@) < 1A [ Ea e

T—yl<e
k
< Salal [ F-ida

onde C; = max |J; ()|, onde J; (y) é o jacobiano que transforma o elemento de superficie
no elemento de volume em cada V (z).
Usando coordenadas polares em R" !, 9 = Z + rw, onde w € S™2, para obtermos

Co | All. / a2y, / do.
0 g2
Cy AL .

IN

/a K (e p)ldo o)

IA
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Proposicao 2.2. Se K € o nicleo continuo de ordem o, 0 < a < n — 1, entao Tk
transforma funcoes limitadas em fungoes continuas.

Demonstracao. Suponha que a > 0, pois o nucleo continuo de ordem zero também é um
nicleo de ordem « para algum « > 0. Desse modo, podemos escrever

K (z,y) = A(z,y) [z —y[ ™.
Dados = € 2 e 0 > 0, definimos
Bs (z) = {y € 09; v — y| < 0},
Seja f € L™ (092). Se y € Bs(x), temos que

Tk f () = Tx f (y)| =

/8 K (@2) = K (3:2) £ () ()| < D) + D),
onde

h(x,m:/B K@D = K2l (e o)

Io(z,y) = / o K@) = K @)1 () (o).

Podemos supor ¢ suficientemente pequeno de modo que Bas () seja o grafico de uma
funcao de classe C?. Desse modo

Liz,y) < /B()(|K(:r,2)|+|K(y72>|)|f(Z)ld0(Z)

< AL [ (=l Yo (2
Bas(x)

< Wl ([ femsas [ sl (a).
Bas(x) Bss(y)

onde Bss (y) = {z € 09; |z —y| < 30} e Bas (z) C Bss (y). Similarmente ao processo da
demonstracao da Proposigao(2.1) temos que

TV ENVNTNY

|z—Z]|<26

F— 3 | ()l + /

[7—2|<36

TEERIY; @rdz).

Usando coordenadas polares em R" 1, dadas por § = 7 +7rw, onde w € S" 2 e 2 = y+r),
onde ¢ € S"2, obtemos

1 1
L) < Al [ o 2ar [ dosCalAl S [ et [ o,
0 - 0 Sn—

Sn
Assim,

Liz,y) < CllAll I1flloe 0™
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Estimemos agora Is(z,y). Notemos que neste caso se y € Bs(x) e z € 0\ Bas ()
obtemos que |z — z| > 2§ e |y — z| > 0.
Como K é continua fora da diagonal temos que dado € > 0, 3 > 0 tal que

o=l = I(2.2) = (g2)| < entio | (2,2) = K (3.2)| < 30— o

Fazendo 6 < n concluimos que

€

- do (2
*2 ||f||oo,u(0Q) /89\325(96) ( )

/ K (2,2) — K (1, 2)| 1f (ldo () < IS
O\ Bas ()

€
< =

Portanto, |Tx f () — Tk f (y)| < &, sempre que |z — y| < 7.

2.2 Propriedades do Potencial de Camada Dupla

Nesta se¢ao iremos estudar algumas propriedades muito importantes do Potencial de
Camada Dupla.
Seja u(x) o Potencial de Camada Dupla definido em(2.2). Definimos

xr—y),V
anyF(xay) - _Wa

onde x € R"\ 00 e y € 0N
Proposicao 2.3. Existe uma constante positiva ¢ tal que ¥V x,y € 0S)
((z—y) )| < ele -yl

Demonstragao. Usando Cauchy-Schwarz temos que |((x — y), v,)| < |z —y| [v(y)|,V 2, y.
Suponha que |z —y| < 1.

Seja © = (x1,%2,...,2,). Dado y € 09 podemos fazer translacdo e rotacao de
coordenadas de modo que

y=0,v(y) =(0,0,...,1)e((x —y),v,) =, esteja préximo de y.
Como o bordo é o grafico de uma funcao f de classe C2, podemos escrever
= f(z1,29,...,20-1), f(0)=0e Vf(0)=0.
Agora mostraremos a desigualdade a seguir:
(=), v )] = If (@2, )| S el aa,. o z,)[ < clz =0 < efo—yl.
Usando a Férmula de Taylor, com a =0 e v = (21,23, ..., 2, 1), oObtemos a seguinte

expressao
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T(U)2 _0

f)= 1 (d’f(a),v®) + 7 (v) onde lim

2 =0 o]

e aplicando a norma a igualdade acima, obtemos

@l = |5 (@ @) 07 +r (o)

IN

1 o )
3 [ f @) ol + | (v)]

2
< ¢lol +lr ()]

r(v)

Como lin(l) —,~ = 0 usando a defini¢ao temos que
v— v
r (v
Ve>0,36>0,|v <5:>‘ (2> <e=r(v) <elv).
v

Agora estimaremos a tltima expressao, ou seja, iremos impor condigoes para que tal
limitagao exista,

(a) Se |r —y| <6 <1entao |v| <;

Usando alguns fatos visto acima, obtemos
] <lfz[ =]z -yl <5 <L
Neste primeiro caso basta tomar ¢ < § < 1 assim a desigualdade acima é verificada.

() o=yl 206 [}a—y)|>1.
Neste caso, usaremos Cauchy-Schwarz e a equivaléncia acima dada no item b, e
obtemos

2

x —yl

Ko=) <lo—ol <03 - )| <622 < Lo,

1
< <
)
Neste caso para que a desigualdade seja vélida basta tomarmos ¢ > %. O]

Quando z € 0f) temos< (que a)@nyP)’ (z,y) é singular para x = y. Porém, provaremos
T —Y), Uy

n
Wn |J] - y|
Contlnuo, COIMoO veremos a segulir.

(= y) vy)

n
wn|x_y|

que o nucleo K (x,y) = — andlogo a 0, F (x,y) tem propriedades de nicleo

Proposicao 2.4. K (z,y) = — onde x,y € 0N e x # y é um nicleo continuo

de ordem n — 2 em 0f).
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Demonstragao. Note que, podemos escrever K (z,y) da seguinte forma

K (@) = 258 onde As,y) = _%‘

E fcil ver que K (z,y) é continua para z # y. Além disso, A (z,y) é uma funcao limitada
em 0f) x 052, pois usando a Proposicao (2.3),

<J}—y,y> C|ZE—y|2
|A(z,y)| = yz < 7 =
wn e =y"| " Jwal [z =yl
Logo, K (z,y) é um nicleo continuo de ordem n — 2 no bordo. ]
Proposicao 2.5. Valem as sequintes iqualdades:
1, se x €,
[ onrwnaw={ 5 155, 29
e
K(z,y)do(y) = %, se z€dQ. (2.9)
o9

Demonstracao. Dividiremos nossa demonstragao em casos:

o —y[*"
(2 —n)w,
onde n > 3. E facil ver que F (z,y) é harménica como uma funcio de y e usando
a Proposicao (1.4) , temos que

(a) Se z € R*"\ Q. Seja F(z,y) = a Solu¢ao Fundamental do Laplaciano

/ O, F (z,y)do (y) = 0.
o0

(b) Se x € 2. Tome ¢ > 0 de modo que B. (z) C Q. Aplicando a Proposigao (1.4)
sobre o dominio Q \ B. (z), temos que

1
/ On, F (z,y)do (y) — —— / do(y) =0
a0 €7 Wn JoB.

1
/ On, F (z,y)do (y) — ——A(0B:) =0
o0 € Wn
1
O, F d — "1, =0
| 0uF e () = S5

/ On, F (z,y)do (y) = 1.
o0
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(c) Por fim, o caso em que x € 0f).
Consideremos os seguintes conjuntos:
00 =00\ (02N B.);
OB. (x) = 0B N
OB (z) = {y € 0Bz {v(x),x — y) < 0}.

onde 0B (x) é a semi-esfera da 0B (x) que se localiza do mesmo lado do plano
tangente de 02 com z € Q.

Por um lado, é facil ver que

K (z,y)do (y) =lim [ K (z,y)do(y).
[y €=V J o0,

Por outro lado, como F (x,y) é harmonica em Q \ B. e a curva acima é limitada
por 02, U JB. (z), pela Proposigao (1.4)

K (z,y) do (y) + / Oy, F (2,) do (y) = 0.
00, OBL(x)

Fazendo uma troca de orientagdo em 0B (z)

K(z,y)do(y) = lm [ K(z,y)do(y)
[%9) e7v Joaq.

— —lim O, F(z,y)do (y)

=0 JaB! (z)

1
= 1 d .
al_r’% enLwy, /83({:(3[:) 7 <y>

Como 0 é um de classe C?, a diferenca simétrica entre OB’ (x) e B! (z) estd
contida na faixa equatorial, definida por

{y € 0B. (z), (v(z),x —y) < c(e)}onde c(e) = O (%) cuja drea é O (").
Este fato sera de fundamental importancia na seguinte integracao,

1
/ do(y) = =" tw,+0(").
OBL(x) 2

Para finalizarmos a Proposicao, temos que

1 1
K (z,y)do (y) = lim [—z—:"_lwn - ce”}

o0 e—0 5"71(‘&)” 2

i ce™

= lim- —
e—02  wpent
.1 ce

= lim-— —
e—=02  w,
1
2



Lema 2.1. Eziste uma constante C' < oo tal que para todo x € R™\ 09,

/89 ‘&LyF(x,y)} do (y) < C.

Demonstracao. Seja dist (x,00) a distancia de z ao ponto mais préximo de 0. Fixe
0 > 0 com as seguintes propriedades:

(1) 6 < 5; onde ¢ é a constante dada na Proposi¢ao (2.3).

(2) O conjunto dos = € R™ tais que dist (z,0?) < §/2 é uma vizinhanca tubular de
0€). Desse modo, se dist (x,08) < §/2, existem um tnico o € €2 e um unico
t e (‘7‘5, g) de modo que x — xy = tv (zg), onde zy é a projecdo de x em Of).
Dividiremos a demonstragao em dois casos:

Caso I: Suponha que dist (x,0) > 6/2. Por defini¢ao temos que

<IL’—y’V>

Aplicando a norma a expressao acima, obtemos

(z —y,vy)
0, F (1,y)] = v
< [z =yl |
~ wnl |z =yl
B 1
jwnl |2 —y[" ™
1 2n—1
< - -
- |wn| 6n—1
S 0151_n.

Integrando esta desigualdade e usando o fato do bordo ser compacto, temos que

/69 }6’%}7 (x,y)do (y)| < /BQ c10- " "do (y)

= 6151_"/ do (y).
o0

Caso II: Suponha que dist (x,00) < g.

Sejam x( a projegao de x sobre 02 ao longo da reta normal e
895:6§ZHB5($0) = {yE(?Q: |x0—y| <5}

Iremos estimar a integral de 9, F (x,y) sobre 982\ 0€s e sobre 0§25 separadamente.
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(a)

Se y € 90\ 085 entao

[z =yl = feo—yl =[x —
J
> 00—z
- 2
9
=

Estimando a 0,,F (z,y), obtemos
‘8nyF (‘Tay)‘ S Clél_n-
Portanto, neste caso a limitagao ¢é verificada.

Para estimar a integral sobre 0€)s usaremos a seguinte desigualdade:

2(z — 0,20 —y)| = 2|z — ol |(v (w0) , 20 — )
2
< 2c|z — x| |xo — Y|

Prova da Desigualdade. De fato, seja
0=/2L(x—xo,x0—y) =LV (x0),20—Y)-
Por definigao, valem as seguintes expressoes:

12 (x — zo, 20 — y)| = 2|z — x| |T0 — Y| COSO (2.10)

(v (x0) , 20 — y)| = |20 — y| cos b (2.11)

Substituindo a igualdade (2.11) em (2.10) e aplicando a Proposi¢ao (2.3) obtemos
que

12(x — zo,x0 —y)| = 2|z — x0||T0 — Y|COSH

2w = ol |(v (x0) , 20 — y)]|
< 2|z — zo| |20 —y|* .

Logo, concluimos a demonstragao da desigualdade. O]
Além disso,

o=y = |r—z0+ a0 -yl
= |& —zo|* + w0 — yI* + 2 (z — z0, 20 — ¥) .
Em particular, como |z — zo| < § < i, usando a desigualdade acima temos que

1
2¢c|z — xol |xo —y]%

IN

2 (z — @0, 20 — y)|

< v — ol lvo —yl.
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Como
(12— ol + Jzo — u?)..

N | —

z—y|* >

Aplicando a desigualdade triangular na norma de 0, F (x,y), obtemos que

<x—y,yy>
O, F (, = |—%
| ! (xy)’ wn |7 — Y|
<x — Zo, Vy) <x0 - Y, Vy>
wn |z —y|" wn |z —y|"
2
< |z :roTILJrCI:Bo yL
lz —yl |z — 9|

|$ _xo| +C|I0 _y|2

< = — g
_ v — 20| 4+ clzo — y|”
(1 = wof? + o — yI?)"*
< c3 |z — xol csc|zo — 3
B (|x—x0|2—|— |x0—y|2)n/2 (|x—xo|2+|$o—y|2)n/2.

Chamemos ¢4 = méax{csc,c3}. Fagamos r = |zg — y| e a = |xr — x| e integrando a
expressao obtida em coordendas polares e fazendo r = sa, temos que
a 1

5
O, I (z,y)] < /04
/805‘ (@9)] 0 (a2 +r2)™? 172

0 Snf2
< o / ————ds +§
o (1+s2)"

= C4(M+5)

] r"2dr

Esta ultima integral converge pois o integrando é da ordem de s™2 quando s — oo.
Tomando

C = max {0151”/ do(y),caM + (5} :
o9

obtemos a limitagao desejada. O

Lema 2.2. Suponha que ¢ € C(992) e ¢(xg) = 0 para algum xy € 0N). Se u € definida
por

u(z) = /mszs@)anyF(x,y)do—(w,
u(z) = /8 O ()i (),

entao u € continua em xg.
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Demonstracao. Dados x € Q e ¢ > 0 queremos encontrar ¢ > 0 de modo que se
|z — x0| < & entao|u(x) — u(xy)| < e.

No Lema (2.1), provamos as seguintes estimativas

/ 10, F(,9)| do(y) < C e / K (z,)| do(y) = C'.
o0 oN

Como ¢ € C (09) e ¢ (x9) = 0 podemos escolher n > 0 de modo que |p(y)| <
sempre que B, = {y € 0Q : |y — x| < n}. Assim,

_&
3(C+C")

u(z) —ulzo)| =

; O(y)On, F(z,y)do(y) + /a o (y)On, F(z,y)do(y)

- [ : O(y)On, F (0, y)do(y) + /8 o ¢(y)On, F (xmy)da(y)”

IN

; (y)On, F(z,y)do(y) — ; (Y)On, F (20, y)do(y)

T / O(y) (O, F(0,) — 8, F2,3))dor(y)
89\ B,y

< [ 16w (o0, P + 100, Fan. ) o
b 1o P )~ 0, Pl ot
O0\B,

2e
< §+/ 6()] |On, F(x,y) = On, F (20, y)|do(y)
00\B,,

Analisaremos agora a seguinte integral:
[ 161100, F ) = 00, Fau. )| do ()
OB,

Se |z — 0| < ¥ temos que o integrando acima ¢ limitado e continuo em 0Q \ B, e
tende uniformemente a zero quando x converge para x.

]

Definigao 2.2. Seja u(x) o potencial de camada dupla definido em (2.2), definimos a
fungao uy (x) no bordo para t # 0 por

u () =u(x+tv(z)), (2.12)

onde x € 0S). Assim, u; € a restricao de u a superficie paralela 0S) a uma distancia t de

002.
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Teorema 2.1. Suponha que ¢ € C(092) e u(x) seja o Potencial de Camada Dupla.
A restricao de u a Q tem uma extensio continua em € e a restricio de u a R™\ Q
tem uma extensdo continua em R™ \ Q. De forma mais precisa, a restricdo u; converge
uniformemente em OS2 para os limites continuos u_ e uy quando t se aproximam de zero
por baizo e por cima, respectivamente. Assim, u_ e uy sao dados por

u@) =24 [ ) K @y do ),
o0
w0 = =24 [ oK ) do ),

Demonstragao. Se x € 02 e t < 0 é suficientemente pequeno entao x +tv (x) € €. Desse
modo,

u (r) = ¢ () On, I (x + v (2) , y) do (y) +/ [6(y) = ¢(2)] On, F(x + to(x), y)do(y)
o0 o0N

= ¢(x) /manyF(Htv (z),y)do (y)Jr/a [0 (y) = & (2)] O, F (x + 1 (2) ,y) do (y)

_ ¢<x>+/m[¢<y>—¢<x>]anyF<x+w<x>,y>do—<y>.

Pelo Lema(2.2) temos que a integral acima ¢ continua em 0. Usando a Proposi¢ao(2.5)
concluimos que

limu(z) = ¢(z)+ mK(:v,y)d)(y)dU(y)— mK(fE,y)qﬁ(fE)dO(y)
= ¢(z)— ¢ (2) mK(x,y)dO(yH aQK(:v,y)cb(y)da(y)
= o)~ 2D [ Ko@)
oN
= @Jr K (z,y) ¢ (y)do ().
0N

O caso onde t > 0, temos que os calculos sao anal6gos, mas a expressao abaixo
(b(x)/ O, F (z+tv(z),y)do(y) =0, Vo € R"\ Q.
o9

A convergéncia uniforme segue da prova do Lema (2.2): precisamos apenas observar que
sendo o bordo compacto, para todo € > 0, existe § > 0 de modo que se |z — y| < § entao

|6 (z) — ¢ (y)] <£/3(C+C"). O
2.3 Potencial de Camada Simples

Nesta secao iremos estudar algumas propriedades muito importantes do Potencial de
Camada Simples com momento ¢. Estas propriedades terao um papel bastante relevante
na demonstracao de existéncia de solugao para o Problema de Dirichlet.
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Teorema 2.2. Sejam w (z) o potencial de camada simples e ¢ € L (02) entdo w (x) €
harménica em R™\ Of).

Demonstra¢ao. Vimos no Lema (1.1) que é possivel diferenciar sob o sinal da integral
fazendo-se quantas vezes for necessério. Logo, w € C* (R"\ 992). Assim, Aw = 0 pois
A F (z —y) = 0. Desse modo w é harmoénica em C* (R \ 092). O

Teorema 2.3. Se ¢ € C' (02) e w € o potencial de camada simples entdo w € continua
em R™.

Demonstracao. Dado xg € 02 e § > 0 tome By = {y € 00 : |xg — y| < 0}. Entao

w(z) —w(zo)] =

¢ (y) F (z,y)do (y) — [ ¢ (y) F (x0,y)do (y)
o0 o0N
< ; 19 (y) F (2, y)| do (y) + ; o (y) F (z0,y)| do (y)
b [P @) = P16 ()lde ()
d0\Bs

Aplicando coordenadas polares nas duas primeiras integrais e procedendo de modo
analogo como na Proposicao (2.1) e na Proposigao (2.2) obtemos que estas sao da ordem
de 0.

Note que se |z — x| < g entao o integrando da terceira integral da desigualdade
acima ¢ limitado em 0€) e converge uniformemente a zero quando = tende a xg. O]

Iremos agora descrever a derivada normal do Potencial de Camada Simples w dada
por (2.3). Seja V uma Vizinhanga Tubular. Sabemos que a derivada normal d,, em V ¢é
dado pela férmula 0,w (z + tv (z)) = v (z) Vw (x + tv (z)) desse modo para x € V '\ 02
temos

D (1) = / 0P (@) (1) (1), (2.13)

Afirmamos que a expressao acima é exatamente o Potencial de Camada Dupla exceto
pelo fato de que 0,F é calculada em relagao a variavel x e nao em y. De fato, como
F(z,y) = F (y,x) temos que 0, F (x,y) = 0y, F (y, x).

Em particular se denotarmos K* (z,y) = K (y,x) o lado direito de (2.13) faz sentido
para x € 0 se interpretarmos como

., K*(z,y) ¢ (y)do (y) = Tk~¢ (x) . (2.14)

Como K ¢é um nucleo continuo de ordem n — 2 entao K* também o é. Desse modo
(2.14) define uma fungao continua em 0X2.
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Além disso, como K é uma fungao de valor real mostraremos que Tk~ é o adjunto de
Tk como um operador de L? (99). De fato,

(Tkd i) — /mwuwmda(x)
_ / K (2,9) 6 (y) do (y)¢ (x) do (x)
o0 J o
_ / 6 (W) K (2,9) ¥ (x)do (y) do ()
o0 JON
= / 6 (y) K* (2, )0 (2)do (x) do ()
o0 J O

= an)(y)dU(y) K (2, )¢ (v)do (v)
= (¢, Tx~1)) .

Entao a expressao em (2.14) nos dé exatamente uma expressao para o operador adjunto
de TK.

Como era de se esperar, existe um pulo de descontinuidade entre os operadores
definidos em (2.13) e (2.14). Como veremos, no resultado a seguir.

Teorema 2.4. Suponha que ¢ € C (0) e seja w o potencial camada simples definido

em R™. Entdo a restricio de w a Q respectivamente a (R” \ Q) esta em C, () e em
Cp, (R™\ Q) para todo x € O temos

hw() = —50@+ [ K)o ).

dnw(@) = 36()+ [ Kwa)oldo ).

o0

Demonstracao. Seja u(z) o potencial camada dupla. Definimos f em uma vizinhanga
tubular V de 0f2 por

B u(z)+ ow(x), se zeV\oQ,
f )= { Tid (x) + Tr¢p(z), se x € .

Afirmamos que f é continua sobre V. A restrigao de f a V\ 99 e a 02 sao continuas,
desse modo ¢ suficiente mostrar que xy € 9 e © = x¢ + tv (zo) entdo f (x) — f (xz9) — 0
quando t — 0, a convergéncia uniforme em xy. Mas,

F ()~ f(w) = / [00,F (2,9) + 0. F (2,9)] 6 (y) do ()

o0

- /ag [0, F (z0,y) — On, F (w0, )] ¢ (y) do (y) .
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Seja Bs = {y € 092 : |zg — y| < §}. Reescrevendo a integral acima sobre os dominios
Bs e 002\ Bs obtemos por um lado, que a integral sobre 02 \ Bs tende uniformemente a
zero quando z tende a xg e por outro lado, a integral sobre By é limitada por

F@) = f @) < ol [ [0 F (2.9 + 0, F ()] dot)
6l [ 100 (o) + 0, F (a0) d (1)
5
Desse modo ¢ suficiente mostrar que V x na reta normal de z:
[ 100F )+ 0, F )] do )
&

pode ser feito arbitrariamente pequeno, ou seja, 6 pode ser tomado suficientemente pe-
queno independente de x e zy. Sejam,

T —1y,U
8nyF(:an) = _% €

(x —y, v (z0))
wn e —y|"

somando as derivadas parciais acima, obtemos

(x —y,v(x0) — v (y))
wn |z —y|" '

Como v é de classe C' entao v é localmente Lipschitz, ou seja, |v(zo) — v (y)| <
clrg —y|. Além disso, |x — y| > ¢1 |zo — y| pois = estd na normal xy. Assim

(z =y, v (z0) — v (y))
wn |z —y|"

|8an(x,y)+am,F(l’»y)| =

|z = yllv (x0) = v (y)]
jwnl |z —yl"

Co |$0 - y|

jwal |20 —y["

< eslmg—yP

Integrando a desigualdades acima

WMFWW%+%JW%M}S/‘%MU_M%T

Bs Bs
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e fazendo uma mudanca de coordenadas polares, concluimos

)
/ P22 dr = 6.
0

Desse modo, f = u+0,w é extendida continuamente sobre 2. Usando o Teorema(2.1)
obtemos as seguintes igualdades

T () + Tr-¢ (v) =

—(z) + 0p-w ()
¢ () +Tkd(x) + Op-w (), e

N = &

Tt () + T (1) = iy () + Opow ()
_ —%gzﬁ (2) + T (z) + Osw ().

Simplificando-as, concluimos que

0w () = =56 () + T (1)

Oprw (z) = %qb () + T~ (2) .

A convergéncia de d,w (z + tv (x)) para J,+w (z) é uniforme em z pois o mesmo ¢é
verdade para u e u + J,w. O]

2.4 A Solucao do Problema de Dirichlet Classico

Vamos agora descrever a demonstracao da existencia de solucoes para o problema
de Dirichlet. Como mencionamos na introducao deste capitulo a idéia é procurar uma
solugao no formato

u(z) = / 0K (2.9) da(y)

onde ¢ é uma fungao a determinar. Tendo em vista o Teorema (2.1) e a condi¢ao de
contorno u(x)|sq = f, espera-se que ¢ satisfaga a equacao integral

Fao)= 2 4 [ K (o) 6 o (0), (2.15)
o0
com xg € J€). Definimos o operador
Tko(z) = K (2,y) ¢ (y)do (y) onde . € 0Q e ¢ € L*(99). (2.16)

o0N

Como veremos a seguir (2.16) define um operador compacto em L? (9€2) de modo que a
equagao (2.15) pode ser escrita na forma

f= (% + TK) ¢. (2.17)
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Mostraremos também que % nao ¢é autovalor de T e portanto, pela alternativa de Fred-
holm a equagdo (2.17) tem uma tnica solugdo para cada f € L*(99Q). Além disso se
f € C(00) entao ¢ € C (0N) e aplicando o Teorema (2.1) junto ao fato de que o poten-
cial camada dupla é harménico em R™ \ 0€2, segue que o Potencial de Camada Dupla é
a unica solucao do Problema de Dirichlet classico.

Teorema 2.5. O operador definido em (2.16) define um operador compacto em L* (092).
Demonstracao. Dado € > 0, definimos

_ [ K(zy), se |z—y|>e
K. (z,y) = { 0, se caso contrdrio.

e K = K — K.. Note que K. é limitado em 0f2 x 0f). De fato,

/
€
a

(
(b

) Se |x —y| < e entdao K. (x,y) =0, logo é limitado.
) Seja |x — y| > . Usando as definicao de K obtemos que

K. (z,y) = K (2,y) = A(z,y) v —y| " < A(z,y) e < .
Além disso, temos que este operador é de Hilbert-Schmidt, pois
[ [k @tar @) < jalee [ ] do)do@
o0 Joa o0 J o0
< Al g™ (092) 1 (092) -

Daf concluimos que Tk, é compacto em L? (99).

Mostraremos que o operador Tk é compacto, ou seja, que a norma do operador
Tx — Tg. = Ty, converge a zero quando € se aproxima de zero. Passaremos agora a
demonstracao desse fato. Definamos B, (09, x) = {y € 9Q : |x — y| < e}. Note que

mmm—mﬁ@rséwwmww—m@mwwm@

1
<l [ el
Al [y W)
L o)
= Al [ . Lo (y).
B.(00.) [z — y|*? o — y|*?

Elevando ao quadrado a desigualdade obtida e em seguida aplicando Cauchy-Schwarz

obtemos que
1 ¢ (y)I*
/ —ada(y)/ 9( )|ad0 )] -
Be(09,z) |z — y| B (09,z) [z — |

Usando coordenadas polares como fizemos na demonstracao da Proposicao (2.2) temos
que

T (x) = Tred (@) < || AIIL

T @) = Teo @l < Jalee [ L0gq) @)

(0%
B.(89Q,7) |55 - Z/|
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Integrando a desigualdade (2.18) e aplicando o Teorema de Fubini, concluimos que

[ o) -Teo@Par@) < e [ f S0 wdo (1) do ().

2 n—l—a 2 1
e [owP{ [ o mdro b

< AR ¢ et / 16 )P do (y)
o0
= A @ 20 )2

Tirando a raiz quadrada da desigualdade acima e fazendo € — 0, temos que

ITk¢ — Tr.0l| < cs[| Al "7 1], — 0.

IN

Desse modo, concluimos que Tk é compacto. O

Teorema 2.6. Sejam ¢ € L*(09) tal que % + Txo € C(092). Entao ¢ € C(092). O
mesmo vale para T*.

Demonstragao. Dado € > 0 e escolha 1 € C' (092 x 99) tal que 0 < < 1 onde

_J L ose |r—y[ <3
w(m,y)—{O’ se |r—y|>e.

Considere os conjuntos Ky = v K e K; = (1 —¢) K. Afirmamos que Tk, é continua. De
fato, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

Tr6(2) — T ()] — \ [ K. - K2l 6o 2

< / Ky (2,2) — Ko (3,2)] 16 ()] do (2)

{[lowra <z>}1/2 {[ 100 - Koo do <z>}1/2

= ol { [ 151 02) = B 920 o <z>}1/2.

Como K é continua a integral do lado direito tende a zero quando y tende a x, desse
modo Tk, ¢ é continua.

Definimos f = (% + TK¢) — Tk, ¢. Note que f é continua. Além disso, f = %+TKO¢.
Utilizando a Proposigao (2.1) com e suficientemente pequeno concluimos que a norma do
operador 2Ty, em L? e L™ sao menores que 1. Assim, [ — (—2T,) é invertivel e % é
expresso em termos de f pela série geométrica

IA

5= —(=2Tw,))" [ =) (~2Tk,)
7=0

Usando a Proposigao (2.2) cada termo da série é continua e a série converge na norma
L, logo ¢ é continua. O]
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Teorema 2.7. A equacao [ = % + Txd tem uma tnica solucio para cada f € L? (09).

Demonstragdo. Para mostrarmos que f tem uma tnica solucdo para cada f € L?(02)
usando a Alternativa de Fredholm basta mostrar que se (% + TK*) g =0 entao g = 0.

Se g € L? (99) e satisfaz (3 + Tk+) g = 0 entdo pelo Teorema (2.6) temos g € C (99).
Seja w (x) o potencial camada simples com densidade g,

w<x>=/mg<y>F<x—y>da<y>.

Pelo Teorema (2.4)

% _ @+ | K (y.2) 9 (4)do (1)
= M+T*g(ﬂf)

Agora para t > 0 suficientemente pequeno, definimos
0 = {x € R" tal que z =y +ty,, y € 00Q}.

Sejam R > 0 tal que 992 C Bg (0) e Q; g 0 dominio compreendido entre By (0) e 0€2;.
Usando a férmula de Green, trocando €2 por €2, r, obtemos

/ V| dy = / wo,wdo (y) = / u_)/ On, F (x,y) ¢ (y)do (y) do (x) = 0,
Qr 0.k 0 r Joo

pois O r C R"\ Q quando t — 0 e R — co. Logo Vw = 0 em R"\ Q e portanto w ()
é constante em R™ \ . Como o Potencial de Camada Simples é harmonico em R™ \ Q e
tender a zero quando |z| — oo, concluimos que w (z) = 0 em R™ \ Q. Mas entao em (2
temos

weC(Q)NC(Q),

Aw =0,
w| o0 — 0.
usando o principio do méximo concluimos que w(z) = 0V 2 € Q. Em particular,

On— = 0. Logo
g(x) =0py — 0p =0.

]

Corolario 2.1. Sejam f € C(9Q) e ¢ € L*(0Q) a tnica solugio da equagio f =
% + Tk¢. Entao ¢ € C(092) e a unica solu¢ao do problema de Dirichlet cldssico é dada
por

u(z) = / 00, P (@9) 6 (1) 1),

o1



Demonstragao. A fungao ¢ é continua pelo Teorema(2.6). Como u (x) é harmoénica em
2, enquanto que pelo Teorema (2.1)

lim u(z) = ¢(x0) | /aQ O, F' (0, y) ¢ (y)do (y) -

z— 2
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Capitulo 3

Problema de Dirichlet no Plano com
bordos mais gerais.

Neste capitulo, iremos estudar o Problema de Dirichlet em bordos mais gerais. Con-
sideremos {2 um dominio limitado do plano onde o bordo satisfaz a condicao do triangulo
exterior. Esta versao mais geral consiste em encontrar uma funcao continua u € C' (Q)
que verifica as condigoes:

(3.1)
u(z) = f(x), ze€df,
onde o bordo 0f satisfaca a condicao do triangulo exterior, a qual descrevemos a seguir.
Fixamos inicialmente um triangulo isésceles Ty em R? cujos lados congruentes tem
comprimento ¢ e formam um angulo « no vértice comum.
Dizemos que T é um triangulo especial se ele é congruente a Ty, e tem o vértice comum
em 0f) ou seja, 1" é obtido a partir de Tj por rotagoes e translagoes.

{Au(m):O, x € ),

Definigao 3.1. Dado Q) C R? dizemos que o bordo 09) satisfaz a condicao do tridngulo
exterior se existem a e L tais que para cada x € OS) € possivel construir um triangulo
especial com vértice em x cujo interior esteja contido em R? \ €.

| O
Figura 3.1: O triangulo Ty e o triangulo especial T’
No capitulo anterior provamos a existéncia da solucao para o Problema de Dirichlet

quando a fronteira 92 é de classe C? . Neste capitulo, vemos que a fronteira em dimensao
n = 2 é mais geral. Assim, a demonstracao utilizada nao é valida neste caso.
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Observacao 3.1. Note que se a fronteira € de classe C? entdo a condicao do triangulo
exterior € wvdlida. No entanto existem bordos que satisfazem a condigcao do triangulo
exterior que nado sio de classe C?.

3.1 O espaco vetorial das funcoes C' (Q) que se anu-
lam no bordo

Descreveremos agora as ferramentas matemaéticas necessarias para resolvermos o Prob-
lema de Dirichlet.

Seja € um conjunto aberto limitado em R™. Consideremos em C* (Q) a seguinte
operacgao:

ou Ov

(u,v) /Vu Vvd:v onde Vu- Vv—zax EToe
j O

Nosso objetivo agora consiste em verificar se esta operacao define um produto interno
em C! (Q), ou seja, se as propriedades a seguir sao validas.

() {u+v,w) = (u,w) + (v, 0);
(ii) (ou,v) = a {(u,v);

(i) {u,) = {o,u);

() w= 0 [[u] = \/{u.0) = 0.

E facil ver que os trés primeiros itens sao validos. Desse modo, passaremos agora a
verificacao do dltimo item. Suponha que ||u|| = 0. Assim,

0=|jull”* = (u,u) = / Vu - Vudr = / \Vu|dz,
Q Q

como |Vu|2 ¢ uma funcao continua e nao-negativa segue que |Vu|2 = 0, o que implica
que Vu = 0, ou seja, u é constante em cada componente conexa de €. Logo, verificamos
que essa operacao nao define um produto interno em C*! (Q)

Para tornarmos esta operacao um produto interno definiremos classes de equivaléncia
em C' (). Sejam f e g € C' (Q), dizemos que

frgedceR; f(z)—g(z)=c,

fl=f+R={f+¢ ceR}.
Definimos Hy = C* (Q) /R.
Observacao 3.2. Neste espaco, Hy = Hy (Q), a operagao (-,+) € um produto interno.

Vejamos alguns resultados que sao de extrema importancia na teoria a ser desen-
volvida.

o4



Lema 3.1. Seja f € C' ([a,b]) onde f (a) = f(b) =0 e |I| é o comprimento do intervalo,
entao

/I f (B)Pdt < |12 / (1)t (3.2)

S

Demonstragao. Pelo Teorema Fundamental do Célculo obtemos que f (s) = / 1 (t)dt.
Aplicando a norma a igualdade e utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarza, obtemos

2

FOF = |[ 7 Oxa0a
< [rara [ ol
= [woras-o
< 0 [Iror
— 1 /ablf’(t)Ith-

Integrando a desigualdade acima em relagao a s sobre o intervalo I, obtemos que

/Ilf(s>|2ds < /I/I|I||f’(t)|2dtds

< I / () dt.
]

Lema 3.2. Seja Q C R? um aberto limitado. Se v € C! (Q) e v se anula no bordo de )
entao

Lot iy <o [ 190(.0)F dody (33)
Q Q
Demonstragao. Seja p = (z,y) € Q. Definimos
J(y)={reR: (z,y) € Q},
um conjunto aberto de R. Note que J (y) pode ser escrito como uma uniao de intervalos

disjuntos. Como €2 ¢é limitado segue que J (y) é limitado e assim J (y) C (a,b).
Usando o Lema(3.1), obtemos

b b
2 2
[ o @P @l de<e [ @F o o) de

/Cd {/ab ’XJ(y) ($)|2 v (:I:‘,Z/)de} dy < ¢ /cd {/ab |XJ(y) (1‘)‘2 |V (x,y)\2dx} dy. (3.4)
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De forma anéloga, temos que

d d
2 2
/ X ()] Iv(x7y)|2dy§02/ IXs (@)] vy (z,y) P dy, e

/ab{/cd|xj<y) ()] Iv(x,y)l2dy} dr < ¢, /ab {/d X (@) vy (x,y)lgdy} da.

Usando o Teorema de Tonelli

/Cd {/b X ()| o (x,y)|2dx} dy < ¢ /Cd {/b s ()] oy (x,y)|2dx} dy. (3.5)

Somando as desigualdades (3.4) e (3.5) obtemos

/cd {/b Xt (@) Iv(x,y)|2dg;} dy < c/cd {/b o) (@) [V (x,y)fdx} a.

Observe que X« () = xa (,v);

2 2
/[ Ixle] |XJ(y) (x)} v ($,y)|2d$dy < / ‘Xj(y) (:L’){ Vv (x,y)|2dxdy,
a,b]x[c,d

[a,b] x[c,d]

/ v (2, ) Pdady < / Vo (2, y)Pdady.
Q Q
]

Definicao 3.2. Definimos Sy como sendo o subespago linear constituido de fungoes
Ct (Q) que se anulam no bordo de ().

Lema 3.3. Se f e g € Sy com [ # g entao f e g nao pertencem a mesma classe de
equivaléncia definida em C* (Q)

Demonstracao. Usaremos a técnica da prova pela contrapositividade, ou seja, mostare-
mos que se duas funcoes em Sy pertencem a mesma classe de equivaléncia entao elas sao
iguais.

De fato, sejam f e g elementos da mesma classe de equivaléncia, por definicao,

f—g = ¢ V€ Q,

floa — gloa = ¢ é valido Vo € 99
c = 0, Yz e
I =g, Vo € Q.

Desse modo, concluimos que elementos distintos de Sy continuam distintos em Hy. [

Como consequéncia podemos identificar So como sendo um subespago de Ho. Denote-
mos Sy = S em H onde H é o fecho de Hy com a norma do produto interno e Ps (H) a
projegao ortogonal de H sobre S.
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3.2 O Principio de Dirichlet

Seja F € C! (Q) O Principio de Dirichlet consiste em encontrar uma sequéncia de
fungoes {u,} em C! (Q), tal que uy|ag = Floa = f de modo que ||unH2 convirga para
um valor minimo. Isto significa que u, = F' — v, onde v, € Sy de modo que lim ||u,||
minimize a d (F), S).

Como F € H e S ¢é fechado sempre existe uma menor distancia que sera dada por
Ps (F). Usando a igualdade

un:F_Una

temos que lim ||u,|| é minimo se e somente se lim || F' — v, || também o é, ou seja,

limv, = Ps (F') e como consequéncia limu, =u = F — Pg(F).

F

.

e

.

~
S F = |

\\\

e

.

™~
™~

.

.

Ps(F) | 5

Un

Figura 3.2: Interpretacao do Principio de Dirichlet

Lema 3.4. A fun¢io u = F — Pg (F') é fracamente harmanica.

Demonstragao. Note que se ¢ € Cg° (Q) entao ¢ € S. Além disso,
(u,) =0  pois u é ortogonal a S.

Usando o fato de que limu,, = u e aplicando produto interno, obtemos
lim (uy,, ) = (limu,, ) = (u,) = 0.

Fazendo uma integragao por partes(Teorema de Green) obtemos a seguinte igualdade

(U, ) = / Vu, - Vipdr = — / U Apdr = — (U, A1) .
Q Q
Aplicando limite a igualdade acima quando n — oo, obtemos que (u, Ay) = 0. Logo, u
é fracamente harmoénica. Usando o Teorema (1.7) concluimos que u é harmonica. [

Lema 3.5. Sejam I' um conjunto compacto em R™ e f continua em I'. Entdo existe uma

sequéncia {F,} de funcgoes suaves em R" tal que F,, converge uniformemente para f em
r.
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Observagao 3.3. Na demonstracio do Problema de Dirichlet ficou pendente o fato a
sequir: Encontramos uma sequéncia de fungoes continuas u, em € e que u,|sq = f para
cada n, mas nao ficou claro que u € continua em (Q) e que u|pq = f. Passaremos agora
a demonstracao detalhada deste fato.

O Principio de Dirichlet garante que dada uma F, € C* (Q) existe uma fungao U,
harménica em € e continua em  de modo que Uy, |sq = F,|aq-

Note que F,, converge uniformemente para f em 0f2 pelo Lema(3.5). Além disso, U,
converge uniformemente para u pois essa é de Cauchy em 2 na norma do sup. De fato,
dadas U, e Uy fungoes harmonicas e usando o Principio do Méximo, temos que

1Un = Uklloe = sup|Un (z) — Uy (2)]

z€Q

= sup |F, () — Fy (2)].
€N

Como F,, — f uniformemente concluimos que lim ||U,, — Ui||,, =0
Usando o Teorema (1.6) garantimos que u é harmonica em §2, logo u é continua em
0%} e pelo principio do maximo u é continua em 2. Por fim, temos

lu = fll = sup |u(z) = f(z)

€02
= lim sup |U, () — f (x)]

= lim sup|F, (z) — f (z)|
= Jig;)”laz__(fnoo
= 0.

e portanto ulsq = f.

Lema 3.6. Seja f uma funcao continua sobre um subconjunto compacto I' de R"™. Entao
existe uma fungio G em R™ continua tal que Glor = f.

A demonstracao deste lema serd feita baseada na observacao a seguir.

Observacgao 3.4. Se K\ e K; sao conjuntos compactos disjuntos entao existe uma fung¢ao
0 <g(z) <1 tal que se x € Ky entdo g (x) =0 e se x € K; entdo g(x) = 1. Com efeito,
definimos
dist (z, Ko)
g(x) =~ : ,
dist (z, Ko) + dist (z, Ky)

onde d (z,2) denota a distancia de v a . Assim, 9|k, =0 e gk, = 1.

Prova do Lema 3.6. Nosso objetivo sera construir uma funcao G, usando a observacao
citada. Assuma que f é nao-negativa e limitada por 1 em I'. Este fato é possivel pois
funcoes continuas definidas num compacto admitem um valor maximo e um valor minimo.
Definimos,

Ky = {zel:2/3< f(x) <1},
Ky, = {zel:0< f(x) <1/3},

e
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conjuntos compactos disjuntos.

Pela observagao existe uma fungao 0 < Gy (z) < 1/3|I| onde I é o comprimento
do intervalo e G; € R™ tal que se x € Ky entao Gy (Ky) = 1/3 e se € K; entao
G1 (K7) = 0. De fato, definindo

dist (x, K1)

1
Gilw) = 3dist (x, Ky) + dist (z, Kg)

1
Note que V x € I" temos que 0 < f (z) — Gy (z) < 3 pois

2 1 2

V x € Ky, temos que 3 < f(z) <1 entao 3 < f(z)—Gi(z) < 3
1 1

V x € K;, temos que 0§f(x)§§ entao OSf(x)—Gl(x)Sg;

1 2
Veel\ (KoUK;), temos que ggf(;c)gg entdo 0 < f(z) — Gy (x) <

Wl N

Repetiremos o mesmo processo trocando f por f — Gy. Como, 0 < f(z) — G (x) <

[SV

obtemos os seguintes conjuntos compactos

Ko = {xEF:OSf(x)gg} e

=3

O W~

Ky = {xeF: Sf(x)<2}.

Usando novamente a observagao existe uma fungao 0 < Gq (z) < 1; tal que se x € K
entdo Gy (Ko1) =0 e se x € Kq; entao Gy (K1) = 2/9. Com efeito, definimos
2 dist (z, Ko1)

9dist (z, Ko) + dist (v, K11)

Além disso, usando o mesmo procedimento feito para (G; obtemos V x € I" que,

Gy (2)

2

0< f(x)— G (x) — o (o) < (5)

Repetindo este processo n vezes obtemos fungoes G,, € R™ tal que

OSf(x)—Gl(x)—Gg(x)—---—Gn(x)§(§> em I' e (3.6)

o< <) emrr
L)< =|= em R".
- 3\3

Definimos G (x) = Z G, (x) uma fungao continua. Usando o Teorema do Confronto
n=0

na desigualdade(3.6), obtemos

Jim [ () =3 Ga ) =0 (1) = G 0).
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(o]
Lema 3.7. Se cada G,, € continua entdo G = E G, € continua.
n=0

De fato, definimos

Sk=> Gn(z).

Note que S é continua por ser a soma finita de func¢oes continua. Além disso, temos por
hipétese que
1 ) n—1
0<G, ()< == .

o] n—1
1 /2
Se E 3 <§> converge para zero usando o Teste de M. Weierstrass, concluimos que
n=1

o0
E G, (x) converge uniformemente.
n=1

E usando o fato de que convergéncia uniforme de fungoes continuas é uma fungao
continua, obtemos que G é continua. O]

Prova do Lema 3.5. Seja G uma funcao continua. Definimos

F)=" [ Ga-pew/oi= | oo-1)Gudy

n

com . (y) = ¢ (y/e) onde ¢ ¢ ndo negativa em C§°, e que tem a bola unitdria
[ ¢ (y)dy = 1 como seu suporte. Observe que cada F. (x) é C* pela defini¢io de con-
volugao. Subtraindo G (x) na igualdade, obtemos

F)-Gla) = ~G@)+ [ w.e-nCwiy

- _G(x)/n%(g;—y)der/R e (v —y) G (y)dy

n

- [ —c@ea-pa [ o a-nGu
_ /n(a(y)—G(x))wa(x—y)dy
_ /B()(G(y)—G(x))Sﬁa(l"—?/)dy-

Suponha que x € T', e aplicando a norma a igualdade acima obtemos

R@-Gwl = || (©0)-Cu)ea-iy
Gy)—G(z)|p: (x—y)d
< [ 160 -GWlat—nd
< sup|G(y) - G ()] e (x = y)dy.

lz—y|<e
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Como G continua e definida num conjunto compacto temos que G é uniformemente
continua, desse modo a ultima desigualdade acima tende a zero quando € tende a zero.
Escolhendo € = % obtemos a igualdade desejada. O]

Lema 3.8. Se [¢(z)dz =1 entao [ . (y — x)dy = 1.

Demonstracao. Fazendo a mudanca de variavel y — x = t, obtemos a primeira igualdade
1

abaixo. A igualdade seguinte ¢ obtida usando a definigao de ¢, (t) = —¢ (t/e). Para
877,

obtermos a tltima igualdade facamos a mudanca de variavel dada por ﬁ = 2, assim

/soa (y —z)dy = /gog (t)dt = gin/gp(t/s)dt: /g&(z)dz: 1.

3.3 A Solucao do Problema de Dirichlet

Descreveremos nesta secao a soluc¢ao do Problema de Dirichlet no qual o bordo satisfaz
a condigao triangulo exterior.

Teorema 3.1. Seja Q um dominio aberto em R? que satisfaz a condigao tridngulo exte-
rior. Se f € continua em 0S) entao o problema de valor limitado Au = 0 com u continua
em S e ulgq = f tem sempre uma unica solugao.

Observacao 3.5. Antes de demonstrarmos o teorema iremos fazer alguns comentdrios.
(a) Se Q € limitado por uma curva poligonal entao a condi¢ao do teorema € satisfeita.

(b) Se Q € limitada por finitas curvas Lipschitz, em particular de classe C* entdo o
teorema ainda € vdlido.

(¢c) Hd exemplos simples onde o problema nao € resolvivel. Por exemplo, se Q) é um
disco furado entao ele nao satisfaz a condicao do triangulo exterior neste ponto.

Proposicao 3.1. Se para cada conjunto Q aberto limitado em R? que satisfaca a condigao
do triangulo exterior existem duas constantes C; < 1 e Cy > 1 tal que se z € um ponto
em § cuja distancia a O € § implica que quando v pertence a C* (Q) temos

/ v (21, 2)|Pdyday < 052/ Vo (21, 5)|*day do,. (3.7)
Boys(2)

Bczg(z)ﬂﬂ
A constante C' pode ser escolhido dependendo somente do diametro de €2 e os parametros

l e a 0s quais determinam o triangulo T.

Demonstracao. Antes de iniciarmos a demonstracao construiremos para cada z € (),
cuja distancia ao bordo seja §, com ¢ suficientemente pequeno um retangulo R com as
seguintes propriedades:
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BC: 6(2 )

Be, 6(2)

Figura 3.3: A situagao descrita na Proposigao 3.1

1
(a) R tem lados 2C1d e M§ com C; < 3 e M <4,

(b) Bclg(z) C R,

(c) cada segmento no retangulo R que é paralelo e de comprimento igual ao compri-
mento do maior lado.

Tomemos y € 092 de modo que § = |z — y| e apliquemos a condi¢ao do triangulo exterior
a y. Como resultado, a reta ligando z a y e um dos lados do triangulo cujo vértice esta
em y deve ter um angulo 5 < m. De fato, § < m — /2 onde (« é o angulo do triangulo).

Fazendo uma rotacao e translagao assuma que y = 0 e que o angulo formado entre o
eixo x5 e a reta que liga z a origem ¢ igual ao angulo do lado do triangulo com o eixo x5.
Esse angulo é dado por v, com v > «/4.
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Iniciaremos agora a construcao do retangulo. Este deve ter o maior lado paralelo ao
eixo x9 contendo a Be,s(2) e todo segmento em R paralelo ao eixo xo deve intersectar o
lado do triangulo.

Note que z = (—dsin~y,dcosy), pois estas coordenadas sdo dadas pela seguinte
relagao:
b
sin (z — ’y) = 2 entdo b = dcos Y,
2 )
s aq - .
cos (5 — ’y) = 5 entao a; = —dsin~y.

Note ainda que se C} < sin~y entdo B¢, s(2) pertence ao mesmo semi-plano de z, pois
C) <siny < (1) < dsiny & —C10 > —dsiny < ¢ = —dsiny + C1d < 0.

Definimos P; como sendo a intersecao do maior lado de R com o eixo x; e P, como
sendo a intersecao do lado do triangulo com o retangulo R. Calcularemos agora as suas
coordenadas. Note que

P = (=6siny — C16,0) = (—a,0),

onde a = dsiny + C19. Além disso

P, = (projegao deP;,tan~y) = (—a, —aC?SfY) ,

sin 7y
Observe ainda que, dist (P,0) = —— < 20, pois
sin 7y
, cos? 7y cos? a L
dist (Py,0) = y[a? + a*——— = [a* [ 1+ —— = ——. E além disso,
sin2y sin” ~y sin
J si Cio6  Cy6
dist (P,0) = ‘a _osmy+ 610 1745 < 20, pois C; < sin~.

sin 7y sin 7y sin vy
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Figura 3.4: O disco Bg,s() € o retangulo R

E claro a partir da construgao que cada segmento em R, comecando pelo disco Be,s(z)
quando continuada para baixo e paralelo ao eixo x, intersecta a reta que liga a origem a
Py(a qual é continuagao do lado do triangulo).

Além disso, se o comprimento ¢ desse lado do triangulo exceder a dist (P»,0) entdao o
segmento intersecta o triangulo. Quando essa intersecao ocorre o segmento comecando de
Be,d(z) pode também intersectar a fronteira de Q2. Desse modo, se ¢ > 26, a intersegao
desejada ocorre e cada uma das condigoes (a), (b) e (b) sdo verificadas.

Agora integrando sobre cada segmento de reta paralelo ao eixo x5 em R, incluindo
a por¢ao em Bg, ;) a qual é continua para baixo. Chamamos tal segmento de I (x).
Entao usando o Lema (3.1) obtemos que

ov(xy, xs) 2

al’g

d.flfg,

/ (21, 22)|Pday < M262/
I(z1) I(z1)

e integrando em x; temos que

/ lv (ml,x2)|2dx1d:v2 < M262/ Vo (xl,x2)|2dx1dm2.
RNQ RNQ

Agora, notamos que Be,5(2) C R e Beys(2) O R quando Cy > 2. Desse modo, a
inequacao desejada é estabelecida, sobre a hipdtese de que 6 é pequeno, ou seja, £ > 20.
Quando ¢ < 26 ¢é suficiente apenas usar o Lema (3.2).

O

Prova do Teorema 3.1. Utilizaremos a Proposicao 3.1 para mostrarmos a solucao do
Problema de Dirichlet onde o bordo satisfaz a condi¢ao do triangulo exterior. Vimos
pelo Principio de Dirichlet que w,, = F — v, converge uniformemente para v = F — v
onde F' é uma extensio de C* (Q), ou seja, Flgq = f e u é uma fungdo harmonica. Como
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a desigualdade (3.7) é verdadeira para cada n, entdo também é para u = F' — Pg(F),
isto é,
/ P — uffde < 052/ IV (F — u)[2da. (3.8)
Boys5(2) B, 6(2)NQ

Para provarmos o teorema é suficiente em vez da continuidade de u em €2, mostrarmos
que se y é algum ponto em 0f) e z algum ponto varidvel em ) entdao u (z) converge para
f (y) quando z tende a y.

Seja 0 (z) = J a distancia de z ao bordo. Entao ¢ (z) < |z — y| e desse modo 6 (z) — 0
quando z — y.

Considere agora as médias de F' e u sobre os discos centrados em z e de raio C0 (z),
dada pelas seguintes expressoes:

1
Av(F)z = —/ F (z)dz, e
H (3015(2)) Beys(z)
1
Av(u)z = —/ u (z)dz.
H (Bcl5(z)) Beis(z)
Usando Cauchy-Schwarz temos que
) 2
|Av (F)z — Av (u) 2|* = 5 / (F —u) (v)dx
‘M (Bclé(z)ﬂ Beys(z)
1
< s IF —ul*|u (Bewr) |
|1 (Beyso) |
1

= —— |F — u|’dz.
1 (Beus)) | e, s)

Desse modo, majorando a desigualdade acima por (3.8), obtemos

1
|Av (F) z — Av (u) 2|* < —/ |F — ul*dz
M(Bclé(z)) Bclé(z)

< C’/ IV (F — u)|*dz.
Beys(z)
Observe que se u (Be,d(z)) converge a zero entdo a continuidade absoluta garante que

/ |V (F —u)[*dz — 0.
Beys(z)

A Propriedade do Valor Médio garante que Av(u)z = u(z), enquanto que pela con-
tinuidade de F' em {2, obtemos



Aplicando o limite a igualdade acima, segue que

1
limAv(F)Z:lim—/ F(z)=f(y).
oy 2=y [ (Bcld(z)) Beys(z)

Assim,
limu (z) = lim Av (u) z = lim Av (F) z = f (y).

z—y z—Y z—y

Desse modo concluimos que u (z) — f (y) quando z tende a y.
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