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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo da boa colocacdo local e global do Problema
de Cauchy associado a equacdo nao linear de Schrédinger, com dado inicial ndo
nulo no infinito.

Palavras-chave: equacdes diferenciais parciais, equacdes de evolugdo, equa-
cdo de Schrodinger, espagos de Zhidkov.



Abstract

This work is dedicated to the local and global well-possednes study of Cauchy’s
Problem associated to the nonlinear Schrodinger equation, to the initial data non-
zero at infinity.

Palavras-chave: partial differential equations, evolution equations, Schrodin-
ger equation, Zhidkov spaces.
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Introducao

O objetivo central deste trabalho € fazer um estudo detalhado do problema de
valor inicial

iug+Au+f(uf)u =0, xeRMteR, )
u(x,O) =,

associado a equacgao nao linear de Schrodinger, onde a aplicacdo f: Ry — C, é,
pelo menos, diferencidvel. A informagao relevante, por ora, é a respeito do dado
inicial; pretendemos estudar o problema quando ¢ ndo esta no espaco das fungdes
quadrado integrdveis L2, mas mantem algumas propriedades de regularidade, a sa-
ber: ¢ € limitada, uniformemente continua, k vezes diferencidvel e seu gradiente
pertence ao espago de Sobolev cldssico de ordem k — 1. Os conjuntos de aplica-
¢cdes ¢ com tais propriedades sao denominados espagos de Zhidkov e denotados
por X¥. Nos baseamos no trabalho desenvolvido primeiramente por Peter Zhid-
kov em [Zh], para dimensdo 1 e, na sua posterior generalizagao, feita por Clément
Gallo em [iGal], para o caso n-dimensional.

No capitulo 1, serdo apresentadas algumas defini¢des, como dos espacos de
Lebesgue e de Schwartz, bem como da transformada de Fourier em L' e no espago
de Schwartz, além de alguns dos resultados utilizados no decorrer desta monogra-
fia. As propriedades e proposicdes listadas, na maior parte das vezes, tem sua
validade confirmada por uma simples manipulacdo da defini¢ao e teoremas ante-
riores; quando nao for descrita uma demonstragdo cabal de algum dos teoremas
listados, deixaremos a indicagdo de uma demonstracdo completa na bibliografia.

Ainda no capitulo 1, introduziremos os espagos de Zhidkov, X, e apresentare-
mos alguns exemplos de funcdes que pertencem a X¥. Demonstraremos algumas
propriedades importantes, tais como o fato de X* ser uma dlgebra e, como espaco,
ser denso sobre X1,

No capitulo 2, definiremos o grupo de Schrodinger sobre os espagos de Zhid-
kov, {S(t)}tcr, € mostraremos que este é uniformemente continuo sobre X¥. Para
tanto, nos valeremos de propriedades importantes a respeito da integragdo em R™,



que serdo detalhadas no apéndice. A continuidade uniforme do grupo {S(t)} sera
exaustivamente explorada na obtencdo de estimativas de boa colocagdo para o
problema. Além disso, concluiremos que o gerador infinitesimal do grupo é o
operador 1A.

O capitulo 3 € destinado ao estudo da boa colocagdo local do problema (1.
Como ponto de partida, damos as definigdes de boa colocagdo local e de boa colo-
cacdo global para equacdes de evoluciao e mostramos alguns resultados a respeito
da existéncia e unicidade de solugdes de em um intervalo [—T, T]. Em sintese,
mostramos que, se a norma em X* do dado inicial é limitada, entdio existe um
intervalo maximal e uma unica solug¢do cléssica de (1)) neste intervalo.

No quarto e dltimo capitulo encontram-se alguns resultados a respeito das leis
de conservacdo de energia para o problema (I), quando n =1 ou n = 2. Para
ilustrar, destacamos como exemplos a Equacao de Gross-Pitaevskii - caso em que
f (Iulz) =1—|uf em ll bem como suas generalizagdes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Os Espacos de Lebesgue e a Transformada de
Fourier

Muitos dos avangos na generaliza¢do do conceito de integral sao devidos ao
matematico francés Henry Léon Lebesgue (1875-1941). Aqui e no decorrer do
texto, a ndo ser que haja mencgao explicita em contrdrio, a integracao € sempre no
sentido dado por Lebesgue .

Definicao 1.1.1. Sejam QO um subconjunto aberto de R™ e 1 <p < 00. O conjunto

Lp(Q):{(p:QH]R;J !(p(x)lpdx<oo} (1.1)
Q
é um espago vetorial cuja norma ||.|| p ) € definida pondo, para cada fungdo
¢ € LP(Q),
1
P
ol = <JQ|(P (x)[P dX> . (1.2)

Munido da norma ||-||1pq) 0 espago LP(Q) é um espago de Banach; L'Q)
€ 0 espaco das fungoes modulo integrdveis e [2(Q)éo espaco das funcoes qua-
drado integradveis.

Também é um espago vetorial o conjunto

12(0) = {@: 0 — B; | @ (¥)l|==() < 0 (13)

onde a norma || ||| «(q) € dada por
[0 Loo(q) = sup l@(x]]. (1.4)
xeQ

9



O espaco L*° (Q) ¢é, simplesmente, o espaco das funcdes limitadas em Q); e,
assim como os anteriores, também é um espaco de Banach ([Fe], p. 78).

A transformada de Fourier surge a partir das consideracdes do matemaético
francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) a respeito da decomposi¢do de
funcdes periddicas em séries trigonométricas, nos seus estudos sobre a condugdo
do calor. Suas propriedades sdo importantissimas no estudo de equacdes diferen-
ciais, e faremos aqui um breve resumo de algumas delas.

Definicéo 1.1.2 (Transformada de Fourier). Seja ¢ € L'(R"), a transformada de
Fourier de ¢ ¢é a funcdo © (ou F (@)) definida por

Z(@)(E) = P(E) = (zm—?J o(0)e Y dx, (1.5)

onde x = (X1, -+ ,Xn), &= (&1, ,&n) e (&%) :ZXiE’j'
=1

Valem algumas observacdes a respeito da transformada de Fourier, ver [10]:

Propriedade 1.1.1. A aplicacdo ¢ — @ € linear. Além disso, @ € L*°(R™) com

@l < (27072 [lo]| 11
Propriedade 1.1.2. @ : R™ — C ¢ continua.

Propriedade 1.1.3 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja ¢ € L'(R™), entdo
$(&)=0.

lim
[&]l—0

Propriedade 1.1.4. Se Ty, f(x) = f(x —h), para h € R", entdo

Thf(£) = e HVIF(g) e e txEf(x)(E) = (T_nf)(E).

Propriedade 1.1.5. Sejam f,g € L' (R™), entdo

J n?(y)g(y)dy =J f(y)g(y)dy. (1.6)

n

Propriedade 1.1.6. Se f é o conjugado de £, entdo

=)
=)l

(&) =f(=¢&).

Uma ferramenta fundamental no estudo das equacdes diferenciais é dada pela
convolucgao entre duas fungdes que destacamos a seguir.

10



Definiciio 1.1.3 (convolugio). Sejam f,g € L'(R™), a convolucdo de f e g é defi-
nida por

(Fglix) = | fix—y)gly)dy 1.7

para quase todo x € R™,

Agrupamos abaixo algumas das principais propriedades das convolugdes, que
podem ser utilizadas no decorrer do texto. Para maiores detalhes vale a pena
consultar [Io].

Proposicao 1.1.1. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:

1. Sejam f € LP(R™),g € LY(R™), onde p,q € [1,00] com %—l—% =1 +%pam
algum r € [1,00], entdo, vale a Desigualdade de Young para convolugaes,

frge L'(R™) e [[f+gllr <|[flleellgllia-

2. fxg=gxf.
A(fxg) = (Af)xg=TFx(Ag) para todo A € C.
(fxg)xh="Fx(gxh).

fx(g+h)=(fxg)+ (fxh).

AN

Sejam f,g € L' (R™), entdo

~

(£)9(&).

N2

(fxg)(&) = (2m)

Para finalizar esta se¢do, introduzimos a nogao de diferenciabilidade em LP.

Definicao 1.1.4. Uma funcdo f € LP(R™) é diferencidvel com relacdo a k-ésima
varidvel se existe g € LP(R™) tal que, para

f(x+h)—~f(x) —gx) de:O;
hy

h = hyey tem-se lim
hk—>0 n

quando existe (e, neste caso, é uinica) uma tal funcdo g é chamada derivada par-
cial de f com relag¢do a k-ésima coordenada na norma LP.

11



1.2 O Espaco de Schwartz e as Distribuicoes Tem-
peradas

Laurent Schwartz(1915-2002), matematico e pensador dos mais influentes, é
o inventor da Teoria das Distribui¢des e, por conta do seu desenvolvimento, foi o
primeiro matematico francés a ser agraciado com a medalha Fields. E considerado
um dos icones da histéria recente da Franca.

Para definir o espaco de Schwartz, necessitamos de algumas no¢des prelimi-
nares. Uma notag@o importantissima (e que serd usada em todo o texto) € a nocao
de multi-indice que apresentamos a seguir. Aqui denotaremos por N o conjunto
dos inteiros positivos e por Ny o conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos.

Definicdo 1.2.1. Uma n-upla o« = (x1,%2,--- ,&n) € Nij é chamada um multi-
indice.
Sejam « e 3 sdo multi-indices, € seja x = (x1,X2, - ,Xn) € R™. Escrevemos:

(1) lof =01+ x4+ otp;

(i) x* =x%1x*2...x%n.

aoc - aCX] aocz . aocn
i o= () ()~ (35

o __ %1 X2 Xp
ou aX — ax-l aXZ "'ax_:',

(iv) o> 3 (respectivamente, & > [3) quando «; > [3; (respectivamente, &; > [31),
paratodo i€ {1,--- ,n};

(V) Se ¢ > B)‘X_B:(“]_61)“2_[32)"'>OCH_BT1);
(vi) ! =oqlog! - anl;

(vii) Se &> B, (§) = gy

Definicao 1.2.2. O espaco de Schwartz (ou das fungoes rapidamente decrescen-
tes) em R™, que denotaremos por ./ (R™), é formado pelas fungoes

f:R" — C tais que f € C*°(R") e [|f][, s = sup ‘x“aﬁf(x)‘ < 00, quaisquer
' xcR™

que sejam os multi-indices x e [3.

O espaco de Schwartz goza das seguintes propriedades, que podem ser con-
sultadas em [Io]].

12



Propriedade 1.2.1. .(R"™) € um espaco vetorial sobre C, e, quando munido da
métrica

=y o terete) Tl I —9llap
P [

é um espago métrico completo.

x12
Propriedade 1.2.2. C3° C .(R"), mas f(x) = e~ "2 é um exemplo de fungdo

que estd no complementar de C§° em ' (R™).

Propriedade 1.2.3. .7 (R") é subconjunto préprio de 1P(R"™) e denso sobre
LP(R™), para todo p € [1,00) (Observe que C5° também é denso sobre LP(R™)).
Porém, . (R™) ndo é denso sobre L*°(R™).

Temos ainda, aplicando a defini¢cdo, as seguintes regras de derivacdo no espaco
de Schwartz:

Teorema 1.2.1. Seja f € ./ (R™). Entdo, x*f,0%f € .Z(R™) para todo multi-
indice . Valem ainda:

(i) (9%F) (&) = (—1)(xF) (£);
(ii) (9°F)(£) = (1) £2((£).

Além disso, a transformada de Fourier no espagco de Schwartz ¢ um isomor-
fismo e, por isso, temos a seguinte definicdo:

Definicao 1.2.3. Seja f € . (R"™), a transformada de Fourier inversa é definida
pela formula

F(@)x) =f(x) = (zm—‘%j el g(£) e, (1.8)

n

Nossa nogdo de convergéncia em . € definida do modo usual.

Definicio 1.2.4. Uma sequéncia (@)o,_; em . (R™) converge para uma certa
funcdo @ € & (R") se, e somente se,
lim [[om—ol4p =0,

m—oo

quaisquer que sejam os multi-indices x e [3.

13



Neste caso, denotamos @, Z, ©.

Agora, para introduzir os espacos de Sobolev, necessitamos definir as distri-
bui¢des temperadas (ou fungdes-teste), que nada mais sdo que funcionais lineares
continuos.

Definicao 1.2.5. Uma aplicagdo linear T : ./ (R™) — C é uma distribuicdo tempe-

rada quando T é continua; isto é, quando T(@m) 5 T(@) sempre que @m 4 ©.
Denotamos por ' (R™) o conjunto de todas as distribuicdes temperadas.

Usamos a notagdo (T, @), para representar a imagem em C de ¢ € . (R")
pela distribuicdo temperada T.

Definicdo 1.2.6. Dizemos que uma sequéncia (Tm)m_q em #'(R™) converge
para T € . (R") quando,

Jim (T, @) = (T, ),V € Z(R"). (1.9)
7!
Neste caso, denotamos @, = @.

Dada uma fun¢do em LP, com p > 1, é possivel construir uma distribui¢cdo
temperada como segue:

Proposicao 1.2.1. Sejam f € LP(R™) e p € [1,00). A aplicagdo Ty, definida por

(T, 0) = Tr(@) =J fx) @ (x)dx,

para toda @ € ./ (R™), é uma distribuicdo temperada.

Esse resultado, que também pode ser consultado em [I0], nos remete a seguinte
defini¢do.

Definicao 1.2.7. Dizemos que uma distribuicdo temperada provém de uma funcdo
em LP(R™), quando existe uma funcdo f € LP(R"™) tal que T =Ts.

Observacao 1.2.1. Nem toda distribuicdo temperada provém de uma funcdo em
LP, 0 exemplo cldssico é dado pela funcdo delta de Dirac, definida por

Ox(@) = @(x),Yp € S (R™).

Para finalizar esta sec¢do, destacamos as seguintes regras, que relacionam as
distribui¢des temperadas com a derivagdo e com a transformada de Fourier, res-
pectivamente.

14



Definicio 1.2.8. Sejam T € .7/(R™) e & um multi-indice, definimos a derivada
de ordem « da distribuicdo T pondo

(0°T, ) = (=1)*(T,0%9), Vo € #(R"). (1.10)

Defini¢do 1.2.9. Seja T € .7/ (R™) podemos definir a transformadada de Fourier
da distribui¢do T, bem como sua inversa, pondo, para toda funcdo @ € . (R™),

(Z(T),0) = (TLF () e
(Z7(M),0) = (L7 (e).
¥ ..

Observacao 1.2.2. A transformada de Fourier .7 :
isomorfismo topologico.

(1.11)

"R") — Z'(R") é um

1.3 Os Espacos de Sobolev

Sergei Lvovich Sobolev(1908-1989) foi um dos fundadores do Instituto de
Matematica da Akademgorodok (que surgiu como resultado da criacdo da Divisao
Siberiana da Academia de Ciéncias Russa, da qual foi um dos idealizadores),
atualmente, Instituto de Matemdtica Sobolev. Também atuou como vice-diretor
do Instituto de Energia Atdmica soviético, entre 1943 e 1957, onde participou do
projeto da bomba atdomica da extinta URSS.

Definicao 1.3.1. Seja s € R. O espaco de Sobolev de ordem s, classicamente
denotado por HS(R"™), é o subespaco de .’ (R™) definido por

H(R") = {f e S (RM); (14 lélz)%ﬂa) € LZ(R“)} : (1.12)

Denotaremos por //\S\f(E,) = (1 + |E|2) 2f(&)a transformada de Fourier no es-
pago de Sobolev. A norma ||-||yys , ou ||| 5, € definida por

[fllps = 1A 2 - (1.13)
Observagiio 1.3.1. HO (R™) = {f €S (RM):F(£) e 12 (R“)} —[2(RM).

A seguir, além de destacarmos um exemplo cldssico de uma classe de fungdes
no espaco de Sobolev H*, para s < %, introduzimos a notac¢ao usada para denotar a
funcdo caracteristica de um conjunto, que nos acompanhard no decorrer do texto.

Exemplo 1.3.1. Para n = 1, consideremos a funcdo caracteristica do intervalo

[a,b], isto é,
)1, sexela,b];
Xla,b) = 0, sex¢la,b].
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Temos

sen(27€) ;
m(a)z{z m ey
Logo,
HX[‘W Hs HAS
0o s 2 1
_ <J+Oo {(1 + & )2/\13](&)} d6>2 = (1.14)

:<J+OO( LI )ssenmda> <0

e 252
se, e somente se, S < %

A seguir, agrupamos algumas propriedades dos espagos de Sobolev. Outras
podem ser encontradas em [Io].

Proposicao 1.3.1. Sejam s,s1,s2 € R, entdo
(i) Se sy >s >0, entdo H' (R™) C H® (R™);

(ii) Se o produto interno em HS (R™) estd definido por
(fogl = | ATEING(E)AE
para todos f,g € H¥(R™), entdo H*(R™) é um espaco de Hilbert;
(iii) S(R™) é denso em H*(R™);
(iv) Se sy <s <sjy,coms=0s;+(1—0)s,,0 € [0,1], entdo
Il < FIIRs (1112

Demonstragdo. (i) Sejam s < s7, entdo (14&]2)* < (1+&%)! o que implica

1

(|0 +|a|2)5|?(a)|2da>; < ([ owepmiere)’.

Logo, se f € H%1(R™), a integral no segundo membro de é finita e, portanto,
a integral no primeiro membro também converge; assim, f também pertence a
H3(R™). Além disso, a inclusdo é continua.

As demonstracdes dos demais itens podem ser encontradas em [Io]] e [Pol]. [
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Observacdo 1.3.2. Em particular, se s > 0 entdo H*(R™) C HO(R™).

Uma caracterizagdo importante dos espacos de Sobolev, que relaciona os es-

/////

seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Sejam k € Ny e & um multi-indice. Entdo, H*(R™) coincide com
0 espago
{f € LZ(R“);agf e L*(RM) sempre que || < k}.

Demonstragdo. Seja f € H*(R™). Para todo multi-indice « temos:
8% = &1y

(+1E0T (1 +1Eh 7 (1 +1E) T

< 1+t

(VAN
NIR

Combinando este fato ao Teorema [[.2.1] juntamente com o conhecido Teorema
de Plancherel, temos:
— 2 — 2
loflif: = Ha"‘foJR (e[ ac
) ~ 2
= J [1gf(e)| ag
2000 |7 2
= cJ £2[f(e)|"dg
~ 2
< cJ (1+12)° [fre)[* ae.

Logo, sempre que || < k, temos

ki~ 2
||a“f||§zgcj (1+1£P)*[FE)[ d& < [l < oo.

Entdo, 9%f € L2(R™).
Reciprocamente, seja f € LZ(R™) e suponha que 3%f € L?(R") sempre que
|| < k. Dai,
Kia 2 & a2
(T+1)7[f(&)|" = Y_cileP [f(e)]

j=0

. . ~ 2
que, por sua vez, ¢ combinagao linear de termos da forma ‘E‘Xf (&) , com || <k.

Entao,

k
il szn (1+ER) )] de=3 ¢ JRH|<3|Zj fle) de<oo0. O
j=0

17



Para finalizar esta secdo, introduzimos dois resultados relevantes para o an-
damento desta dissertagdo, ambos conhecidos como Mergulho de Sobolev, que
relacionam as funcdes em H® e CX, e H® e LP, respectivamente. Maiores detalhes
podem ser encontrados em [LP].

Teorema 1.3.2. Sejam k € Ny e s € R, tais que s > 5 +k. Entdo, H*(R"™) estd
continuamente imerso no espago C]QO(R“), das funcoes com k derivadas conti-
nuas e que se anulam no infinito. Isto é, se f € H*(R™), com s > 5 +k, en-

tdo (apos uma possivel modificacdo de f sobre um conjunto de medida nula)
fe CE R e [[fllcx =cs [[fllys -

Demonstragdo. Consideremos no primeiro caso, k = 0.
Seja s € R,s > . Da desigualdade de Holder (ver, por exemplo, [Io]]) segue:

i, - [ e

= | (1+1EA I [fe)| (1+1eR) T de
1
2

-JRTL

< || 1) ae] T iAst e e

Além disso, [[fls = |71 (Z(0)] , < [[f]1 < esllFllne

Para o caso geral, k > 1, seja f € H%(R™) com s > % + k. Entdo, para todo
multi-indice «, satisfazendo |o| <k < s — %, temos 0%f € Hs%(R™). Do caso
k = 0 segue 0%f € C®(R") e, portanto, f é C¥, O]

2n
—2s

Teorema 1.3.3. Seja n € N, e sejam s,p € R tais que 0 <s < 5 ep =

Entdo, HS(R™) estd continuamente imerso em LP (R™). Além disso,
[flle < cl[fllys -

Uma demonstracao deste resultado pode ser consultada na pdgina 51 de [LP].

1.4 Os Espacos de Zhidkov

Assim como introduzidos por P. E. Zhidkov em [Zh]] para o caso unidimen-
sional (ver também [Fel]) e, posteriormente, batizados e estendidos para o caso
n-dimensional por Clemént Gallo em [Gal], trataremos aqui do espaco das fun-
coes limitadas, uniformemente continuas, k vezes diferencidveis com a seguinte
condi¢do adicional: para cada uma delas, o gradiente estd no espago de Sobolev
classico de ordem k — 1. Mais especificamente, temos a seguinte defini¢cdo:
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Definiciio 1.4.1. Sejam k e n niimeros naturais. O espaco de Zhidkov X*(R™) é
é o completamento do espago

{cp € L®(R™)NC*(R™); ¢ é uma funcdo uniformemente continua e Vg € H*™ (Rn)}

na norma

lollxk = ll@llo+ D [10%@l2. (1.16)

lo <k
Exemplo 1.4.1. Para cada t > 0, a fun¢do ¢t : R™ — R definida por

n _Ix?
$Gi(x) = (4mt) "2 e at (miicleo do calor) pertence a X¥(R™), para todo k € N.
Evidentemente ¢ € L°(R™) N C*°(R"™) e é uniformemente continua. Além disso,

2x;4
Oy. Pt = — i t e, portanto,
i 4t(47'[t]% brep

Vo (x) = —27"%24)(7().

71% (4t)

Dai, 0%d(x) = C(t)x*P(x), para todo multi-indice «.
Logo,

1
2

oo = (| iR ax)
= |C(t)] < JRn xz“(47tt)_“e_1x6idx>; < 0.

Entdo, ¢ € Xk,

Exemplo 1.4.2. Fixado k > %, sejam ¢ € HX(R™) e z € C uma constante. Entdo,
¢ := @ +z € X¥(R™). Em particular, H*(R™) C X¥(R™), sempre que k > 5.

Exemplo 1.4.3. Paran =1 as funcdes tangente hiperbdlica e arco tangente estdo
em X*(R™), qualquer que seja k € N.

Naturalmente, somos levados a algumas comparagdes com as propriedades
conhecidas dos espacos métricos mais usuais. Por exemplo, se duas funcdes estao
em CX, o produto de ambas ainda estd em CX. Para os espacos de Zhidkov, a
resposta a mesma pergunta é também positiva e € obtida como consequéncia da
desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Teorema e da féormula de Leibniz:

Proposiciio 1.4.1. O espaco X¥(R™) é uma dlgebra, o que significa que, para
todas f,q € XX(R™) existe uma constante C tal que

Ifgllxx < Clifllxx l[gllxx, Yk € N. (1.17)
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Demonstragdo. Evidentemente, ||fgl|;ec < ||f||{c0 ||g]l{c . Por outro lado, dado
um multi-indice « temos, da férmula de Leibniz,

2%(fg) = y_ (g) BBy

B<a

A desigualdade triangular nos permite escrever

ool < 3 (3) oo

<o
< ool o+ [0+ a1
- T (3o,
Mas,
1
HfaBgHL2::<J§n[beaﬁg(xﬂ2dx>z
1
< | sup f(x) <J [aﬁg(x)]zdx>2 (1.19)
xeR™ n
<|Iflli [0 .,
< Il Nl gllxe -
Analogamente,

|(28¢) g, <[[0%¢] . lgllioe < [IFllxe ligllxce - (1.20)
Nos resta, portanto, mostrar que

5 (5) 0P, < e ol
0p<ar

Da Desigualdade de Young, temos
0P| . < o], [0 Po] 5

desde que %4—% = % (ouseja, p = I% para p # 2). Aqui aparece uma dificuldade,
ndo temos nenhuma hipdtese a respeito da regularidade das fungdes do espago de
Zhidkov X¥ quando vistas em L*°. Além disso, uma imersio em um espago de
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Sobolev adequado nos levaria a formular uma hip6tese ainda mais restritiva a
respeito de k (a saber, k > 2n ao invés de k > %).
Por outro lado, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg nos for¢a a encontrar

CNS [%, 1] de modo a obter

0 1-6
fll, <C Y IRYFITa lIfll, (1.21)

[yl<m<|al<k

ondej=|p|, [y|=m < «, C=C(j,mp,q,7)e

1T 1 1
_J:e<—m>+(1—e). (1.22)
P n q n T

Tomando q =2 e r = oo temos 0 = ;((TT:ZJ'EEJ. Assumindo que # <0<T1e

que n > 2m segue

n—2jp <pn—2m),
n(2m—jp) <mp(n—2m),

fazendom=1|y|=[p|+1=j+1,

€, portanto,

Uma conclusido semelhante € obtida ao considerar n < 2m; portanto, é pos-
sivel obter O satisfazendo a desigualdade (1.22). Substituindo (1.22)) em (1.18)),
com o auxilio de (I.19) e (%2%5]) e procedendo da mesma forma a fim de obter uma

estimativa semelhante para |[9% Pg Hﬁ; , concluimos a demonstracgao. 0
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Proposicio 1.4.2. X<'1(R™) ¢ denso sobre X*(R™), para todo k € N.

Demonstragdo. Sejam @ € X¥(R™) e d¢(x) = (4rtt)"Ze at.
Definimos

cpt(x)chwt(x)zj o(x— )t (y)dy.

RN

Logo.lou(x)| < ol | dulu)ty = ol

Portanto, @ € L*°(R™).
Para todo o« € N, temos

O (@ de(x)) = JRn Oy e (x—y)dbi(y)dy = [(05 @) * Dl (x). (1.23)

Assim, se 1 < || <k,

103 (@ * bo)lliz = [[(0F @) * biflz < [I0F @]z [[bellr = [[OX @2 -

No caso |&| = k+ 1 temos

o o1 oy —1 on
aO(:ao<a O...oa oa o...oa ):aoaﬁ
axi aX] aXi—] aXi aXn aXi

Logo,
o4 0 B
[0% (@ xPe)||2 = a—(a (@* i)
Xi L2
0
= ai(aﬁﬁp*d)t)
Xi L2
0
= *((I)t*aﬁq))
Ox; 12 (1.24)
0
= | —dex0Po
axi I_Z
0
el p
<[ o [0l
= aﬁ(pHLZ'

Ento, @, 0% € LZ(R™), para todo multi-indice o com |«| < k+ 1, o que
significa que @ € X*"1(R™), qualquer que seja t > 0.
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Agora avaliemos tlgglo |@t— @||xx . Usando o Teorema da Convergéncia Do-
minada de Lebesgue e a Desigualdade de Minkowski mostra-se que || @t — @||;p —
0, para todo 1 < p < oo (uma demonstragdo para o caso n = 1 pode ser encon-
trada na pagina 20 de [Fel]). Com o auxilio da desigualdade mostra-se
que vale [[0%(¢@¢—¢)||;2 — O. Portanto, dado qualquer € > 0, é possivel en-
contrar T suficientemente grande tal que, para todo t > T, ||@t—@|lj < 5 €

€
Z [0%(pt—@)lli2 <5

> Isto garante o nosso resultado. [
lo| <k

Proposiciio 1.4.3. Sejamm € N, k= |3| +1, e sejap € R tal que

P > n, se n é par,
P = 2n, senéimpar.

Entdo, Vu € LP(R™) para todo u € X*(R™) e, além disso, existe uma constante
C > 0 tal que:

u() —w(y)l < Che—yl'™ 7 |Vl (1.25)
para todos x,y € R™.

n

Demonstracdo. Suponhan par. Temosquep >nek—1= bJ T>5 —% =s,

portanto H*~! € H® e ainda, do Teorema |1.3.3|segue, para u € X¥(R™),
IVullee zn) < clVullpeer@mny < el wllxign) - (1.26)

Analogamente, é possivel mostrar a mesma desigualdade quando n € impar.

Seja K C R™ um compacto e sejam v > 0 tal que Q = [—7,1]™ é um cubo
contendo K. Pelo Teorema de Morrey (ver pagina 166 de [B]]), é possivel encontrar
uma constante C > 0, que depende somente de n e p, tal que, quaisquer que sejam
X,y € K,u € HE (RM)

loc

u(x) —u(y)l < Ch—yl" % [Vl g - (1.27)

De ll e 1| juntamente com o fato X*(R™) C H‘fOC(R“) fica estabele-
cido o resultado desejado. 0
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Proposicio 1.4.4. Fixados n,k € N, ¢ € X¥(R™), B >0, x € R™ e t > 0, defi-
namos g : (f,00) — C do seguinte modo:

g(r) ::J (x4 2V2trv)dv.
sn—1
Entéo, g € X*((B,00)) e, para todoj € {1,...,k},
g e L2((B,00), ™™ 'dr) (1.28)

com ' , 1
19912 ((poorem1ar) < 2V2EI7FS™12 @] k.

Demonstracdo. Sejar € (f,00), temos

lg(r)] < J 1I(p(x—i—Z\/Etrvldv (1.29)
Sn—

< Dol | a (1.30)

< " e (1.31)

portanto, g € L*°(f3, 00).
Seja agora € > 0. Como ¢ é uniformemente continua, podemos encontrar
& >0 tal que |y —z| < 6 implica

€

[o(y)—e(z)l < & (1.32)

Tomando 11,1, € (,00) tais que |1 — 12| < %\/{, como

|(x +2vtrv) — (x + 2Vtrov)| = 2Vt — 12| < §,

segue que
l@ (x4 2Vtrv) — @ (x +2vtrw)| < IS“E—‘I

Dai,
€
lg(r1) —g(r2) < |ST‘]|JSn—1 dv=e

e, portanto, g € uniformemente continua.
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Seja agora j € {1,...,k}. Temos

0 .
R

B
00 2
:J 61J ©(x+2Vtrv)dv| ™ ldr
%o §n71
gJ J DI (@ (x +2v1rv)) (v, v, ..., V)2 (2vE) P dvdr
B Sn—]
1 i R dvdr
g(M)ZJJ J D (@ (x+ 2Rv)) (9, v, .y v) P VT
2vip Jsn—1 v 2von

< (V2057 @k (R™).

Portanto, |Vg| € H*" (B, 00).
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Capitulo 2

O Grupo de Schrodinger em
Espacos de Zhidkov

2.1 Familia Continua de Operadores de Schrodin-
ger sobre X*
Consideremos o problema de Cauchy associado a equacgdo linear de Schrodin-

ger

2.1
ul40) =gl &

Quando o dado inicial @ pertence ao espago de Sobolev HS(R™) sabe-se que
S(t) @, definido por

{iut +Au =0,

S(t)e(x) =77 (e 7 (g)(8)), (22)
¢ um grupo uniformemente continuo de operadores em H?*, especificamente:
(i) S(0)p = @, ouseja, S(0) =1;
(i) S(t;+t2) =S(t1)oS(t2);
(i) S(—t) =[S(t)] 7
(v) lim S(t) 1| =0,

Nosso objetivo fundamental nesta secdo € descrever propriedades de S(t)
quando o dado inicial pertence a X¥, e ndo necessariamente a LZ(R™).
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Trabalhando sem muita formalidade,

Stex) = (Zﬂ)_nJ ei(x'a)e_“azj e o(y)dyde

R‘n

n

= (2m)™ J e el g—i2Vi(zE) @ (x+2Vtz)(41) 7 dzdg

n

= n—“tE‘J J e UIVER2VEZ )R G2 ) ( 1 2/2) dzdE,

= T(_n

n
= T[_n

n

Como as integrais acima nao estdo definidas em todo o R™, € necessario intro-
duzir uma pequena perturbacdo na exponencial complexa; como

J o tVEtETZ B dg} ellzl? o(x+2V1z)dz

ellzl? o (x+2Vtz)dz.

ihwl2
e I gy
n

. _i 2 n o_i. 7
hrr(l)J elTHEWE gy — T e~ nT
€— n

adotaremos a seguinte defini¢do:

Definicao 2.1.1. Sejamn €N, k> S e ¢ X*(R™). Sejam t € R e x € R™,
definimos a familia de operadores {S(t)}, pondo

e NI 2 limJ e(i’e)|2‘2(p(x+2\/€z) dz, t>0
S(t)e(x) = R (2.3)
eIt 7 lim e(_i_e)mz(p(x—kz\/jcz) dz, t<O.
€—0 Jpn

A primeira pergunta a respeito da familia de operadores {S(t)}, obviamente, é
se ela estd bem definida. A resposta para isto € sim, e é obtida como consequén-
cia do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Seguiremos os passos

dados em [Gal|] apenas para o caso t > 0; o caso t < 0 € andlogo.

Lema 2.1.1. Se ¢ € XX entdo, S(t)¢ € X*.

Demonstracdo. Considere a fungao radial p € C*°(R™), ndo decrescente ao longo
de toda semi-reta a partir da origem, tal que

] 0, sex e By(0),
‘NX)_{L se x € R™\B1(0).

Para todo 3 > 0, usaremos a notagdo adicional g (-) para representar \» (B) .
Por vezes abusaremos da notagdo representando g (|- [) por Pg(-).
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Figura 2.1: Gréfico da funcdo 1 para n=2

A funcdo P € chamada fungdo “bump”.

Assumamos que k = [ 5] 4 1. O limite dado em (2.3)) estd bem definido. De
fato, sejam fixados t,3,€ > 0, podemos decompor a integral em (2.3) em duas
partes:

J e(i_e)‘z|z(p(x+2\/§tz)dz =L +1,
onde:

L= J e (1 g () (x4 2V2t2) dz

L= J e(i’emztl)ﬁ(z)(p(x+2\/§tz)dz.
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Figura 2.2: Gréfico da funcio 1-1 para n=2

Consideremos primeiramente a integral I;. Como,

‘(1 eIZIZ(]_q)[5 (z)) @ x+\/_z‘ <‘1—11)[5 ‘H‘PHLOO

@I, selzl <2, (2.4)
0, selz|>2p.

Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o limite de I;
quando € tende a zero existe e,

iig%Jn (i- €)|Z‘2(1—1|)[3 (2)) e(x+Vtz)d ‘ S‘BZB(O)‘H(PHLOO
= (2B)1B1(0)l[|@]|{ oo -

Para a integral I, usamos a mudanca para coordenadas polares z = rv, onde
reRev e S eanotagio da Proposicio obtendo

Jn ik ""Z'leﬁ( (x+Vtz) dz—J

0

(2.5)

o0

Jgn ] elimeirvl? Pp(r)e (x++v/trv)dvdr

es 3

= (a“_e)'r'ztl)[g(r)r“_1 (J : @(x+ \/Erv)dv> dr
Jo Sn—
es

= e(ife)rzxpﬁ (r)rTg(r)dr

Jp
el k 5
-, Kmle)ri) (efi-er )]wﬁ(r)rn—‘g(r)dr

oo 5 k
= (2(1_1e))kJB eli=er <1§r> [Wa(r)r™Tg(r)] dr
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1 d
- (2(1_]e))kjﬁ elt=er Zoak’Jan'H)dT [Wp(r)g(r)] dr
j

_ 1\ - ] > (i—e)r? 1 |- ) j ((’,)( ) (j—ﬂ)( )-| nf1d
o (Z(i—e)) Zak’] B € 12k—j LZ ( g T‘ll)[g TJT T
j=0 =0
Ly LN e 1 0oy (=0 oy n
- (Z(i—e)) ;%i% 0 Jﬁ e 29 (Mg (1) dr. (2.6)
j= =

Novamente usamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, agora
em cada uma das parcelas de (2.6).
Para{ =0¢j €{0,...,k}, temos da Proposicao [1.4.4}

_ el 5]
= k4l D

2 1 j _
el gy (r | <

quando j=0.
Jinocasoemquej€{1,....,kler<2f3,

,]‘

||<P|| oo |S
L (Y

Finalmente, quando j € {1,...,k} e r > 2f3 temos:

i—e)r? 1

- () —1
el gy ("

2 1 (5)

(i—e)r n—1| __
el (g (o,
Portanto, podemos escrever,
o 1 0 e i
eI 9y () < e 2 e
N 00 dr Bn—Zk
Comok> 7, 2k—n+1>Te J[s s e < 00, segue

_ n1
limJ ne“e)rzrzl_jg(r)ll)g)(r)r“1dr‘ (H(pHL ‘BZk T‘l {0 .

e—0 R

(2.7)

Jano caso £ > 1,j € (..., k, observemos que

_ -0 %
‘tl) (B)
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e, portanto,

2 1

0 B 1
59wy e

(i) (-0 LU
o < g 9 s 9

Como 2k >mn e k > j temos 2k —j > 7. Logo,

T 2“*‘d = i o d
5 \r2 reoar = 5 \r2Zk)—(nT) T

B2j—4k+n pU—4kin
—= I —

B0 le—4k+n 2j—4k+n]
N
- 2—4ktn

< oQ.
Entdo, a aplicagdo r — Tz,l—_] estd em L2((B,00),m™ 'dr).

Langando méo mais uma vez da Proposi¢do[l.4.4|e da desigualdade de Cauchy-
Schwarz segue:

)] R S (0) fan | n—1 :
; Tk—j‘g (r)‘r dr < . mpr=l dr ‘g (r)‘r dr

B
1
< s @A el

O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante:

o0
: (el 1 (@) oyt =) ()T
é%J}s e 1259 (M= ()™ dr
< 2Vt
T VA= —npFiI

Observemos que, para todo j € {1,...,k}, € possivel encontrar uma constante
C tal que

(2.8)

51 09 s

N3

vt
Isto é evidentemente verdadeiro para t = 0. Para todos t > 0, e j € {1,...,k},
(2\/{)j =2 (\/E)] . Assim, se t > 1 é possivel encontrar C; € R tal que
(Zﬁ)j < (\/E)k, e se 0 <t < 1épossivel encontrar C; € R tal que
(Zﬁ)j < C,v/t. De qualquer maneira, (2\/{)j <C <\/{ + (\/T:)k> Multipli-
cando ambos os membros desta desigualdade por (\/{)7% obtém-se .

-3 k-5
<C (tz +t2> . (2.9)
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Fixando agora 3 =1 em (2.8), com o auxilio de (2.9), obtemos para todo
t>0,

IS0l < C (T4 2 467 ) ol 2.10)

Isto é, S(t)p € L.

Mostremos agora que, para todo multi-indice « tal que || < k, a derivada
multi-indice 9*S(t)¢p € [2. De ¢ € X¥(R") e |&| < k, segue 0% € [2(R") e,
portanto, S(t)0%¢p € L*(R™). Como os operadores S(t) e % comutam, temos

10%S(t)@ll2 = [[S(t)0%e@l|.2.

]

2.2 A continuidade da familia de operadores {S(t)}

Nosso objetivo agora é mostrar que se t — 0 entdo S(t)@ — @ em X¥. Pri-
meiramente, verifiquemos a convergéncia em L*°. Para tanto, damos a seguinte
defini¢do:

Definiciio 2.2.1. Sejam £ €{0,...,k} e h € L((B,00),v™ ' dr), definimos

m .
T = J = (1) gl (1) Tdr 2.11)
B

e diremos que tal integral é “do tipo TO”. No caso em que h pode ser escrita sob
a forma

h(r) = W com 2q—n >0, (2.12)

n

diremos que a ordem de Tﬁ emf3ép+q— % Se h = Zcihi, onde cada h; é
i=1

da forma descrita em (2.12), definimos a ordem de h em (3 como a ordem mais

baixa dentre as ordens dos mondémios ndo nulos do somatorio acima (observe que
a ordem de h depende de sua decomposicado).

Voltemos nossa atencao novamente a integral I,. Através das igualdades (2.6))
obtivemos

o 1

—1 \F g e o a
=\55_ - (i—e) (0) (j—0) —1
b= (550) ,Zoak’%@k e g9 (g et
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Isto é, I, de certo modo, representa uma combinacdo linear de termos do tipo T,
A fim de estimar uma ordem para a combina¢do dos termos em (2.6) podemos
fazer uma nova decomposicdo para I, em termos do tipo T¢ de acordo com o
seguinte resultado, que nos serd ttil no objetivo desta segﬁo.

Lema 2.2.1. Sejam € (O, 2711—0—1

pode ser reescrita como combinagdo linear de termos do tlpo T[Z com €{0,...,k},
de modo que para L # 0 e { # Xk, a ordem dos termos do tipo T' na combinacao
linear é maior do que ou igual a m.

) em >0 tais que m > 5= , entdo a integral 1

Demonstragdo. Sejam P,q € N tais que 2q —p > 0. Consideremos a aplicacdo

h dada por h(r) = % )
(2.11) obtendo:

. Fixado £ € {1,...,k}, usamos integragio por partes em

2(:(-;)>kf el=e)” [<1§>kh(r)9(f)(r)] 1 gy

(
N <2(i_—1e)>kroe1 o Z ) 12k— 111+1 S ar <¢qu( )9 e)(r)> dr.

(2.13)
Portanto,
5 k
0 _ —1
Th= (2(1—6)) ZakJX
j=0

o 5] j ] wép)(ﬂ (j_C) e ]
XJB pli—er 2 Z(C> L g( +C)(T‘) e dr,

c=0

o que nos fornece apds a troca de ordem do sinal de integragdo com o somatdrio
e aplicacdes sucesswas da regra de derlvagao de quociente de fungdes,

T = (?e)HZak e»Z()Z( °)(—q)(—q—1J(—q—2)x~-~x

o by Vgt
¢ +2(—0+q—c—b

[—q—(j—C—b—U]J .

B
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Comok>1,2g—n>0e2[2(k—¢)+q—c—b]—m>2(k—{)+2q—n, po-
demos escrever Tﬁ como combinacdo linear de termos do tipo T®, Tt ... Tk
cada um deles correspondendo a um valor de c. Em particular, os termos do tipo
T correspondem a ¢ = 0 e sua ordem na soma acima € dada por

p+2(k—0)+q—

2 p+q——+ﬂk 0).
A/—/R/_/

>1

4
ordem de Th

Conclui-se dai que, apés uma modificagdo como acima, a ordem dos termos
do tipo T™¥ recebe um incremento igual ou superior a 2.

Considere agora, para { € {0,---,k — 1}, a afirmacdo: a integral I, pode ser
reescrita como soma de termos do tipo T?Y), onde 0 <y < k; de modo que para
1<y < €, os termos do tipo T(V) na soma tem ordem > m. Representaremos esta
afirmacdo por H g

k . ll)(j_e)(T)
CornoIz—ZTh ), com h9(r ):Z@)[;k—j’de

(=0 j=t
2(2k—j) —n < 2k —n > 0, e da expressdo ja obtida anteriomente para [, segue
que Hp € valida. Seja £ € {1,---,k — 1} e suponha agora que a afirmagdo seja

vélida para Hy_1, queremos mostrar que ela também € vélida para H,.
De fato, temos pela hipétese de inducao que I pode ser reescrita sob a forma
k (p)
T)

I = Z ?\YT}L, onde h, € uma combinagdo linear de termos do tipo , de
v=0
modo que paray € {1,---,£—1}, a ordem de T;l/y € no minimo m. Procedendo

novamente como em (2.13) obtemos uma nova expressao para I, onde os termos
do tipo T, com y < £ — 1, permanecem os mesmos, e a ordem dos termos do
tipo T recebe um incremento de 2(k —¢) > 2. Repetindo o processo um ndmero
finito de vezes, observa-se que os termos do tipo T) tem ordem maior ou igual
que m e, portanto a afirmacao Hy é Verdadeira

Em tempo, observermos que se h(r) = wﬁ U ,JLe{l,...,k}e2g—n >0, entdo
(p)
T < :w{q(r) 9" () dr (2.14)
)
< MB(]HL“’J: :q ()| ar (2.15)
[+

Sk 1\ 2V ek A, (2.16)

,3p+q—f

m H ||Xk ‘
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aqui usamos mais uma vez a desigualdade de Cauchy-Schwartz e a Proposicao
Quando 3 > 1 e a ordem de Tﬁ € maior ou igual que m, entdo

T < C(z\g)nf?. (2.17)

Como{>1lem> “2—_0(2 temosﬂ—%%—ocmzﬁ—%—l—%_z ={—1>0. Fazendo
= ﬁ, onde t < 1, podemos escolher E > 2% suficientemente grande tal que
paratodo t <1

{—Z4+am
M)gmz <5,Le{l,....k}

S el 2[00
(2k—n)pmn

O Lema [2.2.1] juntamente com as desigualdades (2.7) e (2.16) implicam na
existéncia de uma constante C > 0 (independente de d) tal que, para todo € > 0,

HL‘” (2v/1)*2) < 5.5 €10, ..., kk

< Cs. (2.18)

L2
J LTy e Bex2VEz)dz

Aplicando a Proposic¢do [1.4.3] na pagina[23] com p = 2n segue

limJ e (1 g (2))p x+2\/{z)dz—limj (=9 (1 _ 5 (2)) g (x)dz
€—0 Jrn €e—0 Jpn
< J (1—Yp(z) ‘(p (x+2v1z) — x)‘dz
< | cevapiivelie
|z|<2p

< C2VA)ZpMI =C(2vE)z D)

Pela nossa escolha de «, % — (n — %) > 0. Assim, podemos tomar to < 1 tal

que para todo t < to,

cvyz——2)gnts <5, (2.19)
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Portanto, para t < tg,

e—0

liI%J e(ieﬂzztp(x—kz\/{z)dz—limj e“*e)mch(x)dz
€E— n n

< limJ ey o (2) @(x + 2v/tz) dz| + limJ e o (2) @ (x)dz| +
€—0 Jpn e—0 Jpn
+ limJ e(if":”Z'z(] —tpﬁ(z))[(p(x—FZ\/’Ez)—(p(x)]dz
€—0 Jpn
< Cd+Cd+0.
(2.20)
Como

. 1— 2 n
llr%J elime)l gz — p2eind
€=U Jpn

das desigualdades a decorre que u(-,t) — @(-) em L* quando t
tende a O por valores positivos. Analogamente, € possivel mostrar o mesmo para
t < 0, e portanto, S(t)¢ € continua em t = 0. Como veremos na préxima se¢ao,
{S(t)} é um grupo, e a propriedade terd sua validade confirmada para para todo
teR.

Para finalizar, algumas consideragdes sobre o caso geral: k > 7 (até o mo-
mento, sé consideramos o caso k = HJ +1). Seja o um multi-indice, 1 < || < k.
Dado t > 0, como a integral na expressao de u(x,t) converge, podemos escrever

%U(x,t) =7 Ze M7 limJ e(=e* 9% o (x + 2v/tz) dz (2.21)
e—0 Jpn
e 0% € [2(R™), usando mais uma vez o fato de ser {S(t)} um grupo, temos
imediatamente que d*u(-,t) € L?(R") e, além disso

||a“u(',t)||L2(]R<n) = ||a(x(P(')||L2(R“)'
De maneira andloga, € possivel mostrar o mesmo para t < 0.

Portanto, se @ € X*(R™) entdo u(-,t) € X*(R™), para todo t € R; ou seja, a
aplicagdo t — S(t)p € C(R,X*(R™)). ]

Além disso, como S(-) @ € limitada em [T, 1], temos que ||S(t)]| & (xx) € limi-
tado em [-1,1]; o que, em conjunto com (2.10), nos fornece a seguinte consequén-
cia:

Corolirio 2.2.1. Se @ € X*(R™) e t € R entdo existe uma constante C > 0, de-
pendente apenas de n e k, tal que

[S(t)@lxx < C+1tP) [@]lxx, (2.22)

|

onde
, sen é par,

B=N=

, sen é impar.
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2.3 Gerador Infinitesimal do grupo {S(t)}icr

Nesta secao seguiremos de perto a notacdo e os resultados expostos no capitulo
1 de [P] e no capitulo 3 de [CHJ]. Assim, se X é um espagco de Banach, uma
familia de operadores lineares {T(t)}, a um pardmetro t € R, definidos em X é
um grupo de operadores lineares quando T(0) = L, T(t; +t2) =T(t;)oT(t2) e
T(—t) =T '(t), onde I é o operador identidade e t;,t,,t € R. Caso tenhamos
as propriedades apenas para t1,t;,t € Ry, diremos que {T(t)} € um semi-grupo.
Em geral, representaremos por D(T) o dominio de {T(t)} e diremos que {T(t)} é
fortemente continuo quando

lim ||T(t) —1I| =0. (2.23)
t—0

T(t)p—
O operador linear A cujo dominio é D(A) = {(p S X;%in(l) 7( )(f ® existe} é
—

Tte—o

¢ =T'(0)¢, para todo @ € D(A), é o gerador

definido por A = %in(l)
4)
infinitesimal de {T(t)}.
De volta ao nosso caso particular, primeiramente observemos que a familia
{S(t)} € um grupo, chamado o grupo de Schrodinger .

Lema 2.3.1. A familia de operadores {S(t)}icr definida em (2.3) é um grupo.

n

. —AinT ~
Demonstracdo. Obviamente, se escrevemos ¢ = e~ 371 2, entdo

S(0)p(x)=c limJ e(i_e)mz(p(x)dz =@(x).

e—0 R

Consideremos agora tj,t, > 0. Faremos, por simplicidade, a demonstragdo no
caso . = 1. No caso, geral a demonstragdo segue 0S mesmos passos.
Temos

(x) = S(t)e(x) = ¢ lim JRe“e”'mch(wwaz])dz],

€1—)0

S(t2) o S(t1)e(x) = S(t2)d(x)
=c lim J e(i_eﬂ‘zz‘zd)(x-i-z\/’t_zZz)de

€2—>0 R

=c?  lim J J e(i_e‘”Z‘|2+(i_€2)|22|2(p(x+2\/ﬂz1+2\/t_zzz)dz1dzz.
(€1)€2)*>(an) RJR
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Sem perda de generalidades, podemos tomar € = €7 = €;. Facamos a mudanca
das varidveis z; e z, para as varidveis z e w, de acordo com as seguintes equagoes:

t7 + t =t
Az; + Bz; = 2z
BZ] - AZZ = W,

_ WVt _ Vb
onde A = WCB—\/U%

Deste modo, [z12 +|z,? = 212+ w] e ty?dzy +t}/2dzz = (t; —t2)"2dw,
portanto:

1/2t1/zd +t1/ £1/2dw 1/2t1/2d ]/ZtVzdw
dz; = edz, =
t+1 t+1
Logo,
dzidz; = dwdz = dwdz,
t1+1
e dai:
S(t2) oS(t1)e(x) =
=c? lin})J J e(i*":mz‘zﬂw‘z)(p(x+2\/t1 +tyz)dwdz
€E— R
=c? limJ T e“_e)wlzdw} (i—e)lzl? Q(x+2Vt; +1tz)d
e—0 R R
=c limJ eli=ellz? ©(x+2vt) +tz)dz
e—0 R
=S(t1 +t2)e(x).
Para finalizar, basta observar que S(t) o S(—t)@(x) = S(0)@(x). O

O operador 1A estd definido para fungdes ao menos duas vezes diferencidveis
e, portanto, podemos defini-lo no espaco de Zhidkov X¥*2(R™). Mais especifica-
mente, aplicaremos este operador do seguinte modo:

Lema 2.3.2. Se ¢ € X<M2(R™) temos

3 7T
71“1

{AG(x) = - Tim &

5y Jim —— J D2 (x). (2viz,2VEz)dz,  (2.24)
e—0 T2 Rn
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onde D*@ é a matriz hessiana de ¢ e D*@(x

da forma quadrdtica

2\/{[ V4 )

-

aZ
ax (
62

aXZaX1

e
L 0xn0xq

x)

Foaxr (X)

(x)

%

aX1 aXZ (X)
o
axﬁ(x)

chL()
0Xn 0X2

2Vt

) - (2v/tz,2V/tz) é a representacdo

Z1
Z3

Demonstragdo. De fato, temos
w3y 22
x) - (2V/tz,2V/1z) = [Z ai
k

Observe que como j # £,

L2
JRn e(l €)lzl W(x)z]-z@dz = O’

pois
2 0@ LIS 2 0@
(i—e)lzl odz = (i-e)z zodz. = 0.
JRH e 3%, 0x; (x)zjz¢dz EJ_OO e P 3x;0%; (x)zjz¢dzp
(2.25)
[e%e) . 2
Sep#jep#HL, Joo eli=e)z o, 0x¢ (x)zjz¢dz, = 0, pois a aplica¢io
Zp — eli-ez ¢ par. Caso tenhamos p =j ou p = {, podemos integrar diretamente

obtendo também Z(i]—e) e(i_e)zfv]fz —0.
Logo,

n 2
| . :
IR CEW T P pe e TR
n n k=1

Assim,
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T e™ [ (iekry2
— lim —= J e D?@(x) - (2Vtz,2V/1z)dz

2te—=0 712 n
1 e M3 PR ()
— _ e(l—e)lz\ 4t 2 d
2t el—r{g) w2 J n ; 0xk (x)
1 —inf n 2 ) 00
= lim - ¢ = Z ® (X)J J eli=e)lz" 2224z,
e=01—€ 712 — an — 00 — 0o (2.26)
1 e i & 2o ) )
— i _ (i—e)lzl
eg%l—e w2 ;axk(x)< J ne dz
e—>0 i—e Z an
= 1A(P( )»
onde, na terceira igualdade em (2.26)), usamos integracdo por partes. 0

Nosso objetivo agora € mostrar que iA € o gerador infinitesimal do grupo de
Schrodinger.

Teorema 2.3.1. Seja k > 5. O gerador infinitesimal do grupo S(t), g é 1A, com
D(iA) = X*2(RM).

Demonstragdo. Primeiramente, afirmamos que para ¢ € X< (R™) entdo, quando
t—0,

SWe=® X 1o, 2.27)

o que implica (Xk+4(]R“),iA) C (D(A),A), onde A =S’(0).
Sejat > 0. Observamos que,

— 1T . n _n
S(t)w(x)zfe_mzﬂ_f limJ e [ (x +2v/tz) — (x)ldz. (2.28)
t t c—0 R

Como

o) . n 0
J ey () 2v/Fzdz = HJ eI Y 2z —o(x) =0, (2.29)
n 0 k=1 k

=17

da férmula de Taylor com resto integral (ver pagina 262 de [Li]) temos

1
e(x+2Vtz)—(x) =Ve(x) .2\/{2%—[0 (1—s)D?@(x+2sV/tz) (2v/tz,2/tz)ds
(2.30)
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e, portanto,

S(t)p —
< (t)e @_mq)> (x)
t
= 46_1:Z lim J elimellz o

w2 e=0Jp

1
X J (1—5s) [Dz(p(x—FZS\/’Ez) (2v/tz,2V/tz) — chp(x)] (z,z)dsdz
0

e—in% 1
=4— limJ (1—s)x
2z e—=0])p

y J pli—elizl? [Dz(p(x—}—ZS\/{Z) (2vtz,2v/tz) — chp(x)] (z,z)dzds.
Rn
2.31)

Agora,
J el D2 (x + 25V/tz) (2v/z, 2v/tz) — D2 (x)](2,2)dz
= (_Z(J_e))zJ' e(i_e)mzAz(p(x—l-ZS\/Ez)(Zsﬁz)zdz (2.32)
RT\.

g | e A 25vEn) ~ Ao (ldz,

portanto,

1
_ —4{tJ (1—5)s2S(ts2)A2p(x)ds +

1 1
+21J (1—s)[S(ts?)Ap —Ag] (x)ds} . (233)
0

Como A2 € H¥(R™) ¢ X*(R™), jd que k > T, temos que o operador
{S(tsz)AZ(p}t,se[O,” é limitado em X¥ e, logo

1 o
—4tJ (1—s)s2S(ts?)A2¢p(x)ds 55 0, quando t — 0.
0
Por outro lado, de Ag € H*P2(R™) ¢ X*+2(R™) c X¥(R™), temos
k
(S(tsz)A(p —A(p) X 0, quando t — 0,
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uniformemente para s € [0, 1]. Isto conclui a prova de nossa primeira afirmagao,
isto é @ € XK (RM) = g e D(A) e Ap =1Ae.

Consideremos agora @ € X*™2. Queremos mostrar que ainda vale a inclusio
(X*2(R™),iA) C (D(A),A).

J4 temos que X¥4(R™) ¢ Xk*T2(R™) e, como consequéncia imediata da Pro-
posicdo na pagina 22, X**4(R™) é denso sobre X**2(R™). Logo existe uma
sequéncia (b})iey € X¥HHR™) convergindo para @ em X*2(R") C X*(R™),
quando 1 — oco. Como o operador iA é continuo, iAd)(l) converge para iA@ em
H* ¢ X¥ quando 1 — oo. Isto significa que (¢,iAq) pertence ao fecho do con-
junto {( ORVAYOIRORS Xk+4(Rn)} em X* x XX, Como o gerador infinitesimal de
um semi-grupo fortemente continuo é um operador fechado (ver [P]), temos que
@ € D(A) e Ap = 1A o que significa que (Xk+2(R“),iA) c (D(A),A).

[
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Capitulo 3

Existéncia de solucoes

3.1 Existéncia Local

Esta secdo serd dedicada ao estudo da boa colocag@o local do problema de
valor inicial

{iut—i—Au—i—F(u) = 0, 3.1

u(-,0) = (),
comk>%, @e XK(R™) e F: X¥(R™) — X*(R™). Aqui, e em todo o restante do
texto, nossa no¢ao de boa colocagdo local e de boa colocacdo global € a que se da
naturalmente para equagdes de evolugao (ver, por exemplo, [IN]):

Definicao 3.1.1 (Boa Colocagdo). Sejam X e Y espagos de Banach e seja Ty um
niimero real tal que 0 < Ty < oo. Considere t € [0,Tp] e F: [0, To] x Y — X
continua com respeito as topologias correspondentes. Dizemos que o problema

de valor inicial ( )
w = F(t,u) eX,
3.2

{u(-,m = ey, G2

tem boa colocacdo local (ou é bem posto localmente) quando ocorrem, simulta-
neamente:

(i) Existem T € (0, Tol e w € C([0, Tol;Y) tais que (3.2)) é satisfeito.

(ii) Existe no mdximo uma solugdo de (3.2)) em qualquer vizinhanga da origem
contida em (0, Ty).

(iii) A aplicacdo @ — u é continua em relacdo as topologias dos espagos de
Banach'Y e C([0,Tol,Y), respectivamente.

Notemos que, nossa existéncia local de solugcdo pressupoe que esta solugdo
permaneca no espaco de Banach Y ao qual pertence nossa condicdo inicial @;
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tal propriedade ¢ chamada persisténcia da solucdo. Quando ao menos uma das
trés condicoes acima deixa de ser satisfeita o problema é dito mal posto (podemos
também dizer que o problema tem md colocagado).

No caso em que Ty = co e sdo vdlidas as trés condig¢oes acima dizemos que
(3.2) tem boa colocagao global (ou é bem posto globalmente).

Observemos que (3.1)) equivale a

{ w = iAu+iF(u), (33)

u(0) = o)
e, além disso, podemos considerar iF =f: [ — Xk(Rn), onde I € um intervalo
da reta. Suporemos f diferencidvel o que, juntamente com o Teorema do Valor

Médio implica f e F localmente Lipschitzianas. Aproveitaremos, neste momento,
alguns resultados que, em sua maior parte, podem ser encontrados em [CH].

Lema 3.1.1. Sejam T> 0, € X*(R™) e f € C([0, T], X*(R™)).
Sew e C([0,T],X¥(RM)) é solucdo de entdo
t
wlt) =S()p()+1| S(t-mF(ul, T, (3.4)
0

para todo t € [0, T].
Demonstragdo. Consideremos 0 <t < T e defina para todo T € [0, T]
w(t) =S(t—1)u(T). (3.5)
Se h € (0,t—T) temos

w(t+h)—w(T) S(t—t—h)u (T+h) S(t—1)u(T)

h

— S(t— —h u’t+h) u(t)  S(t—1— h+h]i S(tfrfh)u(ﬂr)
Pelo Teoremal2.3.1, lim S(h)—I —1iA. Logo,
h—0
}%w(w })L_W(T) = S(t—7) {ue(7) — iAu) = S(t— ) (7).

h
Mas, S(t—-)f(-) € C([0,T],X*(R™)). Portanto, para todo T € [0,t), temos que
w e CH[0,t),X*(R™)) e w/(T) = S(t—T)f(7).
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S S
Para s < t temos J w/ () dt =w(s) —w(0) = J S(t—T)f(Tt)dT, isto é,
0 0

w(s) =S(s)u(0) +J:S(s —1)f(7)dT.

Finalmelnte, fazendo u(0) = ¢ (ou, mais precisamente, u(-,0) = @(-)) e
f(t) =iF(u(-,T)) garantimos o resultado.
]

Mostremos agora que uma tal solug¢do estd bem definida, pois € univocamente
determinada.

Lema 3.1.2. Sejam T> 0, € X¥(R™). Se u,v € C([0, T],X¥(R™)) sdo duas so-
lugées do problema (3.1)), entdo uw=.

Demonstragdo. Considere M = sup max{|[u(t)|xx,[[v(t)|xx}. Como F é lo-
te[0,T]
calmente lipschitziana temos,

IF(l ) = Fvl Dl < LMY [Ju(, 1) = v 1) [
e, portanto,
() = (1| < JO |stt—m) (Fu,0) —F(, ) dr
SEHC(l+(t—T)p)(F(u(~,T))—F(v(-,'r)))kad'r (3.6)
< CLOM(4T) [ futem) vl o

t
Do Lema de Gronwall (ver pagina 21 de [Rol]), se d(t) < Cy+ CZJ Alt)dT
0

t
entdo, p(t) < Cyexp lCZJ A(T)d’c] , para quase todo t € (0, T). Temos, em (3.6)),
0

C2 =CLM)((1+TP)) e C; =0 logo, |Ju(t)—v(t)||xx =0, para quase todo
t € (0,T), o que implica uw=v. O]

Observacao 3.1.1. Da demosntracdo acima, podemos garantir ainda

t
() = (1)l < CL(M)L (14 (T=1)°) Jul, 1) —v(, Dl dr.  (3.7)
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Teorema 3.1.1. Sejam M >0 e @ € X¥(R™) tais que || @||xx < M. Entdo, existe
um tempo positivo T = T(M) e uma tinica solu¢do u € C([0, T(M)],X*(R™)) do

problema (3.1)).

Demonstragcdo. Basta mostrar que existe tal solu¢ao ja que a unicidade resulta
imediatamente do Lema [3.1.2] Para tanto, tomemos M e ¢ como nas condi¢des
acima e assumamos T < 1.

Fixado K > 0, definamos o subconjunto de C ([O,T],Xk(R“)),

E:= {u € C([0, TI, X*(R™); el t) [ xx < K, Vt e [O,T]}.

Consideremos para todos os elementos u e v de E a métrica proveniente da norma
de C([0, T],X*(R™)), ou seja,

d(u,v) = max lu(-yt) = v t)][xx

de modo que E torna-se também um espaco métrico completo.
Dada u € E, definimos @,, pondo,

D, (t):=St)e —l—iES(t—T)F(u(~,T))dT, vt € [0,T].

Aplicando a desigualdade trlangular ea proprledade [2.22] vista no Coroldrio

-da paglnan segue, para p € { 7y 4

t
D) ez < IS0 + LS(t—T)F(u(-,T))dT

Xk

t
< C(141t°) ||(P||Xk+JO C(1+(t—1)°) [F(u(-,T))|[xx dT

t
gzcm+zcj IF ) e A,
0

(3.8)
jaque t,t,t—t € [0, Tl,e T<1.
Temos
IF(u(T))||xx = [|F(0) +F(u(T)) —F(0) ||xk
< [[F(0)][xk + [[F(w(T)) —F(0) [|Ixx
3.9
< [IF(0) s+ L(K) [[u(x) ka 39
< [[F(0) ||k + KL(K).
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Podemos escolher K =4CM +2C ||F(0)||xx e supor

.1 1
T:mln{4)4CL(]<)}. (310)

Observemos que 4CE(K) < \IF%)+\I|‘F£?££{FK)’ pois 2CL(K) > 1. Portanto,
X

M+ [[F(0)]|xx

IF(0)f[xx +KL(K) < T

e, de (3.8) e (3.9) segue
M+ ||F(0
[Qu(t) | (rn) < 2C1\/1+2Ct”TU”><k <K,

o que significa que @ estd bem definida e leva elementos de E em elementos de E.
Para todos u,v € E, tem-se

d(Dy(t), (1)) = max] Hq)\)(t) - q)u(t)HXk

tel0,T
T
< L(K)J max ||S(T—1)v(Tt) —u(t)]||xx dT
o telo,T] (3.11)
T
< L(K)J C(1+(T—1)°) max_ V() — () d
0 t€(0,T]

<2CT(M)L(K)d(u,v).

Para que @ seja uma contragio basta, por exemplo, que T(M)L(K) = %, ou seja,

¢ suficiente escolher T(M) = ﬁ(K)‘

Mas, de (3.11), como T(M) < %(K), segue que @ é uma contra¢do em E e,
portanto, possui um dnico ponto fixo u € E que, pela construcdo do subespaco E,
satisfaz a condi¢ao do enunciado. [

Observacao 3.1.2. Observe que a unicidade obtida a partir da contracdo na de-
monstragdo do Teorema [3.1.1|se reduz ao espaco E, ali definido. Por outro lado,

a unicidade obtida no Lema a partir do Lema de Gronwall, é mais geral,
valendo em todo o espaco X¥.

Analogamente, podemos também fazer os procedimentos descritos nas de-
monstragdes anteriores para intervalos de nimeros reais negativos. Para tanto,
basta tomar —T ao invés de T nos Lemas e e, —t ao invés de t na Pro-
posicdo|3.1.1, com t, T > 0. Como consequéncia, podemos agrupar os resultados
anteriores no seguinte resultado:
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Teorema 3.1.2. Seja M > 0. Entdo, existem T (M) >0 e T_(M) < 0 tais que,
para toda @ € X¥(R™) com ||@||xx <M, existe uma tinica solugdo de (3.1)

we C([T-(M), Te (M), X(R™)).

Nosso interesse agora serd um pouco mais focado nas extremidades de um tal
intervalo [T_(M), T, (M)]. Para iniciar, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3. Existe uma funcio T* : X*(R™) — (0,+o00] tal que para toda
@ € XK(R™) ¢ possivel encontrar w € C([0,T*(@)],X*(R™)) de maneira que,
para todo T € (0,T*(@)), u € a iinica solucdo de (3.4) em C([0,T],X*(R™)).
Além disso, vale apenas uma das condi¢coes abaixo:

(i) T*(¢) = o0, ou;

i) T* <ooe lim ||lu(t = 0.
i) T*(¢) <ooe lim [ult]

Demonstragdo. Sejam @ € X*(R™) e
T (@) = sup {T> 0; Ju e C([0,T],X*(R™)) solugdo de }

Pela proposigao temos T*(¢) > 0. Por outro lado, o Lema nos per-
mite construir uma tnica solu¢io maximal u € C([0, T*(¢)), X*(R™)) da equagio

3.4).
Suponhamos T*(¢) < co. Fixado t € [0, T*(¢)], sejam

u(t) =S(t)e —I—iJ:S(t—T)F(u(-,T))dT

e Mg = [[u(t)|[xx(gn) - Consideremos a equacdo integral
T

v(T) = S(T)u(t) +1J S(t—o)F(v(-,0))do. VT € [0, T(M)].
0

Definamos agora w € C([0,t+ T(M)], XX(R™)), dada por

(1) = u(T), se T € [0,t];
WIT =1 yr—t), sete (tt+T(M).

E facil verificar que w é solugio de (3.4) com T =t +T(M). Do Lema
e da defini¢do de T* (@) segue T*(@) > t+T(M). Dai,
1 1

< . 3.12
T(e)—t = T(M) G-12)
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Evidentemente, quando t — T*(¢), ndo pode ser T(M) finito em (3.10). Fa-
zendo T(M) = 4CE(K)’ segue de K=4CM +2C[|F(0)]|xx e M = [Ju(t)|xx,

1 1

4CL(4C [lu(t)[Ixe +2C [[F(0) [l ) = TV 2 Tie) =t (3.13)
e, portanto,
lim |u(t n) = +00.
im () s ey
[

Observacao 3.1.3. Nas mesmas condig¢oes do Teorema ¢ possivel obter uma
iinica solucdo u de (3.4) em C([—T,0],X*(R™)), sempre que T.(¢) < —T < 0,
onde

T. (@) = inf{ —T>0; Ju e C([-T,0], X*(R™)) solucdo de @])}
Além disso, vale uma e so uma das propriedades:
(1) T*((P) = —00, ou;

(i) Ti(@)l<ooe lim ||u(t)|yx = oo.
tNT (@)

*

Como aplicagdo direta dos resultados anteriores, temos o seguinte resultado
em [Gall:

Teorema 3.1.4. Dada @ € X*(R™), existem T.(¢@) € [—00,0) e T*(¢) € (0,400
tais que:

a) existe uma tinica solugcdo maximal w € C([T.(@), T*(@)],X*(R™)) e, para
todos T_, T, € R satisfazendo T,(@) < T_ <0< T, < T*(@), u é a iinica
solugdo da equagdo integral

1

u(t) =S(t)e(x) —HJO S(t—71)F(u(t))dr,t € [T, T,].

b) T.(@)=— li 1) yk = 4-00.
) T.(o) ooout\lTr*r(l(p)Hu(,)ka +00

T (@) = li 1)k = +00.
c) T*(o) +000Mtf%}%(p)||u(>)“xk +00
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3.2 Regularidade da Solucao

Voltemos nossa atencao ao tipo de regularidade da solu¢do u encontrada através
dos resultados acima. Sejam T > 0,t € [0,T] e
1A XKP2(R™)  X*(R™) — X*t2(RM) o gerador do grupo {S(t)}. O problema

{ w = iAu(t)+Fu), telo,Tl,

u(O) = o,

€ chamado problema de evolugdo. O problema homogéneo associado a (3.14)

¢ obtido fazendo F(u) = 0. Uma funcéo u : [0, T] — X é uma solucéo cléssica

do problema de evolugdo acima quando u é continua em [0,T], satisfaz (3.14),

u(t) € Xk2(R™), ¥t € (0, T], e u é continuamente diferencidvel em (0,T].
Nessas condi¢des, temos o seguinte resultado:

(3.14)

Teorema 3.2.1. Para todo @ € X*(R™), o problema homogéneo associado a
(3.14) possui uma tinica solugdo cldssica u.

Demonstragcdo. Usaremos o método de iteracdes de Picard. Ja sabemos que o
operador 1A € limitado. Consideremos

X = ||1AHXk .

Definimos ¢ : C([0, T],X*(R™)) — C([0, T], X*(R™)) por

t
(pu)(t) =@ +J iAu(t)dT. (3.15)
0
Se denotamos ||u||L$Xk = tg&gﬂ |lu(t)||xx , entdo
T
[ou()~¢v(tlle < | Tiblhluin—volhede 5o
0 .
< oT Hu—VHL%oxk .
Logo, se supomos
n n ochtTl
ld™Mu(t) = d™(B) [ < —= [l =Vl gexx, (3.17)

para algum n > 1 e para todo t € [0, T], segue

R e A N U R

I(XnTn
< “JO ol [u=V][Leoxx dT

(Xn—i-]tn—H
(m+1)!

Hu—"HUka-
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Portanto, (3.17) vale para todo natural n.
. nin . s
Para n suficientemente grande, "‘nf < 1 e ¢ possui um tnico ponto fixo em

C([0, T],X*(R™)), isto &, existe u € C([0, T], X*(R™)) tal que

t
ut)=e +J iAu(t)dT. (3.18)
0

Como u € continua temos de (3.18)), %u(t) = iAu(t). Entdo, u € solugdo

do problema homogéneo associado a (3.14) e, como toda solucido do problema
homogéneo associado a (3.14]) € também solugio de (3.18§), a solug¢do do problema
homogéneo € unica.

]
Como aplicagdo direta do resultado acima temos o seguinte Teorema em [Ga]

Teorema 3.2.2. Sejam @ € X¥H2(R™) e F: X*(R™) — X¥(R™). Entdo, a solugdo
u € C([Tu(@), T*(@)], X (R™)) da equagdo

u(t)=S(t)e +iJ:S(t—T)F(u(T))dT,t e[T.,T,] (3.19)

descrita nos Teoremas e € uma solugdo cldssica do problema (3.1)) em
XK(R™), ou seja,
we C([Tu(@), T (@), X2 (R™) N C ([T (@), T ()], X (R™)).

Demonstragdo. E claro que u € C([T.(@), T*(@)],X*"2(R™)). Para mostrar que
ue CH([T (@), T ()], X*(RM)), basta derivar 1} emrelagdo at. Como S(t)@
€ a solucdo do problema

{iut + AXLL = O,

temos %S(t)(p(x) =iAcp € XK(RM), ja que iA : X2 (R™) — X*(R™). Logo, de
F: XK(R™) — X¥(R™), segue

ot =1Axe +iF(u(t) € C[Tul@), T* (@)1, X (R™)).

Logo, u € solugdo classica de (3.1).
[

Proposicio 3.2.1. Seja f: R — R de classe C*t1. Entao, F: X*(R™) — X¥(RM)
definida por F(u) = f([u]?)u é de classe C'.
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Demonstracdo. Seja u € X¥(R™). Queremos mostrar que F(u) € X¥(R™) e que
F/(u) é uma aplicagdo continua de X*(R™) em X*(R™).

Observemos inicialmente que u € L e, do fato de f ser de classe Ck+1, de-
corre que f([ul?) é limitado e, portanto, F(u) € L®(R™).

Utilizando mais uma vez a férmula de Leibniz e a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, a exemplo do que foi feito na demonstragdo da Proposicao [[.4.1]
mostra-se que, para todo multi-indice « com 1 < |«| < k, tem-se 0%F(u) € L*(R"),
e, portanto, 0*F(u) € XK(R™).

Por outro lado, como [1t[? = Ui, temos, para cada j € {1,---,n},
a%jF(u) = [f'(Juf)u+ f(lulz)]a%ju—k (u)za%ﬁ continua. Dai, F/(u) é continua
e, repetindo o argumento feito para F(u) acima verifica-se que, se u € X*(R™)
entdo, F/(u) € X¥(R™). ]

Proposi¢do 3.2.2. Sejamn € Nk > 3+ 1,9 € XK(R") e f € C¥(R,). Para
cada l € {{%J +1,--,k}, sejauw € C([T.(0), T*(0)], XY (R™)) a solucdo da equa-
cdo integral

t

u(t)=S(t)e +iJ0 S(t—71)F(u(t))dr,t e [T, T,],

com F(u) = f([ul?)u, onde (T,(£), T*(£)) € o intervalo maximal de existéncia de
u em XY(RM). Entdo,

* * n *
T =T (bJ-H):---:T (k)
e, analogamente,
n
L=T(F]+1) = =T

Demonstracdo. X*t1(R™) ¢ X*(RM) logo, para todo { > L%J +1, T > T*(0).
Suponhamos que T* > T*(£) e sejat € (T,, T*). Temos
t
u(t) =S(t)e +iJ S(t—1)f(lu(t)?)u(t)dr
0
e, portanto,

t
e(®)lxe < IS g xe ll@llxe +L IS e xo [[F (P )uT) |, dr.

Como ||S(t)]| g (xe xt, € limitada para t € [0, T*(£)], e w: [0, T*(€)] — XL 2] +1 (rm)
¢ uma aplicag@o continua, existe M > 0 tal que, para todo t € [0, T*({)], temos
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u(t) HXL%J“ < M. Assim, vale também |[1(t)|| <M e, como f € C¥1(R,)

¢ limitada para t € [0, T*(£)], e ||u(T)||xe < ||u(t)]]; o existe M > 0 tal que:
[ (0 Pu(o)]| < M)l

Logo,

. t
) < € [+ M ] sl ds] »

e, portanto, ||u(t)|/ye ndo pode tender a infinito quanto t ,” T*(¢), o que contra-
diz a hipétese de ser (T, (£),T*(£)) o intervalo (aberto) maximal de defini¢do da
aplicacdo u : (T, (), T*(£)) — XY (R™). Entdo, T* = T*({).

Analogamente, temos também T, = T, ({).
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Capitulo 4

Leis de Conservacao e Boa
Colocacao Global

4.1 Leis de Conservacao
Sejam @ € X*t2(RM) e f € C*1(R,.). Consideremos
w e C([T,, T, XK (R™) N CY([T.,, T, X(R™))

a solugdo do problema de Cauchy

(x,t) e R" x R,

. 2
iu +Au+f(luHu =0, 4.1)
@(x).

u(x,0)

Nosso objetivo agora € mostrar a conservagdo da energia para (4.1]) nos casos
n =1 oun = 2. Temos, inicialmente, o seguinte resultado.

T

Teorema 4.1.1. Seja V(r) := —J f(t)dt. Suponhamos que [pn V(le(x)]?)dx
0

converge. Entdo, para todo t € (T,, T*), hu(x, t)[?dx também converge, ¢ a
RTL
energia é conservada, isto é,

J . [IVu(x,t)lz+V(Iu(x,t)lz)]dx:J Ve +ViexP)]dx.  42)

ul?
Demonstragdo. Temos V/([ul?) = —J f(t)dre,
0

OV () = —2f(Juf?) (w4 uimy).
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Multiplicando a primeira equacdo em (4.1)) e sua equagio conjugada por T € i,
respectivamente, obtemos

iwl+mAau = —wf(uf)u, 4.3)
—Aluf+uwA = —uef(ul?)u. '
Dai, somando membro a membro,
Re(mAW) = —f(ju?)(utt +w)
= —f(jul?)(ut);
= —f([ul®)(ful®)
= V(juP). (44)

Para todos t € (T,, T*),x € R", integrando (4.4) no intervalo [0, t], tem-se

t
e qo Aubo T dT) V(U )R —VieP).  @5)
Consideremos agora uma fungdo 6 € C°(R) tal que

<
G(r):{]’ ser <1

0, ser>2.

Para R > 0, definimos Og(x) := 0 (%) ,x € R™. Temos entio,
I
dx-l

<>J

1
Rn

1

_ RS URH‘G/UHD‘Z@F'

Como 0/(]-|) € CX(R™), a dltima integral ¢ finita, em particular, {VOg}r>1 é

limitada em LZ(R“) Multiplicando agora ( . ) por Or(x) e integrando sobre R™
obtemos:

VR |2 (R™) = j
RTL

2Re

J <Jt Au(x,’t)udx,’t)dT) GR(x)dx]
n \Jo
— | Vi oP)erixiax- | Vile(x)PIexix)ax

n

4.7)
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Usando o Teorema de Fubini e integrando por partes no lado esquerdo de (4.7)),
temos:

t
2Re U (J Au(x,T)ut(x,T)d'c) E)R(x)dx]

0

:_J (|Vu(x,t)|2—|V(p(x)|2)BR(x)dx—ZRe JtJ Vu(x,t)VOr(x)ui(x, t)dxdT| .

0

Por conveniéncia, assumamos t > 0. Como VOg tem suporte compacto em
Q ={x € R [x| > R}, a desigualdade de Cauchy-Schwartz implica

JtJ Vu(x,T)VOr(x)t (x, T)dxdt
0 n

t
< sup et oo e (L V200 dn-) V0 2gmm

e esta ultima quantidade converge para 0 quando R — oo. Por outro lado, quando

R — oo, temos J (!Vu(x,t)lz — !V(p(x)lz) Or(x)dx convergindo para
RTL

2 2
IVulx, t)liz = [[Ve (x)]|i2.

Entdo, se assumimos que existe o limite

| Vietamiax= tim | ViemoRextxax

—00

o que depende da nossa escolha da fun¢do 6, e tomamos o limite em (4.7)), obte-
mos a partir de {.5)):

vuu(x,tnz)dx—J V(l(x)) dx =

n

RN

- J 2Re UtAu(x,T)ut(x,T)dex]
n 0

= lim 2Re U <JtAu(X,T)ut(X,T)dT> GR(x)dx]

R—o0 0
— lim J vuu(mnz)eR(x)dx—j Viip()P)0g(x)dx]| .
R— oo n n
Portanto, J V(u(x,t)?)dx = Rlim J V(!u(x,T)IZ)GR(X)dX, e a energia é
n —00 n
conservada. [
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Observacao 4.1.1. Vale aqui mencionar que uma demonstracdo para n > 3 ndo
poderia ser obtida do mesmo modo. De fato, uma fungdo Og C C°(R™), com
Or(x) = 1 sempre que |x| <R, e tal que VOy seja limitada em L*(R™) ndo existe
paran/geq3.

Sejam agora 0,0, : R — R fungdes ndo crescentes, de classe C, tais que,
em R—(0,1)

1, se x<0
B(X)zeo(x)z{ 0 se x>1°

Para R > 0, defina 03 (x) = 8(x —R)0p(—x) e 83 (x) = 0% (x).

Proposicao 4.1.1. Se lim J V(I(p(x)lz)GjRE(x)dx existe, entdo
R—o0 R

R—oo

lim J V(ju(x, t)*)05 (x)dx
R

também existe.

Demonstragdo. Basta trocar O por 05 na demonstragio da Proposigio ob-
tendo:

JR [V(Iui, )F) = V(@ (x)F) + Vulx, 1) = Ve (x)[*] 0 (x) dx =

=F2Re U: JR Vu(x, 1) [VO(£x—R)0g(Fx) —0(E£x —R) VO (Fx)] Ut (x,T)dxdT| .

Avaliando o limite quando R — 0o, como {VO(£x — R)}r> € limitado em 12
temos

fim || Vim0 (x)dx i | Vi1 x)F105 (x)cx =
R R

R—oo
- —jR VL%, T) 2 — [V(x)] 8 (£x) dx
+2Re [ [ [ Viu(x, 1) VO (dx)T (x, T)dxd]

Observe que o limite lim J V(ju(x,T) |2)9]:2t (x)dx depende apenas de 6y mas
R

R—o0
nao de ¢ no caso em que lim J V(I(p(x)lz)eg(x)dx nio existe. O
R—oo R

Proposicio 4.1.2. Sejamm € N, k> 5 e ¢ € XK(R™). Entdo, para quaisquer
x,y € R a aplicagdo f: [0,1] — C, definida por

f(t) = e(x+tly —x)),

¢ absolutamente continua.
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Demonstracdo. Sejam x # 1y em R"™ e considere uma sequéncia {vg}cn de fun-
¢des em CK(R™) convergindo para ¢ (onde o limite é considerado em X*). Como
toda func¢do continua definida em um intervalo fechado € absolutamente continua,
para cada {

fe : [0,1] — C, definida por fy(t) = v¢(x+t(y —x)),

¢ absolutamente continua. Afirmamos que os médulos das aplica¢des f; sdo uni-
formemente limitados.
De fato, para cada £, como vy converge para @ € XX, temos que v é limitada.
Escolhidos m € N, {otj}jen, {Bjljenycom0 <o < B <o <+ <oty < Pm <1
m

e tais que Z(Bj —0oy) < 8, entdo, para todo ¢, temos
j=1

D) ~fulo)l = > || sas
j=1 i=1 %
/
< Lm 74(s)Ids

A
N
L_ﬁ

Cc
I
)
=R
o
wn
~
N
N
_ﬁ
&
T 3
)
=
=
o,
wn
~__
N

(4.8)
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Além disso,
1 1
L If1(s)2ds = jr(y—x)~Vve(x+s(y—x))|2ds

0
P
va<x+sy >‘ ds.

[y—x|
< Iy—XIJ
0 ly—x|

Portanto, escrevendo () = {X +t = X‘,t € ]R} existe uma constante C > 0
satisfazendo

1
1 2
1
(J |fé(s)|2ds> < ly—x* |Vuilalli o
0

IN

1
Cly —xIZ Vol ppe—1 (gm)

A

1
Cly—x|2 Sl;p“l)e”xk(Rn), (4.9)

58



onde, na segunda passagem, foi utilizada a desigualdade (5.6) proveniente da de-
monstracdo do Teorema do Trago (ver Apéndice).
O

Proposicao 4.1.3. Seja f: R — R uma funcdo uniformemente continua. Se

(0.0)
lim J f(x)@ﬁdx existe, entdo lim f(x)=0.
R—o0 J_ x—+too

Demonstragdo. Suponhamos que 11)1;1 f(x) # 0. Logo, existiria € > 0 tal que
X o0

para todo A > 0, seria possivel encontrar x > A com |f(x)| > €. Mas, f é unifor-
memente continua e, portanto, existe 6 > 0,6 < 2, tal que |x —y| < & implica
[f(x) —f(y)| < 5. Assim, é possivel construir uma sequéncia {xn}nen tal que
Xn — 0o com [f(y)| > § quando [y —x,| < 8. Os termos da sequéncia podem
ser escolhidos de tal modo que cada intervalo (xn, — 0,xn, + 0) contenha apenas
um deles. Sem perda de generalidade, podemos assumir f(x,,) > 0. Seja

1 <0
e(x):{ P EE=
0, se x > 3,

entdo, usando a nota¢do anterior, como 8 € uma funcao nao crescente,

Y
0,  s(y)=06 ( >
Rk xnt (4.10)
Y
>0 =0, _
= (Xn—6> Xn 5(y)
€, portanto,
400 400
J f(y)8x,—s(y)dy —J f(y)exﬁg(y)dy‘
—00 —00
+o0o
|t [0, g0 -0 sl dy
—00
i d 4.11)
= [ ey
X8
n—2
de
2 7)
o0
o que contradiz nossa hipétese de existéncia do limite Rlim J f (x)@%dx.
—00 —00
Entdo, lim f(x)=0. H
Xx—Eoo
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Nosso objetivo agora é mostrar a Proposic¢do para @ € X*(R™), com
k > 5. Para isso assumiremos uma hipétese adicional a respeito da ndo linea-
ridade de f, além da seguinte notagdo: Sejam n =k € {1,2}. Suponhamos que
f € C*1(R,) e que, para algum pg > 0, tenhamos f(pg) =0 e f/(pg) < 0.

Definamos .

V(r):= —J f(t)dr.
Po

Se n = 1, assuma que {r,V(r) = 0} é discreto; se n = 2, assuma que V é
nio-negativa em R .

Temos, V(po) = 0,V'(pg) = —f(po) =0e V"(po) = —f'(po) > 0.

Dado 0 < &g < pg, € possivel encontrar 0 < C; < 1 < C; tais que

v//(pO) (r_po)z < V(T) < sz//(p())

2
Cq > < > (r—po)~. (4.12)

Nestas condic¢des, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2. Sejam n =k € {1,2}, ¢ € X*(R"),x — V(J@o(x)?) € L'(R") e
suponha que existam 0 < &1 < dg e A > 0 tais que x| > A impliquem na desigual-
dade ||@o(x)* — pol < 81. Se (T., T*) é o intervalo maximal de solucdo de (4.1)
entdo, a energia

E(u(t)) ::J VUG R + Vil OP)dx 4.13)

é finita e conservada para todo t € (T,, T*).

Demonstragdo. Consideremos a identidade aproximada pg < 1, com [py =1,
supp pg C B(O0, %) e p¢ > 0. Primeiramente daremos uma estimativa para

[po—lpe @(x)2|
dois casos:

com { suficientemente grande e |x| > A. Podemos considerar

Caso 1) se |pg* @(x)| > /po, entdo

o —lpe * @(x)1* < (v/Po + [ @1 ) (Ioe * @ (x)| — v/Po);

Caso 2) se |pg * @(x)| < /po, entdo

00— lpe* @ ()21 < (VPo + |9l L) (/Do — lpe  @(x)]).
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Para o primeiro caso, temos:

0<loexoixl—vBs < | px—y)lloly)l—voo)dy

4.14)
< | e—wliei-vadlay.
Ja no segundo caso, note que se [x| > A,
2 o - 2

> Po—901>0.

Seja oc:=+/po — 01, para cada x € R™, podemos escolher v € C tal que [v| =1
e ve(x) € iR. Dado qualquer y € R™, podemos decompor ¢(y), na R— base
{p(x),v} de C, com

TX)] @(x)

¢(y) =Relo(y)e 0P +Pu(e(y))v,

onde Py, (@(y)) € a proje¢do de @(y) sobre v. Com efeito, se Aj,A; € R sdo tais
que @(y) =A@ (x)+ Ayv entio,

e(yle(x) = Mo(x)e(x)+Ave(x)

= Mlex)PF+Avex),
e, pela escolha de vV, A} = Re((p(y)m)m.
Logo:
0 < Vpo—lpex@(x)
< VPo— Rnpe(x—y)cp(y)dy‘
< voo—|[ eilx—yIRelp)or1- 2 dy‘—] pelx—y)P(o(y))vdy
- Jrn o (x)[? Rn
[ —— @(x)
< Vpo— JRHp@(X_U)Re[‘P(U)‘p(XH,(p(x),z ‘

Procedendo como na Proposi¢ao [1.4.3] podemos escolher p € N e £y € N tais
. . 1_n
que [x—y| < ¢~ implica |o(x) — @ (y)l < Cx—y|" "% |Vell» < 5.

Como Relo(y) @ (x)] = ¢ (x)*+Rel(¢(y) — o (x)) @ (x)], temos, para £ > £
ey €B(x, ),

V

Re[o(y)o(x)] > lo(x)*—loy)—ox)lex)
2
> 00—51—%\/00—512062—%-
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Ou seja, Re[o(y)o(x)] > “7 Entdo, para { > {y,
0 < Vpo—Ilpex@(x)l

— 1
< \/%—JRnpe(x—yJRe[cp(y)cp(X)]|(p(x)|dy
- m—w(x)uldwj o yIRel(0(y) — o(x)p(ldy
< Vo= lell+ | px—yllo(y) —olxlidy. .16

Tomemos € > 0, como pg * @ i @, existe {; > {, tal que £ > {7 implica
H]pg * @2 —|@/? < 6o —87. Logo, sempre que |x| > A e { > {;, temos

log @(x)?
T =|pe* @(x)? em (4.12)) temos:

0 < V(pexo(x)P)
V//

p° e @ ()P —po (4.17)
Sejam B > A+1,(>{;,e con51dere 0 seguinte conjunto

—{XERn|X|>Be|pg*(p x)|—+/po > O}

i
— po‘ < dp. Portanto, para [x| > A e £ > {1, se tomamos

<C2

Se xa, denota a funcdo caracteristica do conjunto A,,, as desigualdades

m,@._f%be .I7) implicam
v//

| Vit omp) < 2

Rﬂ

v//
<C (VP +||(P||L°° X

(JRnpe(X ) lloly |—mdy) Xa,

(mﬂycpum)zj  Jour 0091 yoal” ax

>< J
Ix|>B

2
+ (B —lotall+ | putx—yllo(y) —o(xlidy ) (1-xn,,)

Entdo, podemos escrever

J V (Ipex o (x)?) <
Rn

V" (po) 2
o West el |

dx.

<G

| oetx=wlot)— e ey

2
+z||<p(x)|—¢m|2+zq pe(x—y)lw(y)—cp(X)ldy> ]dx. 4.18)

RT’L

62



Temos:

Jl |>BJ n PE(X—y)H(p(yN_\/%dedX

lo(y)I?—pol?
SJ J Pe(X—U)w—podydx
xI>B Jjy[>B—1 Po
< Ll et - polay
P Jyi=B—1
S WZ/WJ Vie()dx, (4.19)
‘U‘EB_T

J 21v/B5 — lo () |Pdx
[x|>B
< 2| leo-letPRax
[x|>B
4 2
< WWJX|>BV(I<P(X)I dx, (4.20)

e, para a terceira integral no segundo membro de (4.18) usaremos a Proposi¢do
Da continuidade absoluta da aplica¢do t — @(x +t(y —x)),t € [0,1], po-
demos escrever

1
|@mm—@un:J(y—mv@m+¢m—xnay

0

Dai, fazendo as mudangas de variaveis, y =ty +(1—t)x e x = X—?i, respec-
tivamente, temos:

ngs <J . pe(x—ylle(y) —(P(x)]dy>2dx

1
sj J Mwﬂm—wJWM+M—mﬁ@m
[x|>B JR™ 0
< 1[{[ J oo ) Y axat
= 02 0 |X‘ZB n ( t y n
<

® J; JX|>BJ _pe(x)Vo(y))dxdydt

= ”V}pz”Lz : 4.21)
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Tomando B suficientemente grande, podemos assumir que

C €
(\/_po+||¢>||oo)2C2U V(|(P|z)dy+2J V(!(p|2)dx] <5 @22
1P0 [Jpy|>B—1 Ix|>B
Escolhidos £; > {; tais que
V’ \Y
26,0 (it )21V M2 < € (4.23)

g 2

De volta a desigualdade @.18]), com o auxilio das desigualdades (4.19)), (4.20),
#@.21), (@.22) e (4.23)), temos:

J Vil(pe# @) () dx < e. (4.24)
[x|>B

Como pg*x @ — @ em L*°, podemos considerar B suficientemente grande e
assumir

J V(I(plz)dx <€ (4.25)
[x|>B
e, além disso, que existem {3 > {, tais que, para { > {3,
| [vtpes @)0R) v (l00P) [ ax < e
[x|<B
Evidentemente,
J n V(1o @) X)) =V (lp(x)) | dx =
= | Ve @))P) =V (o (R ax+
[x|<B

+J [V (Itpex @) ()12 =V (Jo(x)) | dx,
XI>B

donde, apds aplicar a desigualdade triangular langcando mao das desigualdades
(4.24) e (4.25) na dltima parcela, obtém-se, para { > {3,

[ v (toce 0109) ~V (190 ax < 3¢,

o0 que significa que V (I(pg * (p)(x)lz) —V (I(p(x)lz) em L'(R™M).
Seja £ € N. Consideremos ug(t) a solugdo de

i +Au+f(uf)u =0, xeRMteR,,
u(x,0) =0,
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e denotemos por (T, (£), T*(£)) seu intervalo maximal de existéncia. Da Proposi-
¢do[@.1.1]temos que, para t € (T.(£), T*(¢)), vale

J [IVug () + V([ (t)]*)] dx = J [IVoe* @l + V(lpex @l)] dx.  (4.26)
Considere T, < T; < T, < T*. Como vale a continuidade em relacdo ao dado

inicial @, existem K, > 0 tais que ||pg * @ — @||xx < & implica

T.O<Ti<Th<T{)e Hue—u(t)HXk <K Hpg *@Q— (pHXk ,te [T],Tz].

Em particular, como pg* @ — @ em X¥(R™), vale Vi (t) — Vu(t) em L2(R™)
e Vprx @ = pVe — Vo em L?(R™). Resta mostrar que V (|p¢* ¢|?) = V (lof?)
em L' (R™) o que faremos no que se segue.

Para o primeiro caso (n = 1), ja temos que V (Ipe * (p|2) e L'(R™), para £ > {3.
Tomando © como na Proposicao4.1.1|segue

o0

fim [V (loe 0x)F) 0 (x)dx = |V (lpe plx)P) Bof:2x)ax.

R—o0 | _ PN

(0.0
Além disso, Rlim J V (|ug(X,t)|2) Gg(x)dx existe para cada { € N e ndo de-
—00 —00
pende da escolha de 6. Portanto, V (Iug(x,t)lz) — 0 quando x — +o00, por conta
da Proposi¢ao#.1.3|acima.
Agora, {r;V(r) = 0} é, por hip6tese, um conjunto discreto e uy(t) é continua
e limitada na reta, logo existe 1. (t) € R tal que

V(ri(t) =0e lim [ue(x,t)* =& (t).

Fixados t € (T.(€),T*(£)) e h € R tais que t+h € (T, (£), T*({)) sejam x € R e
€ > 0. Temos da desigualdade triangular

‘ S (t+h) —ri ‘ ‘ (t+h) ug(x,t—kh)‘—i—lug(x,t—l—h)—ug(x,t)l

+uelx,t) =i (1))
(4.27)

Podemos escolher h suficientemente pequeno de modo que

€
[uen(t+h) —u(t)]| < 3

Isso é possivel ja que ug € C((T.(£), T*(£),X*)  C((T.(€), T*(£),L>). Podemos
ainda escolher |x| suficientemente grande de modo que

P (t+h) — e t+ )| < g e [ulx,t) —ri (1) < g
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{

Portanto, % € continua

i (t+h) —rft(t)‘ < €. Isso significa que a aplicag¢do v
assumindo valores em um conjunto discreto, isto significa que rft ¢ constante.

Para { > {3, temos Hlpg* (pIZ—IqJIZHLoo < 80— 587 e 11.(0) = po. Logo, para
todos £ > €3 et € (T,(£), T*(£)) temos

lim fug(x,t)[* = po.
x—+00

Sejam £ > {4 > {3, podemos afirmar
[P =] ., =
= || (we ) u(t)) - (ue(t) +u(t))||
< e (t) t (t)]] oo [luee(t) +u )IILoo
< e (t) = w(t)f oo (lue(t) —w(t)]peo +2[[ult) )

<Kllpex@—@llxx | Kllpex@—@|xc+2 sup Hu(t)HLoo)
te[Ty,To]
< 50251 )

Seja D > 0 e suponha |[ug, (x,t) —po| < 87 sempre que [x| > D. Nestas con-
digdes, para £ > {4, |x| > D, temos V (Jug(x,t)|) ndo negativa pois:
[ (%, )2 — po
< g (6, 1)1 — e, 1) 2] 4 [[w(x, 1) 2 — g, (x, 1)1+ [, (x, 1) 2 — pol
< 28081 4§ = 5.
Logo,
\ (|u€ (X) t) |2) dx

[x|>D

= J IV @l +V (Jpg * o)) dx

—0Q

—Jjo |Vug(x,t)|2dx—j |<DV(|U-2(X>’C)|2) dx.

Portanto, quando { — oo, da igualdade (4.26) segue que

J Vv (Iug(x,t)lz) dx converge para
Ix|>D

(e.°]

ro 1Ver+V (1of) x|

—00 —0o0

IVu(x,t)]2dx — J V (lulx, t)1?) dx,

Ix|<D

e a sequéncia {V (Iug(-, t) IZ) X{x|>D}e>t, € limitada em L'. Como wy(t) converge
para u(t), V (Iug(t)lz) converge para V (Iu(t)lz), V(Iu(t)lz) elle

Jv (u(t)]*) dx < 1ierg£fjv (lue(t)?) dx.
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Fazendo { — oo na equagao (4.26)) segue:

J V() P+ V()R] dx < J IVoP + V()] dx. 4.28)

n

Analogamente, tomando t < 0, é possivel mostrar que

[Ivursvinwp]ax= | [vePvieP]as @29
e, portanto, vale (4.2) no cason =1.

Para o caso n = 2, ja temos por hipétese V > 0. Além disso, para { > {3 a
aplicagio x —» V (Iug(x,t)Iz) estd em L' e, portanto, podemos repetir os mesmos
argumentos para verificar a validade de (4.2) neste segundo caso. ]

4.2 Boa Colocacao Global

Paran =1, as leis de conservacdo obtidas na se¢@o anterior implicam a boa exis-
téncia global para uma solucdo de no espaco X' (R), conforme o seguinte
resultado em [Gal].

T

Teorema 4.2.1. Sejamn =k = 1. Suponha f € C*¥t1, py >0, V(r) = —J f(t)dt
Po
e @ € X' (R) nas mesmas condigoes do Teorema Se, para algum C > 0,

tem-se V(1) > C(po —T)z, entdou € Cy (IR,X1 (]R)).

Demonstragdo. Considere (T,,T*) o intervalo maximal de existéncia da solugao
u de (I). Definamos a energia em t = 0 por

Bo= | [0uplo)P+ Vilp(x)P)] dx.
R
O Teorema garante que a energia € conservada para t € (T,,T*). Do
Teorema e da Observagao temos que, se T* € finito, entdo

lu(t)||x1 — oo quando t — T* ou t — T, Como V >0, da conservagio de energia
segue que, para todo t,

Eo= jR [oulx, D+ V(iulx, )] dx,

e, portanto, J 9 u(x,t)[?dx < Ey. Portanto, para mostrar que [u(t)||x1 nio
R

tende a co em um tempo finito, é suficiente mostrar que ||u(t)||;~ ndo tende a
oo em tempo finito.
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Do teorema do mergulho de Sobolev temos H' (R) € L>°(R), e, portanto,
[w()fe < oo+ | ult) 2 oo .,
< po+C | [ult)?—pol,,, (4.30)

< o Cy a0 = po| + o (e — po) [

De 1b e da hipédtese V(1) > C(po —r)z, segue

lult) 2 < po+C\/Eo+4Hu(t)H%oo | towutor ax

< po+ Cy/Eo+2C [u(t)]| ~ v/Eo.

Portanto, ||u(t)]|{~ ndo pode tender a co em tempo finito, o que implica que a
solucdo u estd definida para todo t € R. Isto, juntamente com o que foi mostrado
no capitulo 3, significa que o problema ({1} tem boa colocagdo global. Além disso,
[w(t)||;c € limitada em R e, logo, (w(t))er € limitada em X' (R). O

(4.31)

4.3 Algumas Aplicacoes

Exemplo 4.3.1 (A Equagao de Gross-Pitaevskii). Sejan =1 oun =2 e tomemos
f(lu?) =1—ul? em 1) isto é, consideremos

i+ Au+ (1—|ul) u=0. (4.32)

Entdo, fazendo r = [ul?, temos f(1) =0,f'(1) =—T e

Portanto, estdo garantidas as hipdteses do Teorema e a energia é con-
servada.

O Exemplo [4.3.1é um caso particular da equagio de decaimento ctibico, ob-
tida ao considerar f(|ul?) = py — [ul? em . Mais geralmente, temos:

Exemplo 4.3.2. Sejam o« >0, p > % sen=1ep>1, se n=2 Tomemos em
, f(lul?) = « (pg — |u|2p) , isto é, consideremos

i+ Au+ o (pf — [ulP) u=0. (4.33)
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Fazendo, como no Exemplo T = [u? observamos que, paran =1, a
Sfungdo f(r) =« (pg —rp) 0 é diferencidvel na origem quandop =1 oup > 2;e
paran =2, f 56 é diferencidvel se p =1, p =2 ou p > 3. Portanto, a hipotese
f € C*1(Ry) nos é negada.

Entretanto, a aplicacdo

F: XMR™M — XMRM)
u — fu?)u

é de classe C', o que é suficiente para a conclusdo do Teorema nos demais
casos.

No cason=1ep > 1, temos

V(r) = apf(po—1)+ —— (P —pf ™)

]:Jr_lr o (4.34)
> aph ' (po—T) 02 = g (po—T1)%,

satisfazendo assim a hipdtese do Teorema[d.2.1] Portanto, neste caso, o problema
tem boa colocagdo global.
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Apéndice A
Mudanca de Coordenadas

Definicao A.0.1. Seja QO um subconjunto aberto de R™. Uma aplicacdo h :— R"
€ uma mudanga de coordenadas em () quando h é um difeormofismo em Q); isto

2

é:

(i) he C'(Q);

(ii) h é injetiva;

(iii) a derivada de h ¢ injetiva ou, equivalentemente, detDg(x) # 0, para todo
x € Q.

Exemplos e aplica¢des de mudancas de coordenadas podem ser encontradas
em bons livros de Calculo Diferencial e Integral. Dedicamos esta secdo a apre-
sentacdo da mudanga de coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas que
utilizamos exaustivamenste no decorrer do texto.

Seja f: R™ — R™ uma aplicagao integravel. Dado x € R™, sempre podemos
escrever x = pv, onde p € Rev € S* !, isto §, |[v|| = 1. Assim, considerando p
fixado na reta temos dx = p“_] dv e, portanto,

J fx)dx= J:o <ng f(pv)p™! dv> dp.
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Apéndice B
Teorema do Traco

Trascrevemos abaixo algumas consideragdes, encontradas em [ABI], a respeito

do traco de uma aplicacao.

Seja (O um subconjunto aberto de R™ e considere a aplicacdo f: Q — R. O
tragco de f € a sua restri¢do ao bordo de (), quando € possivel defini=la; isto €,

traco(f) = fln.

Dados 0 < k < nem N, podemos decompor R™ =R ¥ x R¥. Se ¢ € CO(R™),

entdo a aplicacdo restri¢ao
R:COR™) — CO(R™Y)
¢ definida por
R (X) = (x,0), vx e R"

(aqui O representa a origem de R¥).
Teorema B.0.1. Sejam 0 < k < n em N. Entdo, é possivel extender a aplicacdo
R a uma aplicagao linear limitada de H3(R™) em Hs—3 (R™%), desde que s > ]7‘
Demonstracdo. Seja u € H*(R™). Temos que o espago de Schwartz é denso em

HS ¢ HS—3 (obseve que H¥ C HS*%).Podemos considerar, portanto, u € .%(R™)
e, neste espaco, a aplicacdo R estd bem definida. Considere v = Ru € .7 (R"¥),
Da transformada de Fourier segue, paray € R" ¥, a expressio

n—k

vy) =207 | s,
Rn—k
Fazendo & = (1,) € R™ % x R, segue

Wy) = u(y,O)z(zm—?J AL
_n—k

= ] fend | amoacan
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Multiplicando o integrando por (1412 +|Z[2)2 (1+ M2 +¢/?)~Z e aplicando
a desigualdade de Holder, obtemos:

P < (zm—kj

OO+ P PP (1R +1CR) e

Rk

Como J (1+mMP?+1¢/*)~°dc é finita para s > % Portanto, existe uma cons-
k

R
tante C > O tal que
_k
B0R (1+P)* 2 < 2 [ fan, OF (1-+ P+ 127)"dc.

Integrando em relacdo a varidvel | segue:

||v||HS_%(R“*k) < Cllullps mny s (B.1)

o que significa que R é um operador linear limitado sobre Hs—3 (R™K). [
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Apéndice C
Alguns Resultados Adicionais

Aqui listamos alguns resultados adicionais utilizados neste trabalho. Assu-
miremos aqui os conceitos de conjunto mensuravel e funcdo mensurdvel como
conhecidos (na notacdo do Capitulo 1, podemos considerar as fungdes f € LP.)
Para detalhes consultar [[ABI].

1. O Teorema da Convergéncia Monotona de Lebesgue.

Teorema C.0.2. Se {f, }nen € uma sequéncia de fungcoes mensurdveis satis-
fazendo, para quase todo x € ), a condi¢do
0 Sﬁ(x) < fZ(X) < Sﬂt—](X) an(x) <eeey

entdao

lim J fo(x)dx = J (hm fn(x)) dx. (C.1)

2. O Lema de Fatou

Teorema C.0.3. Seja {fn hen uma sequéncia de fungoes mensurdveis, ndo
negativas. Entdo,

J (lim fn(x))dxgliminfj £ (x) dx. (C.2)
Ie) n—oo

n—oo
Q
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3. O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema C.0.4. Seja {f, }nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis e su-
ponha que cada uma delas converge pontualmente, para quase todo x € Q).
Se existe uma funcdo mensurdvel g tal que, para quase todo x € (),

Ifa(x)] <lg(x)l,¥n € N
entdo,

n1i_>m J fn(x)dx:J (lim fn(x)) dx. (C.3)
o0 Ie) fo) n—oo

4. O Teorema de Fubini

Teorema C.0.5. Seja f uma fungdo mensurdvel em R™™, Entdo,
J f(x,y)dxdy :J <J f(x,y)dx) dy :J (J f(x,y)dy> dx.
Rn+m m n n m
(C4)

5. A Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

Teorema C.0.6. Sejam d,r € [1,4+00) e j,m € Ny tais que 0 <j < m.
Entdo, para todo © € L, 1], existe uma contante C = C(j,m,q,1,0) que
depende de j,m, q,71, e O tal que

ufy<C > [@ullfq fulli°. (C.5)

yl<m<|of<k
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