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Resumo

O fato de que o problema de Neumann possui solugcdo tnica quando estudo em
adequados espacos de Holder, nos permite resolver problemas elipticos até agora
tratados com dados iniciais infinitamente diferencidveis. De posse da existéncia e
da unicidade da solucido do problema de Neumann, encontra-se uma funcdo que
se anula na fronteira do conjunto onde esta fun¢do esta definida e cujo divergente
é igual a uma funcdo dada. Esta dltima afirmacdo nos permite determinar um
difeomorfismo que preserva a fronteira e tal que o determinante da diferencial é

igual a uma fungao inicial.

A partir dai, dados um dominio limitado do espaco euclidiano de dimensao n e
duas n-formas tais que suas fung¢des coeficientes sao positivas, entdo, sob algumas
hipdteses de regularidade, existe um difeomorfismo definido nesse dominio tal que
o pull-back de uma das formas por esse difeomorfismo é proporcional a segunda
forma. A constante de proporcionalidade vem dada pelo quociente das integrais

das formas, calculadas em todo o dominio.

O resultado acima pode ser escrito em uma forma mais analitica. Apds
essa reformulacdo, verifica-se que o mesmo é uma consequéncia do resultdo
descrito a seguir. Dados um dominio limitado e uma fung¢do positiva definida
no fecho deste de forma tal que a integral da mesma neste dominio seja igual

ao volume do mesmo, entdo, adicionando algumas hipdteses de regularidade,



existe um difeomorfismo tal que, para todo ponto do interior do conjunto, o
determinante da derivada desse difeomorfismo € igual a funcdo dada. Além

disso, esse difeomorfismo preserva pontualmente a fronteira do conjunto.

Como conseqliéncia podemos construir difeomorfismos que preservam volume

com valor de fronteira dado.

Palavras-chave: Analise Funcional e Equacdes Elipticas.



Introducao

Sejam € um dominio (aberto e conexo) limitado de R" e v ¢ § duas n-formas,

com f,g > 0 em §. Neste trabalho provaremos que, com certas hipdteses
de regularidade sob €, f e g, existe um difeomorfismo ¢ : Q — Q, deixando

invariante pontualmente a fronteira 02 do conjunto €2 e tal que

B =M,
onde A = ([ B)/([7) e ¢ denota o pull-back da forma 3 pelo difeo-
morfismo .

De forma mais precisa, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Sejam k > 0 um inteiro, 0 < a < 1 e Q tal que sua fronteira
O possui reqularidade C**3. Se f g € C**(Q) sdo estritamente positi-
vas em ), entdo existe um difeomorfismo ¢ € Dif*1*(Q) satisfazendo o

sequinte problema de fronteira

g(p(z))det Vp(z) = Af(x), sex €,

o(z) ==z, se x € 0f2.



Acima, C**(Q) denota o cldssico espago de Hélder e Dif**(Q) denota o
conjunto dos difeomorfismos (homeomorfismos, se k = 0) ¢ : Q — Q tais

que @, 7' € CP(Q,R").

O Teorema 0.1 foi estabelecido por Dacorogna e Moser (ver [4]) e é uma
versao mais forte de resultados conhecidos. Por exemplo, resultados simi-
lares foram demonstrados por Moser (ver [10]) para formas de volume em
uma variedade suave, compacta e sem bordo e por Banyaga (ver [3]) para

variedades com bordo, no caso C'™°.

Uma aplicacao do Teorema 0.1 é a possibilidade de construir difeomorfis-
mos que preservam volume com valor de fronteira dado, em outras palavras,
se Q) é como nas hipéteses do Teorema 0.1 e ¥y € Dif*+1(Q), entdo existe
Y € Dif*+he(Q) tal que

det Vip(z) =1, sex € Q,
(2)
U(x) =o(z), sex € 0.
Para ver isso basta usar o Teorema 0.1 com g = 1 e f = det Vi, '; daf
A =1 e podemos achar ¢ satisfazendo (1). Encontramos uma solucao para
a equagao (2) definindo 1 = ¢ o .

Este tipo de problema tem um papel importante na construcao de trans-
formacoes que preservam volume com Orbitas periddicas e transformacoes
ergddicas pré-escritas, como se pode ver nos trabalhos de Alpern [1] e Anosov-
Katok [2].

A monografia aqui presente estd estruturada do seguinte modo. No
Capitulo 1 definimos concretamente os Espacos de Hélder, os quais serao
nosso ambiente de trabalho, e provaremos algumas de suas propriedades fun-
damentais. O Capitulo 2 serd dedicado ao estudo do problema de Dirichlet

nos espacos de Holder.



Os resultados obtidos neste capitulo combinados com os de Anélise Fun-
cional, apresentados no Capitulo 3, serao fundamentais no Capitulo 4, onde
se generalizam algumas das propriedades estabelecidas para o problema de
Dirichlet e, além disso, se garante a existéncia de solugoes para o problema
de Neumann, fazendo-se uso do “Método Continuo” para operadores lineares

e de um cldssico teorema conhecido como “Alternativa de Fredholm”.

Por 1ltimo, no Capitulo 5, mostraremos que se / f(x)dx = Vol, onde

Q _
e f sdo como no Teorema 0.1, entdo existe u € Dif*1(Q) tal que
det Vu(z) = f(x), sex €,
u(z) =z, se x € 09.

Este trabalho foi baseado no artigo On a partial differential equation
involving the Jacobian determinant, Ann. Inst. Henri Poincaré. Vol7, n°1,

1990, p. 1-26.
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Capitulo 1

Espacos de Holder

Neste capitulo definimos com precisao os espacos de Holder, os quais sao

subespagos do espaco vetorial
C*(Q) = {f:QCR" > R™ DPf é continua em (, para || < k},
com as seguintes notacoes:

L4 6:(617627"' 7ﬁn)7
o |Bl=01+ G+ + By,
« DP=DfoDjto- oDl =0f 00000

Apresentamos algumas das propriedades fundamentais destes espacos, dando
especial atengdo a sua completude com relacao a norma ||, ., definida mais

abaixo.

Definicao 1.1. Sejam Q CR", f: Q —=R™, 20 € Q e 0 < a < 1. Dizemos

que f € Holder continua com expoente o em xq se

|f(x) = f(xo)]
Moo = 20 T <

10



e que f € uniformemente Holder continua com expoente o em ) se

[f]a,Q _ 3126% |f(|‘,§:)__y~};£y)| < oo,

Além disso, f € dita localmente Holder continua com expoente o em §) se for
uniformemente continua Holder com expoente o em subconjuntos compactos

de €.

Observacgao 1.1. Notemos que para o = 1 a nog¢dao de uniformemente Holder

continua coincide com a definicao de funcao Lipschitziana.

Definigao 1.2 (Espacgos de Hélder). Sejam Q@ C R™ um aberto e k um in-
teiro ndo negativo. O espaco de Hélder, denotado por C*(Q) (C”W(Q)), €
definido como o subespaco de C*(Q) (C’“(Q)) consistindo das funcoes que pos-
suem derivadas parciais de ordem k uniformemente Hélder continuas (local-
mente Holder continua) com expoente o em Q (em subconjuntos compactos de €).

Por simplicidade, quando 0 < a < 1, escrevemos
CO Q) =CQ) e C"(Q)=C*N).
Além disso, faremos uso das sequintes notagoes
CHQ)=CckQ) e CHQ)=CHQ).

Exemplo 1.1. Seja B C R™ uma bola. Se u € C®(B), entdo u € C**(B)

para todo interro k>0 el <a<1

Demonstragao. Com efeito, se |3| = k e x # y, pela Desigualdade do Valor
Médio, temos que

| DPu(z) — DPu(y)| <y |D; DPu()| |z — y]

\x—y\a T 1<i<n \x—y\a
£€lz,y]

portanto [DPul, o < o0o. O

11



No espaco C**(Q) definimos as seguintes seminormas:

[u]k00 = [D"ulog := sup sup |Dul,
|Bl=k £
(1.1)
(U] a0 = [Dku]a,g = |Sl|1p [D*Bu]%g,
8|=k

e a partir dessas seminormas, definimos as normas

k k
luler@) = lulke ==Y [uljon =Y [Dulog,
j=0 j=0 (1.2)
ulora@ = lultae = [ulko + [Ukao = lulka + [DFulaq.

Se 2 é limitado e denotamos por d = diam(£2) o didametro do conjunto €2,

é conveniente definir as normas a seguir:

k k
‘u|bk(ﬂ) = lulj o == Zd] [u]j0.0 = Zd”\D’ub,Q
=0 j=0 (1.3)
‘u|70k7a(ﬁ) = |U|}w,ﬂ = luljq + A" [u) a0 = |U|kQ + d* [ DMl

Provaremos agora a completude do espaco (C’k’o‘(Q), |- |ka)

Teorema 1.1. O espago (C**(Q), | |ra) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja {u, >, C C**(Q) talque lim |u, — /|, , = 0. Com

m,n— 00

isso,

Dﬁ n — Ym _D'B n — Ym
Uy, — U |, + SUP sup‘ (ttn = um) () (= 14m) () — 0. (1.4)

181=k 27y |z —y[®
Como o espago C*(€Q) é completo, existe u € C*(Q) tal que |u, — ul, — 0.
Dai, para mostrar que |u,, — ul, , — 0, basta mostrar que

| DA (u,, — u)(x) — D (u,, — u)(y)]
sup sup a
|Bl=k oy [z =yl

— 0.

12



Primeiro observe que, dado € > 0, existe ng(¢) € N tal que n > ng implica

sup sup |Dﬁun(x) — Dﬁu(:v)‘ = sup sup ‘Dﬁ(un — u)(a:)’ < €,
[BI<k 1BI<k

pois |u, — ul, — 0.

Assim, para cada indice [ tal que |3| < k e para todo x € €, temos
|Dﬁun(:p) — Dﬁu(x)‘ < €.

Portanto, para cada indice 3, lim D’u,(x) = D"u(x), onde o limite é uni-
n—oo
forme. Finalmente, de (1.4) temos que existe n;(e) € N tal que para todos

m,n > ny vale que

| D5 (uy, = ) (x) = D5y, — u,) (y)]

sup sup — < €,
1B]=k xy |z —y|
logo
. |Dﬁ<un — U ) (7) — Dﬁ(“ﬂ - Um)(y)\
lim sup sup ~ <e.
M=o | 5|k -y |z =y

De onde se segue que

lim D% (up — tp)(2) — lim D (u, — ) (y)

m—0o0 m—o0 ‘

sup sup =
181=h wy |z =y
| D% (up = u)(2) = D% (uy — u)(y)]
= sup sup 5 <e
1Bl=k ay |z =y

Com isso, temos

) D1, = u)(z) = D, = w)(w)
im sup sup

_ = 0.
m—00 5=k 2ty |z —y

13



Portanto, dado € > 0 existe ns(e) € N tal que, para todo n > ns, temos
lu, — u|k7a < e.

Usando a desigualdade triangular, obtemos |ul, , < € + |y, . Y7 > no.
Logo

Hm |uy — ul,, =0eue C™(Q).

n—oo

Observacao 1.2. Neste trabalho estaremos interessados somente em dominios
Q onde ¢ vdlida a relagio de inclusio C**'(Q) C C**(Q) sempre que
k+a < K +a. Por exemplo, em conjuntos convexos, pela Desigualdade

do Valor Médio, esta propriedade € sempre satisfeita.

Definigao 1.3. Um dominio limitado Q2 C R™ € dito de classe C** (ou com
fronteira C**), 0 < o« < 1, se para cada ponto xy € O existem uma bola

B = B(xg,7) e uma aplicagao bijetiva ¢ : B — D C R™ tal que:
(1) $(BNQ) CRY;
(ii) (BN oY) C ORY;

(iii) 1 € C**(B) e y~' € C**(D).

Dizemos que §) tem uma particao de fronteira T C 0 de classe C** se em
cada ponto xg € T, existe uma bola B = B(xg,1) em que as condi¢oes acima
sao satisfeitas e tal que BN O C T. Além disso, uma funcao ¢ definida em

T ¢é dita de classe C*%(T) se, para cada ponto de T, tem-se
poy~ e CH(DNARY).

14



A seguir enunciamos uma desigualdade de interpolagao e um resultado
de extensao para fungoes p € C**(9Q). Tais resultados serao fundamentais

a partir do Capitulo 4.

Proposicao 1.1. Suponha j + 5 < k + «, com o, € [0,1] e j, k inteiros
ndo negativos. Seja Q € C** um dominio em R™ e assuma que u € C** ().

Entao, para € > 0 e alguma constante C' = C(e, k, j), temos
ul; 50 < Clulgg +€lulyaq- (1.5)

Proposicao 1.2. Sejam 2 um dominio de classe C** emR", k> 1, e Q) um
aberto contendo Q. Se ¢ € CH*(dQ), entdo existe uma fungio ® € CE*(Y)

tal que Ploq = ¢.

Para ver os detalhes das demonstragoes das proposicoes 1.1 e 1.2 referimos

ao leitor o Capitulo 6 de [6].

15



Capitulo 2

O Problema de Dirichlet nos

Espacos de Holder

Neste capitulo estudaremos o problema classico de Dirichlet em um dominio
Q) considerando o potencial Newtoniano nos espacos de Holder. De maneira
mais precisa, faremos estimativas para o potencial Newtoniano w de uma
funcao f, isto é,

wi@) = [ T =) swdy
onde T" denota a fungao de Green para a equagao de Laplace (Au = 0), ou

seja,
1
[(z) = n(2 —n)w,

1
—1 =2
-~ log Jal. n=2,

|z[*7™" n >3,

com w, = Area(S"1).
Os resultados que apresentaremos serao fundamentais no Capitulo 4, onde
abordaremos o problema de Newmann.

Comecamos demonstrando os seguintes resultados cléssicos de regulari-

dade.

16



Lema 2.1. Sejam f uma fungdo limitada e integrdvel em §2 e w seu potencial

Newtoniano. Entao w € C1(Q) e, além disso,

Duoa) = [ DX =) )y, i =1, 2.)
para todo x € €.
Demonstracao. Defina v(x) := /QDiI‘(x — 1) f(y)dy. Vamos provar que v =

D;w. Para verificar isto, definimos a funcao auxiliar € C'(R) de forma tal
que 0<n<1,0<ny<2e
0, parat <1,
n(t) =
1, parat > 2.
Além disso, usaremos a seguinte notacao: 7(t) = n(%).
Para € > 0, definimos w(z) := / D(x—y)n(|z—yl|)f(y)dy e observamos
Q
que w, € C1(Q) e
o)~ Do) = [ DAy P =)} Sy
r—y|<2e

Dessa forma, temos que

[v(z) = Diwe(z)

IN

2
swlfl [ (1t 2ir) dy

lz—y|<2e
2ne
< suplf| n—2
4e(1 + |log 2¢l), sen = 2.

sen > 2

Conseqilientemente, em subconjuntos compactos de R", temos que

limw., = w e lim Dyw, = v,

e—0 e—0

onde os limites sao uniformes.

Portanto w € C'(R") e D;w = v.

17



Lema 2.2. Sejam f limitada e localmente Hélder continua (com expoente
a<1)em§Q ew o potencial Newtoniano de f. Entao w € C*(Q), Aw = f
e, para todo x € €2, temos
Diw(x) = [ Dil'(x—y)(f(y) — f(z))dy (2.2)
Qo

- f(x) DZF(:E - y)yj<y>d8y; i,j:],' <N
Qo

Acima Qg € um dominio que contém ) no qual vale o Teorema da divergéncia

e f € extendida a 2y, sendo nula no exterior de §2.

Demonstracao. Defina

ue) = [ DyTle = p)(f) = Sy~ (@) [ DI~ s,
Qo 090
Se v = Diw e v (x) = /Difnef(y)dy, entdo, para € suficientemente
Q

pequeno, temos

Dyui(r) = / Dy(D,Tn) f (y)dy

= | Di(DiI'm)(f(y) = f(x))dy

Qo

+  f(z) g D;(D;T'n)dy

= | Di(DiI'n)(f(y) = f(x))dy

Qo

— f(z) D,T'v;(y)ds,.
Qo

Com isso, segue-se que

u(z) = Djve(z)| =

/x—y|<2e Di{(1 —n)D;I'}(f(y) — f(I))dy‘
< [flas /|x_y|<2€ (IDz-jFI + % ]DZ»F|) lz — y|* dy
< (2 44) ), 20"

18



Conseqiientemente, quando € — 0, temos que D;v.(x) converge uniforme-
mente a u em subconjuntos compactos de 2. E, como em €2 v, converge
uniformemente a v = D;w, concluimos que w € C*(Q) e u = D;;w. Final-

mente, tomando ) = Bgr(z) em (2.2), concluimos que

1
Aw(z) = Wf(:v) /|z_yR vi(y)vi(y)ds, = f(z).
Isso completa a prova do Lema 2.2. O

Lema 2.3. Sejam By, = Bgr(xg), By = Bar(xg) bolas concéntricas de R™.
Suponha que f € C*(By), 0 < a < 1, e seja w o potencial Newtoniano de f
em By. Entio w € C**(B,) e

[D*0]g 05, < C 1 o (2.3)
onde C = C(n, ).

Demonstragao. Pela férmula (2.2), para todo = € By, temos que

Dijw(z) = ; DIz —y)(f(y) — f(2))dy — f(x) . DiI'(z — y)v;(y)dsy.
Com isso,
|Djjw(z)] < |f(x)|R1”/ ds, + os e —y|" "dy  (2.4)
Wwn, dBa Wn  JB,

IN

21| f(2)] + 2(33)"‘ [flaz
< Gi(lf@)]+ B [fly.)
onde Cy = C4(n, ).

1
Seja T um outro ponto de B;. Escrevendo § = |z —T| e £ = §(x —7),

temos a seguinte relacao:

Dijw(T) — Dijw(z) = f(z) L1+ (f(x) = f(@) Lo+ L3+ L+ (f(z) — f(T)) L5+ L,
(2.5)

19



onde as integrais /;, com j € {1,---,6}, sao dadas por:

L - /63 (DL (x — y) — DIL(T — y))v;(y)ds,.

I, = DT — y))v;(y)ds,,
0B

Iy = . Dyl'(z —y)(f(x) — f(y))dy,

5(8)

I = Dyl'(@ —y)(f(y) — f(T))dy,
Bse)

]5 — l)ij11< — )Ci y
/32—36(@ o

o= [ (Dl -y) - DT =)@ - )i
Ba—Bs(g)
Tais integrais podem ser estimadas da seguinte forma:

L < |z — 17| |DD,T'(z" — y)| ds, (para algum ponto z’ entre x e T)
0By

n?2" ! |x — 7|

p
5 o
n?2n—e (;) (pois § = |z — Z| < 2p).

IN

(pois |2 — y| > p para y € IBy)

IN

1
Ll < L /m ds, = 21,
2

Wy,
L < / DT (e — )| (@) — F(y)] dy
(&)

L, / " dy
Wn Bssa(x)

- 2(3) U

IN

20



36\
o< 2(%) U

o= | DI gmds,
8(BQ—B5(§))
< DIz — y)vi(y)ds,| + / DIz — y)v;(y)ds,
0B2 0B5(8)
1 1-n
< vl (é) / ds, = 2"
nwn \ 2 0Bs(€)
| < |z—z| |IDDI' (2" —y)| | f(Z) — f(y)|dy (2’ entre z e T)
Ba=Bs )
f@) - fly

< ¢ |()—ngrlﬂdy, (c=n(n+5)/wy)

w—els |2 =yl
< lfl,. vy,

y—&l>s |27 — |

3 «
< o3) 2ol [ le-u e

2 " Jly-elzs
< @ g (3 a(SO‘ flas (' =n*(n+5))
- 1-a 2 T ’

Usando as estimativas realizadas acima para I;, j € {1,2,---,6}, de

(2.5) podemos concluir que

| Dijw(z) — Dijw(x)| < Colp™* [f(@)] + [flo0 + [flag) e =2 (26)
onde 5 é uma constante dependendo somente de n e de a.

A estimativa (2.3) segue diretamente combinando (2.4) e (2.6). O

Observacao 2.1. Sejam §2; e Q5 dominios tais que 21 C By, {23 D By e
f € C%Qy). Sew ¢ o potencial Newtoniano de f em Qq, entio o Lema 2.3

vale para 2y e Q9 no lugar de By e By, respectivamente.

Teorema 2.1. Sejam Q um dominio de R, u € C*(Q) e f € C%(Q) tais

que Au = f em Q. Entio u € C*>*(Q) e, para quaisquer bolas concéntricas
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By = Bg(xg), By = Bagr(xg) CC 2, temos que

(.05, < Cllulo s, + B*[fly0.5): (2.7)
onde C' = C(n, ).

Demonstracao. Consideremos primeiro o caso em que a dimensao é maior que
2 (n > 2). Pelo Lema 2.2, para € By, podemos escrever u(z) = v(x)+w(x),
onde v é harmonica em By e w é o potencial Newtoniano de f em B;. Por

outro lado, pelos Lemas 2.1 e 2.3 temos que

R|Dw|o g, + R*|D*wl , p, < R*|f

0,a,B9

R|Dvlo s, + B|D*l;y o g, < Clulos, + B[ flo.,),

onde a tltima desigualdade segue-se de v = u — w. A estimativa (2.7) segue
diretamente combinando as estimativas obtidas acima para v e w.
Para n = 2, escrevemos u(xy, T2, xr3) = u(xy,z3) e consideramos u como

solucao da equagio de Poisson na bola de R? (Método da Descida de Hada-
mard). O

Definicao 2.1. Seja Q2 um subconjunto proprio de R™. Se x,y € €, sejam
d, = dist(z,00Q) e d,, = min(d,,d,). Para v € C**(Q), definimos as
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sequintes quantidades:

[U]Z,O,Q = [u ]kQ = Sgg d; ‘Dﬁ k=013
8=k
k
WZQ = ’u‘k,O,Q :Z[u]jﬂﬂ
j=0
DBu(z) — DPu
Wy = sup dﬁil}“‘ (2) ~ DPuly) 0<ac<l
R
* o * * .
|u|kaQ = |U|k9+ [U]k,a,m

|f|0aQ = Supdk|f( )| + Sup koraW'

Nesta notacao temos que
[U]SQ = ’“BQ = ’“‘0,9-

Note que |ul; ¢ € |ul} , o S&0 normas dos espagos C*(Q) e C*(Q), respec-
tivamente. Da definicao acima decorre a propriedade seguinte, a qual serd

utilizada no Capitulo 4.

Proposicao 2.1. Suponha j+3 < k+«, onde j,k =0,1,2,--- e0 <, 3 <
1. Seja Q um aberto de R™ e assuma que u € C**(Q). Entdo, para ¢ > 0 e

alguma constante C' = C(e, k, j), temos

[ul; 50 < Clulgg+elulqq

‘u|j,6,Q <C |U|o,Q t€ [u]kaQ

Demonstragao. Veja o capitulo 6 de [6]. O

Teorema 2.2. Sejam Q C R™ um aberto, u € C*(Q) e f € C¥(NQ) tais que
Au = f em Q. Entao

|u|2aQ (|U|OQ + |f‘0aQ) (2.9)
onde C' = C(n, ).
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Demonstragao. Se |ul,q = 0o ou |f|(()2iQ = 00, entao a desigualdade (2.9) é
1
trivial. Caso contrério, para x € ), R = §dm’ By = Bg(z) e By = Bag(x),

temos que

d, |Du(z)| +d | D*u(z)| < (3R)|Dulyp, + (3R)*|D%ul
< (]u\07B2 + R? \f\b7a,32), por (2.7)
< Clulyg + | fliag):
Com isso, obtemos
[uls 0 < Cllulyq + 1 £la0)- (2.10)

Para estimar [ul], , o, sejam z,y € (2 tais que d, < d,. Entao

|D*u(z) — D*u(y)]
|z —y|*

2+«
d‘r7y

S (3R>2+a [D2u]a

,B1

3*(3R)%( ‘ D?u(x) | + ‘D2u(y) |)

IN +

C(Wo,Bg + R’ ’f|6,a,32> + 6 M;Q g por (2.7)

2
Cllulyg + If1500),  por (2.10).

IN

[]

No seguinte teorema, R’} denotara o conjunto x, > 0, T o hiperplano
z, =0, By = Bg(zo) e By = Bag(x¢) bolas concéntricas de R", com zy € R},

Bf = BINR" ¢ Bf = ByNR".

Teorema 2.3. Sejam f € CQ(EJ) e w o potencial Newtoniano de f em By .

Entao w € C’k’a(Ef) e

| D*wl < Clf|

b b
0,0,B — O,a,B;’

com C = C(n,q).
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Demonstracao. Suponha que By intercepta T, pois caso contrario o resultado
segue como no Lema 2.3. Observe que a representagao (2.2) vale para D;;w

com Q= By . Se i # n ou j # n, entdo

D,I'(x — y)vi(y)ds, = D;I'(z — y)vi(y)ds, =0,
aBF aBF

pois v; = 0 ou v; = 0.

Estimamos D;jw (i ou i # 0) exatamente como no Lema 2.3, colocando
By mno lugar de By, Bs(§) N By no lugar de B;s(¢) e By — T no lugar de
0B;. Para estimar D, usamos a equacao Aw = f e as estimativas feitas

para Dy,w, para k=1,--- n— 1. O
Teorema 2.4. Sejam u € C2(Bf)NC°(By) e f € C*(By) tais que

Au(z) = f(x), x€Q
u(z) =0, zel.

Entao u € CQ’O‘(FT) e
|u|727a,B;L < C(|U|O,B; + |f|67a73;)7 (2.11)
onde C' = C(n, ).

Demonstragao. Sejam x* = (xq1,- -+ ,x,_1),2" = (27, —x,,) e defina

(2, z,), se x, >0

f (v, —z,), sex, <O0.

Pelo Teorema 2.1, podemos assumir que By intercepta T. Sejam By, = {z €

R;2* € By} e D =By UB; U(ByNT). Entao

fre (D) e |floun < 2fL g
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Defina agora
ww) = [ M=) =16 — )y
BQ
— [ P 9) =T~y )r )y
By
Com isso, temos que w(2>,0) =0 e Aw = f em B;. Note que

[ Ire =)y = [ 0 - nr wi

By

donde obtemos que

wiw) =2 [ Ty = [ D=5y

Definindo w*(x) = / D(x —y) f*(y)dy, segue-se que
D
|D2w|b,a,31+ < Olf*fpap <20 < |f‘b,a,32+'

Combinando esta ultima desigualdade com o Lema 2.3, temos que

|D2w|67a731~‘ S |f|£),o¢,B;_' (212)

Por fim, seja v = u —w. Entao Av =0em By e v =0 em 7. Por reflexio, v
pode ser extendida a uma funcao harmonica em B, e, portanto, a estimativa

(2.11) segue da estimativa interior para fungdes harmonicas. O

Definigao 2.2. Seja 2 um subconjunto préprio de RY com uma particao de

fronteira aberta T em x, = 0. Se x,y € Q, sejam d, = dist(x,0Q0 —T) e
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dy, = min(d,,d,). Para u € C**(Q), definimos as sequintes quantidades:

* * =k
[u]k,O,QUT = [u]k,QUT = Slelg d, }Dﬁu(x) ) k=0,1---;
\B=k
k
|U|Z,QUT = |U|k,o,QuT = Z [u];,QUT;
j=0
. —k+a|DPu(z) — DPu(y)|
— d 0<a<l,;
[u]k,a,QUT IS}JIE% T,y |l‘ _ y|a a =~ 1
|8l=k
|u z,a,QUT = |u’Z,QUT + [u]z,a,QUT 3
k =k sk+ao f xr)— f Yy
718 ur = supd, fu(e)| + sup 3,5, LD =S W)

€N z,yeN oy ‘:L‘ - y‘

Teorema 2.5. Seja ) um subconjunto préprio de RY, com uma particao de
fronteira aberta T em x,, = 0. Sejam u € C*(Q)NC°(QUT) e f € C*(QUT)
tais que
Au(x) = f(x), z€Q
u(z) =0, reTl.
Entao
[l 0ur < Cllulyq + 1 £15naur): (2.13)

onde C = C(n, ).

Demonstracao. Segue do Teorema 2.4 da mesma forma que o Teorema 2.2

segue do Teorema 2.1. O]
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Capitulo 3

Topicos de Analise Funcional

Desenvolvemos aqui alguns resultados de Analise Funcional, os quais serao
fundamentais para garantir a existéncia de solucoes de equacoes elipticas

presentes no Capitulo 4.

3.1 O Método Continuo

Nesta secao explicamos em que consiste o “Método Continuo” para operado-

res lineares.

Teorema 3.1 (Método Continuo). Sejam B um espago de Banach, V um
espaco vetorial normado e Ly, Ly : B — V' operadores limitados. Para cada
t €10,1] seja

Li=(1—t)Lo+tly

e suponha que existe uma constante C' tal que, para todo t € [0,1], tem-se
2l < C [ Lyl - (3.1)
Entao Ly aplica B sobre V' se, e somente se, Ly aplica B sobre V.
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Demonstragao. Suponha que para algum s € [0, 1] o operador L, seja sobre-

jetor. Por (3.1), temos que Ly é inversivel.
Observe que, para t € [0,1] e y € V, a equagao Lyx = y é equivalente a

equacao

Lz = y+ (Ls— Ly)x

= y+(t—s)Lox — (t —s)Lyx.
Esta tltima equacao é equivalente a
v=L'y+ (t—s)L; (Lo — Ly)x.

Seja

0 = [20(|[ Lol + I L. ID] "
Com isso, se |s —t| < J, entdao a aplicagdo T' : B — B, definida por Tz =
L'y + (t — s)L;' (Lo — Ly)z, é uma contragao. Portanto o operador L; é
sobrejetor para todo t € [0, 1] tal que |s — t| < 0. Dai, dividindo o intervalo
[0, 1] em subintervalos de comprimento menor do que 4, vemos que o operador
L, é sobrejetor para todo t € [0, 1], desde de que L, seja sobrejetor para algum

s € [0,1]. Em particular para s =0 ou s = 1. [l

3.2 A Alternativa de Fredholm

Aqui apresentamos a prova de uma das ferramentas fundamentais deste tra-

balho, o classico teorema da “Alternativa de Fredholm”.

Teorema 3.2 (Alternativa de Fredholm). Seja V' um espago vetorial
normado. Se T : V +—— V € uma aplicagao linear compacta, entdo apenas

uma das alternativas se verifica:
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(i) A equagdo homogénea

z—Tzx =0

tem uma solugao x € V nao-trivial

ou

(i1) para caday €V, a equagdo
r—Tr=y
tem uma unica solucao x € V.

Lema 3.1. Sejam V um espaco vetorial normado e M um subespaco proprio
e fechado de V. Entdo dado 0 < 1, existe um elemento o € V tal que
lxo|| =1 e dist(xzg, M) > 6.

Demonstracao. Seja x € V — M. Como M é fechado, temos que
dist(x, M) = inf ||x —y|| =d > 0.
ist(z, M) = inf [|lz —y]

Conseqiientemente existe um elemento yy € M tal que

e~ woll < &
T — —.
Yoll = 0
Dessa forma, definido
T — Yo
Tp = ——,
[l — woll
temos que ||xg|| = 1. Além disso, para todo y € M, segue-se que
o Nl —ye —llye — [y
[z —yl = -
[y — ]
4 o,
lyo — x|
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Demonstracao do Teorema 3.2. Dividiremos nossa demonstracao em quatro

etapas:

(1) Sejam S=T—Te N =S5"10)={z €V; Sr=0}. Entao existe uma

constante ¢ tal que

dist(z, N) < ¢|Sz|, paratodox € V.

Demonstracao. Suponha que a afirmacao seja falsa. Entao dado ¢, > 0

existe 2 € V — N tal que dist(z}, N) > ¢,|Sz%|. Seja z,, = |;—”*|
:En
Entao
Sl < gdist(af, N) = = inf 7,
Cn = Cu| STy ist(z, N) = inf ||z} —
S, Sz W Y
= inf |z, -yl = dist(z,, V).
Com isso, existe uma seqiiéncia {z,} C V tal que ||Sz,|| =1ed, =

dist(z,, N) — oo. Escolha {y,} C N de forma que d,, < ||z, — yn|| <
Tn — Yn

2d,,. Entao se z, = temos que ||z,|| =1e
|2 = yall
1 -1
1Sz = <d, —0.
[0 — ynl
Portanto
Sz, — 0.

Como T é compacto, passando a uma subseqiiéncia, se necessario, po-
demos assumir que {7T'z,} converge a um elemento yo € V. Como

zn = (S +T)z,, temos que z, — 1. Portanto
0=1lm Sz, = S(limz,) = Syo.
Isso nos leva a uma contradicao, pois
dtnaN = inf n = |4n — nil.f n — Yn — n — Yn
ist(zn, N) inf llza = yll = |2 —yul ™ i Jlon —yn = ll20 — yull Yl

= |zn — yn| " dist(z,, N) >

| —
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(2)

Seja R = S(V). Entao R é um subespago fechado de V.

Demonstracao. Seja {x,} uma seqiiéncia em V cujas imagens {Sz,}
converge a um elemento y € V. Para verificar que R é fechado mos-
traremos que y = Sz para algum elemento x € V. Pelo resultado
anterior, a seqiiéncia {d,}, com d,, = dist(x,, N), é limitada, pois Sz,
é convergente. Escolhendo y, € N como na demonstracao do item (1)
e w, = Ty, — Yn, temos que {w,} é limitada e que {Sw,} converge a
y. Como T é compacto, passando a uma subseqiiéncia, se necessario,
podemos assumir que a seqiiéncia T'z,, converge a um elemento wy € V.
Com isso,

lim w, = lim (S 4+ T)w, =y + wp.

n—oo n—oo

E como S é continuo, segue que

S(y +wp) = lim S(w,) =v.

n—oo

Portanto R é fechado. O]

Se N = {0}, entdao R = V. Ou seja, se o caso (i) do Teorema 3.2 nao

vale, entdo o caso (ii) é verdadeiro.

Demonstragcao. Pelos resultados anteriores, os conjuntos R;, definidos
por R; = S7(V), j=1,2,--- , formam uma seqiiéncia nao crescente de
subespacos fechados de V. Suponha que R, — R, # 0 para todo n.
Entao, para todo j, tem-se que R; é subespaco préprio de R;;. Pelo

Lema 3.1, existe uma seqiiencia {y,} C V tal que y,, € Ry, |lyn]| =1 e
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dist(yn, Rny1) > =. Assim, se n > m, temos que

N | =

TYm = TYn = Ym + (—Yn — SYm + Syn)

= Yn—Yy, paraalgumye€ R,;.

1
Portanto || Ty, — Tyn| > 5 © que contraria a compacidade de T
Conseqiientemente existe um inteiro £ tal que R; = Ry, para todo

J=k.

Agora seja y um ponto arbitrario de V. Entao S*y € R, = Rj.,. Por-
tanto Sky = S*lx, para algum z € V. Segue-se daf que S*(y—Sx) =0
e, portanto, y = Sz, pois S7¥(0) = S71(0) = 0. Conseqiientemente
R=V. O

Se R =V, entao N = {0}. Conseqiientemente, no Teorema 3.2, ou

apenas o caso (i) é verdadeiro ou apenas o caso (ii) é verdadeiro.

Demonstragao. Seja {N;} uma seqiiéncia ndo decrescente de subespagos

fechados definida por N; = S77(0). Observe que tais espagos sdo real-

mente fechados devido a continuidade de S. Suponha que N; # N,

para todo j. Pelo Lema 3.1, existe uma seqiiéncia {y,} C V tal que
1

ynll = 1 e dist(yns1, Nn) > 9

Observe que, se n > 2, entao

Ynt1 € Nov1, Yn, SYnt1 € Ny e Sy, € Ny C N,
Com isso,

Tyns1r = Tyn = Yns1 + (=Y = SYnt1 + SYn) = Y41 + ¥,

onde y € N,,.
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Da mesma forma, concluimos que se 2 < m < n, entao

Tyn _Tym =Yn—Y,

1
onde y € N,,. Dai | Ty, — Tyml|| > 5 0 que é uma contradigao.

Portanto N; = N; para todo j > algum inteiro [. Como R =V, entao
se y € N, segue que y = Sz, para algum x € V. Conseqiientemente
52l = 0 e, portanto, z € Nyy = N;. Com isso, temos que y = S'z = 0.

Portanto N; = {0}, donde se segue que N = {0}.

3.3 Operadores Elipticos

Definiremos agora operadores elipticos e discutiremos algumas consequéncias

do “Principio do Maximo”para tais operadores.

Seja 2 um dominio limitado de R™ e considere o seguinte operador L

definido em €:
Lu = a"(z)Dyju + b'(z)Diu + c(x)u = f(z), a"” =d’"

Aqui assumimos que u € C%(Q) N C(Q), ai;,b; e ¢ sdo continuos em 2 e que

L é uniformente eliptico em €2, ou seja, existe A > 0 tal que
a(x)6& > NP, Ve eQ, €eR™ (3.2)

Lema 3.2. Suponha u € C?(Q)NC() e Lu > 0 em Q, onde c(x) <0 em .
Se u tem mdximo ndo negativo em S, entdo esse mdximo ocorre na fronteira

de €.
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Demonstracdo. Seja m o maximo de v em €. Suponha que exista z, €
Q tal que u(zg) = m. Entao D;u(xy) = 0 e a matriz B = (D;ju(z)) é
semi-negativa definida. Pela condic@o de elipcidade, a matriz A = (a;;(20))
¢é positiva definida. Portanto a matriz AB é semi-negativa definida com
a;;(z0)Diju(zo) < 0. Isso implica que Lu(xg) < 0, o que é uma contradicao.

O

Teorema 3.3. Suponha u € C*(Q)NC(Q) e Lu > 0 em Q, onde c(z) <0
em . Se u tem mdzimo nao negativo em Q, entdo esse mdximo ocorre na

fronteira de 2.

Demonstragao. Seja € > 0 e considere a funcao w(z) = u(x) + ee**, a > 0.
Temos que

Lw = Lu + ee"** (a1a* + bia + c).
Como by e ¢ sao limitados e aj1(z) > A > 0, para todo = € €2, escolhendo a
suficientemente grande, temos que

api(r)a® + by(z)a + c(xr) >0, para todo z € Q.

Isso implica que Lw > 0 em €2. Pelo Lema 3.2, w atinge maximo nao negativo
somente em 0f), isto é

supw < supw™.

Q o0
Portanto
supu < supw < supw’ < supu’ + esup e,
Q Q o0 o0 o0
Concluimos a demonstracao fazendo € — 0. n

Teorema 3.4 (Lema de Hopf). Sejam B uma bola aberta de R™ e xy € OB.
Suponha que u € C*(B)NC(BU{z¢}) e Lu > 0 em B, onde c(z) <0 em
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B. Além disso, assuma que u(x) < u(xg), para todo x € B, e que u(xq) > 0.

Entao, para cada dire¢ao exterior n em xg, comn-v > 0, temos

o1
t1_1>r51+ inf ;[u(xo) —u(xg —tn)] > 0.

Observagao 3.1. Se supomos que u € C*(B U {x}), entdo

)
G—Z(IO) > 0.

Demonstracao. Podemos assumir que B tem centro na origem e raio r. Além
disso, podemos supor que v € C(B) e que u(z) < u(xo), para todo x € B
(basta considerar uma bola B; tangente a B em xy e tal que By C B).
Considere v(z) = u(x) + eh(z), onde h é uma fun¢do nao negativa. De-
note S = B N B, () e defina h(z) = e — ¢=*" onde a € R" serd

determinado.

Observe que

Rk G0 ICTORED DUEEES U EEH B
i, i=1 i=1

> okl {4(12 Z a;j(z)xiz; — 2a Z[a”(x) + bi(z)x;] + c} :
0,J i=1

Pela hipotese de elipcidade, t que

Z a;j(x)ze; > Mz > A <§> >0 em S.

ij=1
Assim, para a suficientemente grande, concluimos que Lh > 0 em S. Dali,
Lv = Lu+eLh >0 em S, para todo € > 0. Portanto, pelo Lema 3.2, v nao

atinge maximo nao negativo no interior de S.

Como u(x) < u(xg) para todo x € 9S N B, segue que existe 0 > 0 tal que

u(z) < u(zg) — 9. Tome € tal que eh < § em 9S N B. Com isso, temos que
v(z) < u(zg), paratodo x € 0SN B.
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Por outro lado, em S N 0B, temos que h(x) = 0 e u(x) < u(zy) para todo
x # xo. Portanto v(x) < u(zg) em SN IB e v(xy) = u(zy).

Com isso, concluimos que

v(xg) — vt(xo —tn) >0,

donde se segue que

|
tli%i inf g[u(xo) —u(xg —tn)] > —e%(xo).

Pela definicao de h,

E isso completa a demostragao.

O

Teorema 3.5. Suponha u € C*(Q)NC(Q) e Lu > 0 em Q, onde c(z) <0
em Q. Entdo o mdzimo ndo negativo de w em Q pode ocorrer somente em

0f), a menos que u seja constante.

Demonstragio. Sejam M o méximo nio negativo de uw em Q e S = {x €
Q;u(zr) = M}. Observe que S é fechado. Suponha que S seja um subconjunto
proprio de . Entao existem uma bola aberta B C ) — S e um ponto x
tal que zy € 9B N S. Com isso, u(z) < u(xg) para todo x € B. Dali, pelo

Teorema 3.1, segue que e > 0.
v

Por outro lado, como u(x) < u(zy) para todo x € €2, temos que Du(xg) =

0, o que é uma contradicao. ]

Definicao 3.1. Dizemos que um dominio 2 possui a propriedade interior

esférica se, para todo xog € OS2, existe uma bola B C § tal que xq € 0B.
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Corolario 3.1. Suponha que §2 possui a propriedade interior esférica. Sejam
u € C2(Q)NCHQ) tal que Lu > 0 e c(x) <0 em Q. Assuma que u atinge
mdzimo ndo negativo em xo € Q. Entdo xg € 0Q e para todo vetor n, exterior

a 0X) em xg, temos

@
ov

a menos que u seja constante em ).

(.To) > 0,

Proposicao 3.1. Seja €2 um aberto limitado que satisfaz a propriedade in-

terior esférica. Considere o sequinte problema:

Lu=f, em )

ou (3.3)
9 + a(x)u=p, em 09,

para algum f € C(Q) e p € C(0Q). Assuma que c(xr) < 0 em Q e que
a(x) > 0 em 0. Entdo se ¢ # 0 ou a # 0, o problema (3.3) tem tunica

solugio u € C*(Q) N CL(Q).
Demonstracao. Considere o problema homogéneo

Lu =0, em ()

% + a(z)u =0, em 0.

Suponha que u tem maximo positivo em xg € 2. Se u = const > 0, isto
contradiz a condi¢ao ¢ # 0 em € ou a # 0 em 9€). Caso contrario, temos
que xg € 0N e, pelo Corolario 3.1, segue que %(mo) > 0, o que também é
uma contradi¢ao. Portanto u = 0. Isso prova a Proposicao. [
Proposigao 3.2. Suponha que sup |a;;| + sup |b;] < A. Seja u € C*(Q) N
CY(Q) satisfazendo ) "

Lu = f, em €2
— +a(x)u=¢, em 0N
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para algum f € C(Q) e p € C(09). Se c(x) <0 em Q e a(x) > ay >0 em
%), entao

ju(@)] < C{sup o] +sup |1}, para todo z € ,
89 Q
onde C' € uma constante positiva dependendo somente de \, A, ap e dim(2).

Demonstragao. (i) Caso c(z) < —¢g < 0.

Seja F':=sup|f(z)| e ® := sup|y|. Vamos mostrar que
Q o0

1 1
lu(z)| < —F + —®, para todo x € Q.
Co «

1 1
Defina v := —F + —® + u(x). Entao temos
Co (0%

Lv:c(x)<iF+l<I>):I:fg—F:l:fSOemQ

Co (6]

0 1 1
—U+a(m)v:a<—F+—@>:I:goZ@j:QOZO, em Of).
v Co «

Se v tem um minimo negativo em 2, entdo, pelo Teorema 3.4, temos
que esse minimo é atingido na fronteira. Se xy € 9 é tal que v(zg) =

0
inn |v(x)], entao a—v(xo) < 0. Com isso, temos que
v

(% + ow) (zo) < aw(o) <0,

o que é uma contradigao.

Portanto, v > 0 em 2. Em particular,

1 1
lu(z)| < —F + —®, para todo x € Q.
Co «

(ii) Caso Geral: ¢(x) < 0.
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Considere a fun¢ao auxiliar u(x) = z(z)w(z), onde z é uma fungao
positiva em €2 que sera determinada. Dali,

CLijDijZ + leZZ) f

w= > em {)

aijDijw + BleU} + <C +
z

z
ou 10z %
g—l—(a—i—;%)w—;emé&,

1 ) .
com B; = —(a;j+a;;)D;z+b;. Precisamos encontrar uma fungao z > 0
z

em ) tal que

iiDijz + b D;
c—i-a] et ZS—CO(A,A,d,a0)<OemQ
z
e
10z _ 1
- > Q
a—i—ZaV_Qozoem@ ,
ou ainda,
ijDijz + biD;
GijDig? + Z§—00<OemQ
2
e
10z 1
- Zl< = Q.
zO0v| — p o 0
Suponha que se (x1,---,x,) € £, entdao 0 < x; < d. Seja z(x) =

A+ el — b1 onde A e 3 serdo determinadas. Temos que

(B%ay; + Bby)e’™ > B%ay; + By > 1
A+ePd—ebrr = A4 ePd T A4 efd

1
(CLijDijZ—i-biDiZ) =

—- >0,
z

se 3 for escolhido de forma que 3%a;; + Bb; > 1. Além disso, para A

suficientemente grande, segue que

Dai, basta aplicar o caso anterior para concluir a demonstracao.
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Capitulo 4

O Problema da Derivada
Obliqua

Neste capitulo mostraremos a existéncia e a unicidade da solugao do problema
de Neumann. Esse resultado sera crucial para encontrarmos uma solugao

para o problema contido no Teorema 5.1.

4.1 Estimativas de Schauder

Comecaremos com uma extensao das idéias estabelecidas no Capitulo 2.

Nosso primeiro resultado é uma generalizacao dos Teoremas 2.2 e 2.5.
Lema 4.1. Na equacao

Lou = AijDiju = f(z), AY= A"
seja [AY] uma matriz constante tal que

NEP < AYge; < AJEfP,  VEERD, (4.1)
onde A e A sao constantes positivas.
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(a) Sejam Q um aberto de R™, u € C*(Q) e f € C*(Q) tais que Lou = f.
Entao
03,00 < Cllulo.0 + 1f1570.0):
onde C = C(n,a, \,A).

(b) Sejam Q um aberto de R’} com uma parti¢ao de fronteira T em x,, = 0,

ueC*Q)NCQUT) e feC*QUT) tais que

Lou=f, emQ
u=0, emT.
Entao
|U|2aQuT (|u|0Q + |f|0aQUT) (4.2)

onde C'= C(n,a, A\, \).

Demonstracdo. Seja P uma matriz constante que define uma transformacao
linear nao singular y = Pz de R™ em R". Sob essa transformacao, associe

u(z) a u(y), onde & = uo P~1. Observe que
AY Dyju(z) = /IijDzjﬂ(?J)»

onde A = PAP!. Sejam Ay, -- , A\, os autovalores de A. Podemos escolher
P ortogonal de forma que A é a matriz [\;0;;]. Se @ = DP, onde D é a
matriz diagonal [\, Y 25,»j], entao a transformacao y = Qx associa a equacao
Lou = f a equacio Adu(y) = f(y). Além disso, podemos assumir que o
conjunto x, > 0 é associado ao conjunto 1, > 0. Se, sob a transformacao

y = Qz, tivermos Q — Q e v(z) — o(z), entdo

1|U‘kaQ < mkag < C’v‘kaﬁ )

_1|U|0,a,§2 | OaQ < C|U|OaQ7
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onde C' = C(k,n, A\, A). Por outro lado, se {2 é um aberto de R, com uma
particao de fronteira 7" em z,, = 0, entao sob a transformacao y = Qx, temos
que Q é um aberto de R, com partigao de fronteira T em y, = 0. Dai, as

normas da Definicao 2.2 satisfazem as seguintes igualdades:

_llvyz,a,QUT é ’ |kaQuT < O‘”'Z,a,QUT ’ (4 4)
‘ .
Holomaur <10l gun < Cloliaurs

onde C' é como em (4.3). Aplicando as desigualdades (4.3) e o Teorema 2.2

em ) , obtemos

ul3,0,0 < Clify00 < (!u|on+|f\ )<C(|UI09+|f|oaQ)

Isso prova a parte (a) do Lema.

Para a parte (b) agimos do mesmo modo usando o Teorema 2.5 e as

desigualdades (4.4). O

Definigao 4.1. Sejam o € R" e k um inteiro nio negativo. Se f € C**(Q),

definimos
Moo = [a=swd D), k=01
\BI=k
D — DF
Mg = sup d’”“*”‘ Sz /W) 0<a<l;
Towe =
k
Fie = D59

=0

e = IFI50+ 1000
Observe que
(o+7) (7)
|fg|0,aﬂ < ‘f‘0a§2|g|0,a,§27 para o + T > 0. (45)
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Teorema 4.1. Sejam Q um aberto de R™ eu € C**(Q) uma solugao limitada
de
Lu= aijDiju +b'Dju+ cu=f.

Na equagao acima assuma que f € C*(Q2) e que existam constantes positivas

A e A tais que

a’(x)&E, > NP, VreQ, EeR"

|Z]‘07a,ﬂ’ ‘ |0aQ’ ||OOéQ<A (46)

Entao
|u|2aQ (|U|OQ + |f‘0aQ) (4'7)

onde C'= C(n,a, A\, \).

Demonstracao. Pela Desigualdade de Interpolagao (ver Proposicao 2.1) é
suficiente provar a desigualdade (4.7) para [u];, o. Inicialmente suponha
que ja tenhamos verificado o resultado para subconjuntos compactos de
2. Agora seja {€);} uma seqiiéncia de subconjuntos abertos de € tal que
Q; C Qi1 CC Qe U = Q. Portanto, temos que [u; , o € finito para cada
1. Dessa forma, para ¢ suficientemente grande, temos

|D*u(x) — D*u(y)|
|z —yl~

()2

< [u ];aQ <C(|U|OQ +|f|OaQ>

< (|u|OQ+ |f|OaQ)

T,y

onde dV), = min{dist(z, 9€;), dist(y, 0€2;)}. Quando i — oo, obtemos

g | D?u(x) — D*u(y)]
o |z —y|®

2
< Clulyg + |fIE00), Yo,y € Q.

Portanto podemos assumir que [u]} , o ¢ finito.
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Sejam g, yo dois pontos distintos em 2 e suponha que dy, = dyyyy =
1
min(d,,, dy,). Sejam p < 5 uma constante positiva, d = ud,, e B = By(xy).

Escreva Lu = f na forma
a”(z9)Diju = (a” (20) — a”(z))Dyju — b'Dyju — cu + f = F(x)

e considere esta equagao em B com coeficientes constantes aij(xo). Se yo €

Bas(x0), entao, pelo Lema 4.1(a), segue que

(d>2+0‘ | D?u(wo) — D*ulyo)|

2
< C(lulos + [FIE) 5);

2 |0 — yol®
portanto
o |D2U($o) - DQU(QON ¢ (2)
G g S vt + I 5).

d
Por outro lado, se |z — yo| > 5 segue que

D?u(zg) — D?*u 2\
di;}—a‘ ( 0)_ - (yO)‘ < (_) [diO|D2U(CEO)| +d30|D2U(yo)|]
|0 — Yol I
4 *
< E[U]z,m

de modo que, combinando estas duas desigualdades, obtemos

[D2u(zo) ~ D?ulw)| _ C

|0 — yol® T oprte

« 2 4 *
dzt (Julo.s + |FID 5) + aliia (48)

Observe que

2 2
F & 15 5.

& 5 <> (@ (wo)—a" () Digul ) 5+ b Dyl P, g+ leu
‘7j

1
Seja agora g € C*(Q2). Se z € B, entao d, > (1 — p)dy, > Ed:co e, portanto,

p g® pete @)

— o0 + 5= 19104

(1= 200 7 (1= p)2re 0 (4 g)
2 or (2 2

< dp?g)ih + 81 g) o < 8PlglSh g

95 5 < dPlglop + d>°[glap <
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Para cada par de indices i, j, escreva (a(xg)—a(z))D?

Com isso, de (4.5) e (4.9), obtemos

2 0 2
(a(wo) — al@))Dul 5 < la(zo) — a(@)|$) 51Dl 5

0 * « *
< a(zo) — alx)|) p(4p2[uls g + 82 [uls 0 0)-
Como

a(@o) — a(@)lioz < sup la(en) = a(@)] + d*[a)op < 24°[a]ap
TEe

< 2oy, < 4AR°,

AN

entao, pela Proposicao 2.1, segue que
S (@ (w0) — ¥ (@) Dyguli < 32PN (s + p )3 0)  (420)
2
< 320" A (C(w)lulog + 20 [ul3 0.0).

Para cada indice 4, seja bDu = b’ D;u. Novamente, pela Proposicao 2.1, (4.6)

e (4.9) nos dé

2 2 1 1
bDul? 5 < 8P |bDuli o < 812 0|S) o| Dulilh o

IA

81 Aul] 0.0 < 8 AC (1) |ulog + 1 [ul3 4 0)-
Assim, temos que
V' Dl < S A(C(p)lulos + 12 ul3 0 0). (4.11)
Da mesma forma, usando (4.5) e (4.9), obtemos
lculiia s < 8 lel aluline < BPACGD|ulog + p*[ul3 00).  (412)

Além disso, temos

2 2
1) 5 < 82 FID o (4.13)
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Combinando (4.10) e (4.13) obtemos
|FID 5 < O]y 0 g + C)(Julon + | f150.0)-

Dai e de (4.8), segue que
| D*u(w) — D*u(yo)|

d2+o¢
o — yo|®

0,90

< Cpofulyan + C()(Julog + [ F150.0):

donde obtemos

Wl 0 < ClClulhan + C)(lulog + | FI52.0)-

1
Escolha agora p = o de forma que C'uf < 3 Isso nos da

* 2
[l 00 < Cllulog + 1 f152.0)-

4.2 O Problema de Neumann

Como conseqiiéncia da teoria desenvolvida no Capitulo 2, do Lema 4.1 e do

Teorema 4.1, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Sejam Q um dominio C** e B(x) = (Bi(x), -+, Bn(z)) tal

que a componente normal 3, de ( satisfaca |B,| > k > 0 em 0Q(k = const).

Suponha que u € C**(Q) seja uma solucio do problema

(4.14)

Lu=f, x e
N(z)u=vy(x)u+ B(x) - Du = @(x), a € 0.
Se
f,a7.b" c e C*(Q), ©,7, 3 € CH*(Q)
e
foa? 07 | o |07, Bily g < A i,j=1,-n,
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entao
|U|2,a,9 < O(Mo,g + |90|1,a,9 + |f|a,ﬂ)= (4.15)

onde C' = C(n,a, A\, A\, K, Q).
Demonstragao. Ver Capitulo 6 de [6] O

O Teorema acima é uma ferramenta fundamental para o seguinte resul-

tado de existéncia e unicidade:

Teorema 4.3. Sejam Q um dominio C*<, L um operador eliptico, com ¢ < 0

e coeficientes pertencendo a C*(Q2), e Nu = yu+ - Du um operador definido
na fronteira O tal que (B -v) > 0 em Q. Assuma que 7,3 € CH(99Q).

Entao, para todos f € C*(S)

~—

e p € CH¥(09Q), o problema

Lu=f, em¢
Nu =, em 0f)

(4.16)

tem dnica solugio em C**(Q).

Demonstracao. Pela Proposigao 1.2, podemos assumir que ¢ e 3 sao definidas
em €. Além disso, sem perda de generalidade, podemos considerar v > 0 e

Br > 0 em 0f). Considere a familia de problemas

Liu=tLu+ (1 —t)Au = f, se x € Q)
ou (.17)
N =tNu+ (1 —1t) a——l—u =, sex € 0
v

onde 0 <t < 1.

Seja u; € C%(€)) uma solugao do problema (4.17) (para algum t). Ob-
serve que |ugls, satisfaz a estimativa (4.15) com C' independente de ¢. Por-

tanto, pela Proposicao 3.2, temos que

|ttl2.0 < C(lplra + [floa)- (4.18)
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Além disso, pela Proposicao 3.1, segue que u; é unica.

Sejam

B1 = C**(Q) e By = C*(Q) x CH(09),

com [|(f,0)ll8, = | flo.a.2 + |¢]1,0,00,

e considere o operador
Ly = (L, Ny) : By — Bs.
Observe que (4.18) é equivalente a
[ull, < CllLsull s,

Afirmamos que o problema

u+— =, sex €l
v

(4.19)

tem solugao em C%%(Q) (Ver [8]). Por fim, o Teorema segue de (4.19) e do

Teorema 3.1.

]

Lema 4.2. Sejam Q um dominio C*>*, L = A e Nu = v - Du um operador

definido na fronteira 0S). Entao o problema

Lu=f, emQ
Nu =y, em 0}

(4.20)

tem tnica solugio u € C**(Q) N {v;/v(x) = O} para todo f € C*(Q) e
Q

o € CY(00). Além disso, existe C' > 0 tal que

[tly.0.0 < C[flaq + 10k 600)-

Demonstracao. Considere o espago vetorial

A {(—u,u);u € C2(), /Qu(x)dx _ o} ,
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onde definimos a norma |(—u,u)|, = |ul, o + U], 4 90
e 0 espago
= {(f,¢) € C*(Q) x C*(0Q)},
onde definimos a norma |(f, 0)|5 = |f|,0 *+ [#l1 000"

Considere o operador M) : A — B definido

My(—u,u) = M(—u,u) + A(—u,u),

9,
onde M (—u,u) = (Au, —u), A > 0 e os valores da funcao segunda coordenada

ov

sao tomados em 0€2. Observe que, pelo Teorema 4.3, M, U existe.

Além disso, se My(—u,u) = M(—u,u) + A(—u,u) = (f, ), entao

1
o [tlao T [l ao0) S ltlyan < Clflag + 1000 00) (4.21)

Com isso, M, ' : B+ A C B é compacto. Considere o problema
(—uyw) = M (—,w) = MiN(f, ). (4.22)

Observe que v = 0 é a tnica solugao do problema

Au=0, emQ
%:O, em 0f2.

Equivalentemente, (—v,v) = 0 é a tnica solugao do problema
(—u,u) — AM; H(—u, u) = 0.

Portanto, pelo Teorema 3.2, temos que (4.22) tem tnica solugao.

Daf,

(f,p) = M, [(—u,u) — )\M/\’l(—u,u)} = M(—u,u).
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Por (4.21), temos que

|U|2,a,Q - ‘)‘M/\_l(_%“)’

IN

|(—u, u) — /\M)\_l(—u, u)‘

< Cllflag + 1€l a00);

4.23)

2,a,Q PRRY (

onde acima AM; ' (—u, u) representa a projecao de AM, '(—u, u) na primeira
coordenada.

Novamente por (4.21) e pela Proposigao 1.1, segue que

‘M)\_l(—u, U)}Q,a,ﬂ

IN

Cilulyq + lul; 4.0)
< Ci(Cy |u|0,Q + € |U’|2,o¢,Q + O |u|0,Q t €3 |u|2,a,§2)

< C4(|U|O,Q + |U‘2,a,9) <204 ‘u|2,cx,Q7

onde Cy = Cy max{Cy, C3, €3, €3}.

De (4.23) segue-se que
[uly. a0 = 2ACiluly g0 < fuly o0 = [AMY (—u )]y, o < Clf o+ [#]1000)-
1 ,
Escolhendo A de forma que Cy\ = 7 concluimos que
|uly0.0 < 20(|flag +1#]10.00)-
[

Encerraremos estes capitulo com a seguinte generalizacao do teorema an-

terior:

Teorema 4.4 (O Problema de Neumann). Sejam 2 um dominio C**2%(k >

0), f € C**(Q) e ¢ € C*12(0Q) . Entdo o problema

Au=f, em

ou (4.24)
— =, em 0f)

v
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tem winica solugio u € CF2%(Q) N {v;/v(m) = O}. Além disso, existe
Q
C > 0 tal que

|u’k+2a§2 (mkaﬂ + ’(plk+1aﬂ)

A demonstragao do Teorema 4.4 segue-se de forma similar a do Teorema

4.2. A tnica diferenca é a utilizacao do seguinte Lema:

Lema 4.3. Sejam Q um dominio C**2 e B(z) = (B1(x),- -+, Bu(z)) tal que
a componente normal (3, de B satisfaca |B,| > £ > 0 em IQ(k = const).

Suponha que u € C*2(Q) seja uma solucdo do problema

Lu=f, z € )
(4.25)
N(z)u =y(z)u+ B(x) - Du = ¢(27), € .
Se
f? aija b”, cE Ck’a(Q)’ gp, 77 /61 c Ck+1,a(§)
e
}fa/ |90767’|k2+1a(2<‘/\ ’L.’j:l’...n/7
entao

|u‘k+2,a,Q < C(|U|o,9 + |¢’k+1,a,ﬂ + |f|k,a,Q>?

onde C = C(n,a, \, A\, Kk, k, Q).

Demonstracao. Observe que se k = 0, o resultado segue do Teorema 4.2.

Suponha o Lema valido para k. Vamos mostrar que também vale para k+ 1.

Temos que
a¥ b’ dc ou ou ou  Of
D+ D+ 25 ip, 24 L ip St 2 9
ar " T o M Tt T g T Yian T Con, o
e que




Portanto

G Gn o (4.26)
a—xl 8_1‘1 — ¢, S
onde
da¥ ot dc
= S Dyju+ oDy +
g 6x1D3u+ 8@ ut aIlu
(§
9B 1,
8:151 Ut Z 8:101

Da hipétese de inducao, segue que

ou ou Op of
ool <ol|Z 42 Whaat [P o).
axl - ( axl 00 8:61 Lo ’ ‘kJrl,a,Q axl fa k,a,Q2
No entanto, observe que
day; Oc
g < ——Dyu|  + Z o
| |k,a,Q 81‘1 ko p 8371 ko, axl k,a,Q
< Z Cij ’aij’k;+1,a,9 ’u|k+2,a,ﬂ
4,J
T Z Ci ’bi‘kJrl,a,Q ’“‘kﬂ,a,g +C ‘C’kﬂ,a,ﬂ ‘u’kaﬂ
! n
< A Z Cijlul 9,00 + A Z Cilulerra0 + AC Ul 00
ij =1
(97 op’
[Wlpriee < Diu
1, 8;El k+1,0,0Q i=1 axl k+1,a,Q

< C |7|(k;+1)+1,a,9 |U|k+1,a,g + Z C; |ﬁi|(k+1)+1,o¢79 |u|k+2,a,Q

=1

n
< CA |u‘k+1,a,Q + AZ C |u|k+2,a,Q :
i=1

Dai, pela Proposicao 1.1, temos

ou

oz <C (Co [uloo T 1€l g1yt 100 + [ liiia0 T€ |u|(k+1)+2,a,(2> :

k+2,a,Q2
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Portanto

ou

|U|(k+1)+2,a,g = Slllp oz

k+2,0,,Q2

<C (CO [uloo 1€l gy t100 + a0 T€ ‘u|(k+1)+2,a,9> :

1
Escolhendo € de forma que eC' = 27 concluimos que

Ulpioa0 < Crllulgg +10lita0 1 flran)
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Capitulo 5

Uma EDP Envolvendo o

Determinate Jacobiano

Neste capitulo demonstraremos o Teorema 0.1 enunciado na Introdugao deste
trabalho. Como veremos, tal demonstracao segue-se diretamente do Teorema

5.4, enunciado no final do capitulo. Comecemos com o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Sejam k > 0 um inteiro, 0 < a < 1 e Q C R™ um aberto
limitado com fronteira C**3. Seja g € C**(Q) tal que /g(x)dm = 0.
Q

Entio existe v € CFT12(Q, R™) satisfazendo a

div(v(x)) = g(x), sex €
v(z) =0, se x € 082

(5.1)

Além disso, existe C' > 0 tal que |v < Clgl0-

|k+1,a
Precisamos da seguinte definicao:

Definicao 5.1. Seja w € CHR",R*""~V/2) tal que w = (wij)i<icj<n. Se

i > 7, seja wij = —wj;. Entao definimos
curl'w = ((curl'w);)1<j<n € R",
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com
(curlw); = E (—1) ﬂ%j'

=1

Observagao 5.1. Se i < j, entdo na j-ésima coordenada de curl*w aparece

a parcela
(_1)i+j awij )
0@
Por outro lado, na i-ésima coordenada de curl'w aparece a parcela
—1) = = (1)L pois > .
()G = ()G pois )

Portanto, se w € C?(R™,R*"=1/2) " entdo

div( curl'w) = Z E <Z(—1) +ja_5(::> = 0.

j=1 J \i=1

Demonstracao do Teorema 5.1. Pelo Teorema 4.4, o problema de Neumann

tem uma tnica solucio a € CF2%(Q) com /a(z)dz = 0. Ainda pelo
Q
Teorema 4.4, existe C' > 0 tal que
‘a’k+2,a <C |9|k,a'

Seja agora ¢ € C*12(Q R") definida por ¢(r) := —Va(x) e suponha que
existam b € CF+22(Q, R*"=1/2) ¢ C' > 0 tais que:

curl’b = ¢, se x € 0f)
‘b|k+2,a <C ’C’k+1,a =C yva’k+l,a'
Se definimos v := Va+ curl®b, segue-se que v resolve o problema do Teorema

5.1. Para verificar isso, observe que
div(v) = div(Va + curl®d) = Aa+0 =g, x € Q.
Além disso, temos que

56



‘DkJrl da(x) _ DkH(‘)a(y)

ox; Ay;
Va = |Va + max | sup ! <
’ |k+1,a | |k—|—1 i oty |J] _ y|0¢
D*+2q(x) — D*+2q
|a|k+2 + | sup ’ () @ (y)‘ = |a|k+2a
Ty |z =yl ’
e
8bz-j
— b
’8%’ htla Plisza
Portanto
|Cur1*b|k+1,a =n |b|k+2,a <nC |Va|k+1,o¢'
Logo
V10 < IValgrra + [curlb)ip10 < [Valgira + Cn|Valgy o

< (Cn+1)lalgtoa < (Cn+1)Clg

koar-
Consideremos agora o problema
curl*d = ¢ em 092,
onde ¢ € C*1(Q R") e (c,v) = 0 em 9. Podemos assumir que
Vbi; = (=) (c;v; — civ)v, © € 0.

Com efeito, temos
* - i+j 9by; - 2 2
(curl*d); = Z(—l) B = Z(cjz/i—ciz/j)l/i =c V"= (e, v)v; = ¢ |v|" =¢j.

i=1 =1

Portanto o problema se reduz a achar b; € C*2%(Q) satisfazendo a
seguinte equacao:

Vbij = ¢V, T € 011, (52)
onde Cij = (—1)i+j (CjVi — Cil/j).
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Sejam d(x,08) a funcdo distancia de um ponto x € Q & fronteira 9 e

p € C* tal que se > 0, entao

p(x) =0sex ¢ (—0,9), p(0)=0e p(0)=1.

Dessa forma, definindo

bij = —ciip(d(x,09)),

segue que b;; é solucao de (5.2), pois

8bij . aCij , _
T, = g, P, 00) + cyp (d(@, 0Q))vs = ey

No entanto, observe que b;; € C*he,
Acima estamos usando o fato que

Vd(z,0Q) = v, para todo z € Jf.

Para maiores detalhes veja o Lema 5.4 no Apéndice.

Para encontrar uma solucao em C*+2% consideremos a solucao do se-

guinte problema de Neumann:

1
Adij:\m\/QCide’ se x € ()

od;;
8; = ¢, se x € 09,

onde / d;jdxr = 0.
Q
Com isso, di; € Ck+2%(Q) e existe C' > 0 tal que

| dijlk+2.0 < Clcijlit1a-

Seja agora x € C*°(R) tal que x(0) = 0, x(0) =1 e x = 0 no exterior de

uma vizinhanga de 0. Defina



onde Y(x) = x — d(x,00Q)Vd(z, 09Q).
Dessa forma b;; € C*™22 pois 00 € C*3 e d;; € C*2. Além disso,

Ccomo

|dijlkt2.0 < Cleijlbtias
segue que

103l k+2.0 < Cleijlreta-

Assim, obtemos a desigualdade

|b|k+2,oz < C(|C|l~c—|—1,o¢~

Por fim, observe que

Obi; _ Odij g
= T (x'(d(z, 09)) - axk‘m ,00Q)d;; (¢ (x))
8d7,] 87/11
+ d(x,00)) Z Bz, @_;Ek)
. (9d” 8d1] awl
 Oxy, Z ox; Oxy

= % — Z 88(?;] |:5lk: — (l/kl/l + d(l‘, aQ)ai

(?xk T

(Vd(z, 89))1)}

0dy ad,]

_ddy adij " 9dy;
= aZL’k 8_xk + Vg Z — U
,, 0y
ry

= Cijlg.

Isso conclui o Teorema.
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Lema 5.1. Seja t € [0,1]. Se f(z) € C*(Q) e f > 0 em Q, entdo

1 koo (O
a7 ¢ W

Demonstracdao. Seja p = igff(:c) > (0. A prova serd por inducao sobre k.

(i) Para k = 0 temos:

1 1 1
‘H(l—t)f(a:) Sl of@| T il 0o of@l S
1
p_07

pois 0 <py=t+(1—t)p<t+(1—-1t)f(x).

Além disso,
1 B 1 ‘
sup t+ (1 —t)f(z) t+A-0f(y)|
e |z —y|*
t+ (A =0)f(y) =+ 1 =Df(x))
s L A=DF@E T=0f) | _
Ty |z —y|*
o (L= Df@) = (4 (L= 01 (w)
ey (E+ (L =) f (@) + (1= 1) f(y) e —y|” ~
sup 1 sup LA =DF(@) = ¢+ A =D f ()]
aty (L (L=0) (@) + (1 =) f(Y)) ary z —yl”
o Lm0 = @+ A= 0f)] _
P}ty |z =yl

(ii) Suponha agora que o teorema vale para k. Vamos mostrar que vale

para k + 1. Seja f um multi-indice tal que |5| = k + 1. Temos

b ((t e t)f(x))) - (<t+ i t)f@)))'

sup o -
zFy |z =y
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2 (o (raaren)) -2 (O ()|

vy |z —y[*

) 1 o (1 - t)fxl(x) (O
Observe que D, (t . t)f(a:)) T UT A= 00" e Ch(Q).
Com efeito,

—(1—t)fur(2) € CH(Q) e (t+ (1 — 1) f(2)) € C*H(Q),

em particular,
(t+ (1= t)f(2)) € C(Q);
portanto, pela hipotese de inducao,
1 1 1

OO R T R

1
(1 —1) fui(2) - (t+ (1 —t)f(x))

Com isso, e com o fato que |5 — 1] = k, temos

2 (o (iare)) -2 (P (o)

k,a (O
5 € CP(Q).

sup = < 00,
ou seja,
1 1
o ) )
wup L i+ (0= D) -0/ _
£y |z — y|a

Além disso, se |§| < k+1,entdo |6 — 1| < ke

4 (t+ i t)f(x))‘ =sup |0 (D (t+ (1—1t)f(9:)))‘ <o

Portanto
< Q.

k+1,a

sup
Q

‘ |
t+(1—t)f

Isso prova o lema.
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Teorema 5.2. Sejam k > 1 um inteiro, 0 < a < 1 e Q C R™ um aberto
limitado com fronteira 0Q € C**32. Se f € CF*(Q), com f > 0 em Q ¢

/ f(z)dx = VoI, entdo existe u € Dif**(Q) satisfazendo
Q

det Vu(z) = f(z), sex €

u(z) =z, se x € 0L2.

(5.3)

Demonstragio. Pelo Teorema 5.1, existe v € C*F12(Q, R") tal que
div(v(z)) = f(z) =1, sex e
v(x) =0, se x € 0L0.
Parat € [0,1] e z € Q, seja

)
- 0/()

Observe que, pelo Lema 5.1, vy(z) € C**(Q,R"). Defina ¢;(z) : [0,1]xQ —

v(2)

R"™ como sendo a solucao de

d
Sl = v(@n@), >0
¢o(z) = .

(5.4)

Note que, para todo t € [0,1], ¢, € C**(Q,R") e ¢, é unicamente definida
em [0,1]. Observe ainda que se z € 052, entao x ¢é solugao de (5.4), ou seja,
para todo t € [0,1], ¢(x) = . Vamos mostrar que u(z) = ¢1(x) é solugdo
de (5.3).

Primeiramente, pela observagao anterior, temos u(z) = ¢1(x) = z, para

todo x € 0.
Seja
h(t,z) = det Vou(x) - [t + (1 = ¢) f(e(@))]- (5.5)
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Sendo %[gbt(x)] = v(¢Pi(x)), segue que

d d
V(50:(@)) = V(ulde(2)) = - (Vi) = Vui(dn(2)) Vor(@).

Dai, pela férmula de Liouville,

%[det(vd%(w))] = tr(Vo(¢r(x))) det(Vr(x)). (5.6)

Diferenciando (5.5), temos

(b, 7) = 5 [det Vol [+ (1-0) (9] +det Vol [1- (00 + 1)V F(61), S00]

Usando (5.4) e (5.6),

d .
%h(%t) = [det V| - [(t + (1 — 1) f(or))div(ve(er)) (5.7)

H(I =)V (0n), v:(dn)) + (1= f(d0))]-

)
t+(1—-1t)f(2)

v(z) = vw(2)t+ (1 -1)f(2)]
= (0 () 1+ (1 —=t)f(2), - ,vM2)(1+ (1 —1t)f(2)). Com isso,

Como vy(z) , segue que

dv(v(=) = i+ 107} 5.9
= ST+ (- DA+ - O )

=1

= (t+ 1 =) f(2)div(v(2)) + (1 = 1)(V[(2), ve(2)).

Dai, combinando as identidades (5.7) e (5.8),

(e, 1) = [det Vo] [div(u(90) + (1 = £(6))] = 0,
pois div(v) = f — 1. Em particular,
(1,2) = h(0, ) = det Vor(z) = det Vau(a) - f(60(2) = f(2),
pois go(z) = 2. 0
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Lema 5.2. Seu € C?(Q,R") e n > 2, entdo

n

T(x) = Z(—nl“i {M} =0.

*
p— Oxy | O(xy, 2%, xp)
Demonstracao. Vale para o caso n = 2, pois, neste caso,

o 8 8U2 8 81@ o
T<LU) n 8x1 8x2 B 8952 8x1 =0

Suponha que o lema vale para n — 1.

Temos
a<u1,..- 7un71) _ nl(_l)a+1 a ” 8<U2,-.. "U/nfl)
6(1'1, - ,-Tnfl) g axa ! 8(951, $Z¢> l’nfl) ’
Dai,
8(“27 T ,Un)

t—1
0 O(ug, - ,up)
— _1\a+1
(1, xf, ) Zl( b 0z, [uQ ]

a— a(xlvxzvxfaxn)
n o Iug, -+, Up
+ (_l)aax |:u2 (US U ) :| )

a=t+1 6(.@1,1’?,%’3,1’71)

Portanto

n

T = Sy [M]

— Oxy | O(xy, 2z}, xy)
t—1

S ()

peii 20T, O(z1, x%, xf, xp)

Ry (L RERAL T

S|

sy

+

WE

Rl 0x,0x, oz, xy, a8, oy

pois cada parcela acima aparece exatamente duas vezes com sinais inversos.
O]

Corolario 5.1. Sejam 2 C R™ um dominio limitado e A, , uma matriz. Se

p € C2(Q,R™), entdo

/ det(A + Vp(z))dzr = det A - VolQ. (5.9)
0
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Demonstragao. (i) Sen =1, entdo Q = (¢,d) e A =a € R. Dali,
d d
/ det(a+¢ (x))de = / (a4 (2))dz = a(d—c)+p(d)—p(c) = aVolL.

(ii) Se n = 2, temos

9] 9, 0
det(A+ Vo(z)) = det A+ ana_sz + a228—‘p1 — ama—if

— 1 n Jip1 Do _ Jip1 Dipa
21 8332 @xl 8.1'2 81'2 61'1 ’

Com isso, o resultado segue-se usando o teorema de integracao por

partes.

(iii) Suponha que (5.9) vale para n — 1. Temos que

det(A+ Vp(x)) = Z(ala + %) - (Adj, (A4 V)L

a=1 «

= Z Cl1a(Adjn—1(A + VSD))rll

a=1

+ gwl (Adj, (A + V)L (5.10)

Dai, usando a hipdtese de indugao, o Lema anterior e integracao por

partes, temos

[ ettt Votande = Y aa [ (Adj, (44 Vs
Q Q
= 3 [ 2P A, (A + T = derd - Vol
Q

_ / e )ai(Adjnl(AJrW))i)dfc
= det A - VolQ2.
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Corolario 5.2. Se v € CP*(Q,R"), entio /det(A + Vo(z))dr = det A -
0
VolS).

Demonstragio. Pela densidade de C$°(Q, R") em Co*(Q, R"), existe {v,,}22,

tal que v,, — v na norma C*. Com isso, temos que
/ det(A + Vo, (x))dr = det A - VolS2.
Q

Portanto

lim [ det(A+ Vo, (x))dr = det A - VolQ,

n—oo 0

de onde se segue que
/ det(A + Vo(z))dr = det A - Vol(Q.
Q
O

Teorema 5.3. Sejam k > 0 um inteiro , 0 < a < 1 e Q2 C R™ um aberto

limitado tal que OQ € C*¥3*. Sejam 0 < B < a < 1 e f € C**(Q), com

f>0emQe /f(x)dx = VolQ). Euxiste € = e(a, 5,k, Q) > 0 tal que se
Q

|f =1y <€ entdo existe u € Dif**12(Q) tal que

det Vu(z) = f(x), sex el
(@) = f(a) -
u(x) =z, se x € 082
Demonstracao. Comecemos escolhendo constantes C,Cy > 0 da seguinte

forma:
(i) Sejam

X={be C’“’a(Q);/ bx)dz = 0} e ¥ = {a € CH1o(@, R a = 0,2 € 90},
Q

Pelo Teorema 5.1, podemos definir um operador linear limitado L :

X —— Y que associa a cada b€ X um a € Y tal que
div(a) =b, sex €

a=0, se x € 2.
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Além disso, existe C > 0 tal que

|Lb|1,ﬂ <G |b|o,ﬁ € |Lb|k+1,a <G |b’k,a'

(ii) Se & é uma matriz n x n, defina

Q&) = det(I +&) — 1 —tr(¢).

Podemos achar Cy > 0 tal que se wy, wy € C*, com |w|,, [wa|, < 1,

entao
|Q(w1) — Q(w2)l,, ., < Caol|wily + waly) [wr —waly, -

Observe agora que se definimos v(x) = u(z) — z, entdo (5.11) é equivalente a

diviv) = f —1-=Q(Vv), sex €

v=0, se x € 0N2.

(5.12)

Observe ainda que se N(v) = f — 1 — Q(Vv), entdo (5.12) é satisfeita para
todo v € Y tal que

LN(v) =wv. (5.13)
Note que a equagao (5.13) estd bem definida, pois pelo Corolario (5.2) temos

que
[ Nonas = [ (@)~ 1- QVota)lda
= /Q[f(x) + div(v(x)) — det({ + Vo(x))]dz = 0.
Sejam r > 0 e B, = {u € C*12(Q,R");u = 0 em 09 e lul; 5 < 7} Sejam

f € C**(Q) tal que

1 1

1l . <mind — - —
/= tlo,g < min { 8C3Cy 20,

} er=201[f—1lyz-
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Se v, w € B,, entao

[LN(v) — LN(w>’k+1,a < Ci|N(v) - N(w)lk,a =C1|Q(Vv) — Q(vw)|k,a
< G|V, + [Vely) [V = Vo, = CLCalIVo]y + [Vly) [V (0 — w)],

1
< CiGy(Jvly g+ [wly g) v — W]y o SACTC2[f = g glv — W]y, < ) [0 = w0

Ou seja,

LN ) = EN@) 10 < 5 o= w0l (5.14)
Além disso,
LNO)ly5 € CLINO)g 5 = CilF = Uy 5 = 5.
Sabendo que a igualdade (5.14) vale para @ = (3 e k = 0, temos
LN ()~ LN ()5 < 3 v~ wl, 5.
Dai,

1 r T
|LN(U)’1’ﬁ S 5 |U’1,ﬂ + ’LN(O)‘Lﬁ S 5 —+ 5 = 7.

Com isso, concluimos que LN : B, — B, é uma contracao, o que implica

que existe v € B, tal que (5.13) é satisfeita. Isso prova o Teorema 5.3. [

Teorema 5.4. Sejam k > 0 um inteiro , 0 < a < 1 e Q C R" um
aberto limitado tal que 0Q € C*+3e. Se f € CP*(Q), com f > 0 em Q
e / f(x)dx = VolQ, entdo existe u € Dif*1%(Q) satisfazendo a

Q

det Vu(z) = f(x), sex €

u(z) =z, se x € 0L2.
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Demonstragio. Pela densidade de C*(Q2) em C**(2) com relacdo a norma
de C%%(Q), sendo 0 < B < a < 1, existe g € C(Q), com g > 0 em Q, tal
que

i
9

<e€e / M = VolQ),
0,3 Q g(l’)
onde € é dado pelo Teorema 5.3 (Para maiores detalhes, ver Lema 5.3 no

Apéndice).
Seja b € Dif*1%(Q) a solucao de
/()

g(x)’
b(x) =z, se x € 09.

det Vb(z) = se x € Q

Observe que tal solucao existe pelo Teorema 5.3. Observe ainda que, pelos

teoremas de mudanca de varidveis e da aplicacao inversa,

/Qg(x) det Vb(z)dx = /bl(Q) g(x) det Vb(x)dx
g(b™"(y)) det Vb(b™"(y)) - det Vo' (y)dy
g0~ (y)) det Vo(b™' (y)) - det(Vb(b™" (y))) " dy

g(b™" () det[Vb(b™" (y)) - (VB(b~'(y))) ' ]dy =

S— — S— 15—

g(b~1(y)) det Idy = / g (b~ () dy.

Com isso, temos que

/g(b_l(y))dy = /g(x) det Vb(z)dx = / f(z)dz = Vol.
Q Q Q
Dai, pelo Teorema 5.2, existe a € Dif*1%(Q) tal que a é solucao de

det Va(y) = g(b"'(y)), sey €
a(y) =y, se y € 0.
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Finalmente, observe que u = a o b resolve o problema do Teorema 5.4, pois

det Vu(z) = det(Va(b(z)) - Vb(z)) = det Va(b(z)) - det Vb(x)

— 07 0@) - L = f(o), para a0

U

e, para x € 09, u(x) = a(b(z)) = x.

Demonstracio do Teorema 0.1. Pelo Teorema 5.4, existem u, v € Di fF+12(Q)

tais que
det Vu(z) = M, se x € ()
fy)dy
19
det Vo(z) = M, se x €
/ 9(y)dy
Q
\ u(z) =v(x) =z, se x € 02
Defina ¢ = v~ ! o u. Dali,

Vo(r) = Vot (u(z))Vu(z) = [Vv(v_l(u(a:)))]fl Vu(x).

Donde se segue que

_ 1 ety - @ ‘/Qg
AT T ) R ) 1
Portanto
| oty @ ,/Qg_ .,
9(p(z)) - det Vp(x) = g(p(z)) 2(o(@)) /f—f() A
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Apeéndice

A seguir, mostraremos que C* ¢ denso em C** com relagao a norma |.|o 3,
0 < 0 < a < 1, e apresentaremos um importante resultado geométrico

utilizado no Teorema 5.1.

Lema 5.3. Seja f € C**(Q), f > 0 em Q. FEntdo dado ¢ > 0 existe
g€ C0®(Q), comg>0emQ, tal que

;-
9

1@ _y,
See/gg(x)—VlQ.

076

Demonstragdo. Pela densidade de C* em CF, existe uma seqiiencia {g,} C
C*, g, > 0 em Q, tal que |f — gu|x — 0. Dai, pela desigualdade de inter-

polacéo (Proposigao 1.1), temos que
|f = gulos < CIf = gnlo — e1lf = gnlka-

Vamos mostrar que a seqiiéncia [f — gu]r.o ¢ limitada.

Observe que

[ DY(f(2)=gn(2)) =D (f(y)=gn ()| < D7 f(2)=D"gn(x) |+ D f(y)=D"gn(y)| — 0,

para todo z,y € Qe || < k.

Portanto, passando a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos assumir

que

D7 (f () =gn(2)) =D (f (y)=gn ()| = [D7(f(2) =gns1(2)) = D" (f (y) =gn+1(y))|-
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Como para cada n temos

(DY (f(x) = gu()) — DV (f(y) — 9a(y))]
|z —y|* -

segue que

F = arln = sup sup 21U @) = 90(@)) = D) ~ )]

[v|=Fk z#y |$ - ?J|a

para todo n > ny.

Com isso, concluimos que

|f - gn|0,/3 — 0.

Agora seja p = igff(.r). Existe ny € N tal que n > ny = |gu(z) — f(z)] <
g, para todo x € €. Dali, —g < gnl(z) — f2) < ‘g, donde se segue que
—g + f(z) < gn(z). Logo, para n > ny, temos g < igfgn(x).

Portanto, para todo x € €2 e n > ny suficientemente grande, temos
f(=) ‘ ‘f ‘f —gn(z)| _ep/d _ €
gn(r) p/2

p/2 2

Logo

0

Além disso, para n > n; suficientemente grande e x # y, temos

f(z) _M‘ f@) _ga(@) _ f) | W)
gn(®)  gaW)| _ |gn(x)  9a(®)  9n(y)  9n(y)
|z —y|? |z —yl?
1 [f(z) — gnlz) = (f(y) — 9u(y))] B 1 gu(z) — gn(y)]
< @ = yP W00 o=
1 f(@) = gnl@) — (f(y) — gn(y))] N 1
/2 P +1f(y) gn(y)l(p/z)QN
< %



onde |g,|0,3 < N, para todo n.

Portanto, para n suficientemente grande, temos

i -1 <e.
dn 0,3
. . An f .
Finalmente, seja g,, = gn———=, onde \, = ~—. Para n suficientemente
Vol(2 Q 9n
grande, temos
1 1 1
S g g —
(14+€)Vol2 = A\, = (1 —¢€)VolQ
Portanto
N f
7, 0.8 Gn(An/VolQ) 08 |9n(Aa/VoIQ) A, /VoIQ2| | A,/ VoI
< VolQ2 | f n 1 < 1 N 1 1
— — _ — € —1].
D VR 08 An/VoIQ2 0g  (1—¢€) (1—¢)
Além disso,
f / f VolQ2) / f
/Q In @ 9n(An/VoIQ) A Ja 9n
Isso prova a afirmacgao. m

Concluiremos este trabalho com o seguinte resultado:

Lema 5.4. Seja 2 € C** um dominio limitado. Seja d(.,00) : Q@ — R a

funcdo distancia de x € Q a 0.

(a) Vd(x,00) = —v,, para todo x € OS).

(b) Se p e C® €tal que p =0 set ¢ (—0,9), com & > 0, entdo existe
6o < 8 positivo tal que p(d(z,00)) € C*.

Demonstracao. Para provar a primeira parte, seja xo € 0€2. Existe uma bola

B, C Q tal que xq € 0B,. Além disso, existe uma bola Br C R" tal que
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BrNQ =10exy€ dBg. Observe que Vd(xg,dB,) = Vd(xg,0Br) = —v,, €

que
lim d(xzo £ he;, 0B,) < Tim d(xg £ he;, 00) < Tim d(xo £ he;, GBR)‘
h—0 h h—0 h h—0 h
Portanto

Vd(z0,9Q) = —vs,.

Para a segunda parte, observe que o conjunto dos pontos de nao diferenci-
abilidade de d(z,09) é fechado. Portanto, 0 < dy = infd(x,0f2), onde o
infimo é tomado sobre o conjunto dos pontos tais que Vd(x,dS)) nao existe.
Isso é verdade porque nao pode existir uma seqiiéncia {x,} de pontos da
forma acima tais que z,, — o € 02, j& que o conjunto dos pontos de nao
diferenciabilidade de d(z,09) é fechado e que d(x,012) é diferenciavel em
xg. Para cada xy € 09 considere a bola By, (o), onde dy = d(zg, 02). Ob-
serve que UBy,(x9) é uma cobertura de 092. Sejam M uma subcobertura
finita de UBy,(z¢) e dy = Llelgw |z — y|. Dali, tomando 0y < min{d;,d}, temos
p(d(z,00)) € C*. - O
Observagao 5.2. Considere o conjunto L = {x € Q;d = d(z,00) < di} e a
bola By, (y), ondey € OL. Note que a fun¢ao d(.,0Bqg, (y)) : Bg, (y)NL — RT
é diferencidvel, pois d(x,0Bq, (y)) € diferencidvel para todo x € By, (y) —{y}.
Sejam agora By C R™ wma bola tal que B NQ = () e z1 € 0B, onde
di = |y — x1|. Pelo mesmo argumento anterior, temos que Vd(z,0) =

d([E, aBCh (y))
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