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Resumo

Descrevemos um resultado obtido por Joao Lucas Barbosa e Manfredo Perdigao do
Carmo, publicado na Mathematische Zeitschrift em 1984, sobre estabilidade de hiper-
superficies com curvatura média constante nao-nula imersas no espaco Euclidiano de
dimensao n + 1. A motivagao principal deste trabalho é a demonstracao do seguinte
resultado:

Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n, compacta, orientdvel e x uma
imersao com curvatura média constante nao-nula da variedade M no espaco Euclidiano
de dimensao n + 1. Entao x € estdvel se, e somente se, a imagem de M por x € uma
esfera redonda.

Fazemos a demonstracao deste resultado em duas partes, na primeira mostramos,
através de um exemplo, que a esfera redonda é uma hipersuperficie estavel. Na segunda
parte, demonstramos que todos os pontos de uma hipersuperficie com essas caracteristicas
sao umbilicos e pela compacidade da hipersuperficie, é a esfera redonda.

Observamos que muitos outros trabalhos se originam do artigo de Barbosa e do Carmo
dentre eles, citamos dois trabalhos, um de Barbosa, do Carmo e Eschenburg de 1988 e o
outro de Wente de 1991. O primeiro, trata de uma generalizagao do Teorema de Barbosa
e do Carmo, e o segundo, traz uma nova demonstracao do mesmo resultado usando uma
variagao paralela.
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Introducao

Este trabalho descreve um resultado obtido por Joao Lucas Barbosa e Manfredo
Perdigao do Carmo, publicado na Mathematische Zeitschrift em 1984, sobre estabilidade
de hipersuperficies com curvatura média constante nao-nula imersas no espago Euclidiano
R™*1. A motivacao principal deste trabalho é a demonstracao do seguinte resultado:

Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel e x : M™ —s R"! uma
mmersao com curvatura média constante nao-nula. Entao x € estavel se, e somente se,

z(M™) C R € uma esfera redonda S™ C R™*1.

Inicialmente, observamos que a condi¢ao de x ter curvatura média constante, H, é
equivalente ao fato conhecido de x ser ponto critico de um problema variacional. Mais
precisamente, a imersao x tem curvatura média constante nao-nula se, e somente se, x
é um ponto critico da n-area A(t) para todas as variagoes com suporte compacto z; de
x, t € (—€,€), vg = x, que deixam constante o “volume” V' (t) de a4, isto é, V (t) = V(0)
para qualquer t € (—e¢, €). Os detalhes de tais fatos serao vistos na se¢ao 1.2 .

Problemas variacionais do tipo acima sao chamados problemas isoperimétricos. Um
procedimento padrao para determinar os pontos criticos destes problemas é, em analogia
com os multiplicadores de Lagrange, procurar os pontos criticos da funcao .J, dada por

J(t) = A(t) + \V (D),

onde \ é constante e as variagcoes x; de x possuem suporte compacto.

No entanto, quando calcularmos a segunda variagao, os dois problemas nao estao dis-
tantes de uma certa equivaléncia. Tal fato tinha sido indicado no texto classico Calculus
of Variations, ver [3]. Quando A = nH, os pontos criticos para ambos os problemas sao
os mesmos. Assim encontramos uma relacdo entre eles da seguinte forma: A”(0) > 0
para variagoes de suporte compacto se, e somente se, J”(0) > 0 para variagoes de suporte
compacto e que satisfazem a hipdtese adicional de ter média zero, ou seja,

fdM =0,

M’)’L
onde f é a componente normal do vetor variacional. Ver Proposigao 2.2.2.



A definicao de estabilidade, que sera usada neste trabalho, esta associada ao fato da
segunda variagao A”(0) ser nao negativa para variagoes de suporte compacto. Entao,
pelas consideracgoes acima, temos que, para uma imersao x com curvatura média con-
stante nao-nula ser estavel, basta que J”(0) > 0 para variagbes de suporte compacto
que satisfazem a condicao de média zero. Neste trabalho a hipdtese de média zero é
fundamental porém, em Mori [8], podemos encontrar uma definigao de estabilidade sem
usar a condicao de média zero. Assim, com a nossa definicao de estabilidade, a esfera
S™ ¢ R™*! ¢ estdvel, como demonstrado no Exemplo 2.2.1. Dai, temos que se z(M") é a
esfera S C R"™! entdo z é estdvel. A reciproca dessa afirmacao, ou seja, a completude
da demonstracao do resultado principal, depende de um critério de estabilidade, dado
por uma férmula integral. Além disso, varios resultados preliminares sao usados antes
de concluirmos esta prova.

Observamos que, em [7], Hsiang, Teng e Yu apresentaram exemplos de hipersuperficies
nao esféricas x : M"™ — R""! n > 2, que tem curvatura média constante. Claramente,
pelo resultado principal, estas imersoes sao exemplos de hipersuperficies nao-estaveis.

O trabalho esta dividido em trés capitulos. No capitulo 1 abordamos os conceitos
de curvatura média, obtendo resultados que serao fundamentais para o desenvolvimento
deste trabalho. Iniciaremos o capitulo 2 com os conceitos de variagao de uma imersao,
area e volume de um certo dominio. Logo em seguida, demonstraremos as féormulas da
primeira variagao (area) e da primeira varia¢ao do volume. Apresentaremos os problemas
variacionais e o Teorema 2.2.1. Também neste capitulo, introduziremos o conceito de
estabilidade e mostraremos uma relacao entre A”(0) e J”(0) com a hipdtese adicional
de média zero. Usando este fato, mostraremos que a esfera é estavel. O capitulo 3
contém resultados sobre a func¢ao suporte de x e a demonstracao do teorema principal.
Finalmente, usando a férmula de Bochner-Lichnerowicz, escreveremos um apéndice com
a demonstracao do calculo do primeiro autovalor nao-nulo do Laplaciano na esfera.

Depois da adequada definicao de hipersuperficies estaveis, dada por Barbosa e do
Carmo, ocorreu um grande avanco na linha de estabilidade. Dentre os varios trabalhos
que usam o artigo [1], vejamos alguns resultados.

Em 1987, ver [10], Alexandre Silveira considerou uma variedade M completa nao-
compacta de dimensao 2 e mostrou que, se x : M — R3? é uma imersao com curvatura
média constante estdvel, entao x(M) C R? é um plano.

Em [2], Joao Lucas Barbosa, Manfredo do Carmo e Jost Eschenburg generalizaram o
Teorema de Barbosa-do Carmo, a saber:

Sejam M"(c) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura sec-
cional c e x : M™ — M"™(c) uma imersao de uma variedade diferencidvel M™ com

curvatura média constante. Entdo x é estdvel se, e somente se, x(M™) C M"(c) € a
esfera geodésica.

Ernst Heintze, ver [6], usando estimativas do primeiro autovalor do Laplaciano,
demonstrou o Teorema de Barbosa-do Carmo no caso em que M"+! = R*+1 H

No ano de 1991, Henry Wente, no artigo [11], deu uma prova alternativa do Teorema
de Barbosa-do Carmo. Ele exibiu uma variacao paralela da imersao z : M" — R



que preserva volume, permitindo calcular a segunda variacao da area A”(0).
Finalmente, gostariamos de ressaltar que sao inimeros os trabalhos envolvendo o
conceito de estabilidade dado por Barbosa e do Carmo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos e resultados basicos que serao tteis
no desenvolvimento deste trabalho. Comecaremos com os conceitos de curvatura média
e segunda forma fundamental, posteriormente, apresentaremos alguns resultados. Parte
substancial desse capitulo encontra-se em [5].

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana de dimensao n > 2 e x : M" — R
uma imersao. Denotemos por (,) a métrica em R™"! e, associada a esta métrica, seja
V a conexdo Riemanniana em R”''. Considere em M" a métrica induzida por z e V
a conexao Riemanniana de M"™. Lembremos que, se X e Y sao campos locais em M",
obtemos

= T
VxY = (VgY)
onde X eY sdo as extensoes locais, respectivamente, de X e Y aR"**! e T, como expoente,

significa a componente tangente do vetor. Indicaremos, para simplificar a notacao, a ex-
tensao do campo local X por X.

Consideremos y(M™) o espago dos campos de vetores diferencidveis em M™ e y(M™)*+
o espaco dos campos de vetores diferenciaveis normais a M". A segunda forma fun-
damental da imersao x é a aplicacdo B : x(M™) x x(M™) — x(M™)*, definida por
B(X,Y)=VyxY —VxY, VXY € x(M").

Visto que, para todo p € M", B é uma aplicacao bilinear simétrica, entao, para
cada vetor unitario N normal a M"™ em p, podemos associd-la a uma aplicacao linear
auto-adjunta Sy : T,M" — T,,M", dada por

(SN(X),Y)=(B(X,Y),N), VX,YeT,M",

onde T, M™ representa o espaco tangente a M" em p.
Dai, vamos definir a curvatura média H da imersao x : M"™ — R"*! por

H= %tr(SN). (1.1)
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Aqui tr (Sy) significa o traco da matriz da aplicagdo Sy.
Agora, vamos escrever a norma da segunda forma fundamental por
IB]I* = tr (Sw(Sn)") ,

onde (Sy)! representa a transposta da matriz associada a aplicacao linear Sy.
Seja {1, ...,x,} uma base ortonormal de x(M") de forma que diagonalize a matriz
(Sy). Chamamos de curvaturas principais de x os nimeros reais ky, ..., k,, tais que

Assim a matriz da aplicagdo Sy na base {zy,...,z,} é

(Sn) = (dijki) ,

onde d;; ¢ o delta de Kronecker.
Portanto, reescrevendo ||B|| e nH em termos das curvaturas principais, temos

|B||* = tr (Sn(Sx)") Zk2 e nH=tr(Sy)= Zk (1.2)

Inicialmente, vamos expressar a norma da segunda forma fundamental e a curvatura
média da imersao x em coordenadas.

Lema 1.0.1. Sejam {eq,...,e,} um campo de vetores ortonormais definidos numa vizi-
nhanca V dep € M™ e N € X(M”)L. Entdo

@) 1BI* ) = Y ((Veies, N))’ ZW N,V.,N)(p)

2]1

Z q" V ek,N> V peV. Aqui g*(p) sio as entradas da matriz
i,k=1

inversa da matriz (9. (p)) = ({es, ex))(p)-

Demonstragao. (i) Sejam N € xy(M™)* e X,Y € x(M"). Entdo (N,Y) = 0. Isto
implica que

(VxY,N) = (-VxN,Y).
Dai
(Sn(X),Y) = (B(X,Y),N) =(VxY,N) = (-VxN,Y), (1.3)

pois (B(X,Y), N) = (V¥ = Vx¥,N) = (VxV = (V)" N ) = (VxV, N).

Visto que S N( ) é um campo vetorial tangente a M", podemos escrever

Sy(X) = —-VxN.

Representamos a aplicagao linear auto-adjunta Sy na base {eq, ..., e,} pela matriz
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(Sn) = ((=Ve,N,ej)).

Assim (Sy(Sn)") = (cri), onde ¢ = Z (Ve N, e;) (Ve N, e;).
=1
Logo ’

n n

IBIF =t (Sw(S)) =2 i = D (Tuoe) (Ve Nocs).

Sabemos que (N, e;) = 0 implica

<vejN7 €i> = — <N, v€j€i> .
Dai, usando (1.3) na igualdade acima, tem-se
<vejN7 €i> = - <B<€j7 ei)u N>
= - <B<6i7 ej)a N>
— N,V
= <veiN, 6j> .
Desta forma, substituindo (1.5) em (1.4), temos que

n

1BI7 () = 3 ((VeN.e))” (0).
ij=1
Agora, como (N, N) = 1, entao
(Ve,N,N) =0.

Ou seja, V., N é tangente & M" e pode ser escrito da forma

veiN = Z <veiN, 6k> €.

k=1

Finalmente, vemos que

Jvkzl

Portanto

12
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(1.5)



n

IBI? () = (Ve,N,Ve,N) (p)

i=1

(73) Considerando Sy (e;) E a;jej, temos

(SN) = <<Z aijej,ei>> .

Dai, tr (Sy) = Z @i
i=1
Logo

<SN 61 <Z a’l]ej7€k> = Zaijgjk-
j=1

Assim

ai = Y g™ (Sn(e:) ex)
k=1
Usando (1.1) e a defini¢ao de Sy, obtemos

n

nH =tr(Sy) = Zau = Z 9" (Sn(e;), er) = g% (Ble;, ex), Z g <V ek,N>

i,k=1 i,k=1 i,k=1

Agora, sejam M"™ uma variedade Riemanniana e p € M™. Um referencial geodésico
de p é o campo de vetores ortonormais {ey,...,e,} € x(M") definidos numa vizinhanga
V. .C M"™ de p, tal que V.e;j(p) =0,Vi,j=1,...,n

O proximo resultado nos fornece mais uma relacao em coordenadas para a norma da
segunda forma fundamental.

Proposigao 1.0.1. Sejam x : M™ — R"™! uma imersao e {e,...,e,} um campo de
vetores ortonormais definidos numa vizinhanca de p € M™ . Entao

n

S (VeVaN,N) (p) = — |BI* (p)-

i=1

Além disso, se a curvatura média H € constante e {eq,...,e,} € um referencial geodésico
dep e M™, temos

n

Z (Ve,Ve,N,ep) (p) =0, Vk=1,...,n.

i=1
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Demonstragao. Derivando a equacao (1.6),
(Ve;N, V.. N)=—(V.V.N,N). (1.8)

Dai, substituindo (1.7) em (1.8) vemos que

S (VTN N = 3 (TN, o).
i=1 ij=1

Logo, pelo item (i) do Lema 1.0.1, temos

> (Ve Ve N,N)=—|B|.
i=1
Agora, provaremos a tultima afirmacao da Proposicao 1.0.1. Com efeito, sabemos que

(VeN,ex) = — (N, Voer).

Entao, calculando e; <V6iN , ek> = —¢; <N , Veie@, encontramos

<veiv€iN7 €k> + <v€¢N7 veiek> = - <v62‘N7 veiek> - <N7 veivei€k> . (19)
Sabemos que (veiek)T = (Vg,ex). Como o referencial é geodésico, entao (veiek)T =
0. Usando este fato e observando que V., N € y(M™), obtemos

VeV, Veer) = (V. (Veer)” + (Veer) ) = (VoV, (Veen) V) = 0.

Segue-se, por (1.9),

WEZVQN, ek> (p) = — <N, Veiveie@ (p).

Visto que a segunda forma fundamental é simétrica e o espaco Euclidiano possui
curvatura seccional nula, temos, respectivamente,

veiekqg) = vekei(p) € veivekei(p) = Vekveiei(p)'

Assim
i(?eﬁeil\ﬂeﬁ () = _iw,vemekﬂp)
i=1 L
- _i@vﬁeﬁek@ (p)
i=1
_ _zan,VeﬁezeJ (p)
Portanto h

14



=1 i=1

En: (Ve,Ve,N.er) (p) = — <N, Ve (i veiei> > (p)- (1.10)

Agora, sabendo que nH = tr (Sy) e que cada entrada da matriz (Sy) é dada por

(Sn(ei), e5) = (Blei, e5), N) = (Veye5, N)
podemos escrever nH da seguinte forma:

n

nH = Z (Sn(ei), e) = Z (Veei, N). (1.11)

i=1

Usando o fato que H é constante, obtemos

e <<N,Zveiei>> = e, (nH)
i=1

<VekN, Zveiei> + <N, Ve, (Z Veiei)> =0
i=1 i=1

<73kN,ZVeiei> - <N,vek ( v) > |
i=1 i=1

Finalmente, substituindo a expressao acima em (1.10), vemos que

Z <veive¢N7 €k> (p) = <vekN7 Zvei€i> (p)

i=1 i=1

_ <vekw, Zl (Vo) + (veiei)N)> ()

3

pois V., N é tangente & M™ em p.

Mostraremos agora uma relacao entre a norma da segunda forma fundamental e a
curvatura média da imersao x.

Lema 1.0.2. Sejam z : M"™ — R uma imersao e p € M™. Entao
IB]I* (p) = nH(p).

Além disso, a igualdade ocorre em p se, e somente se, p € um ponto umbilico.

15



Demonstracao. Primeiramente, afirmamos que

n

S (24K = (- R 112)

i<j
Provaremos a afirmacao usando inducao finita. De fato, para n = 2,

(K +k5) = 2= 1) (K +£3).
Agora, vamos supor que a igualdade (1.12) seja verdadeira para n = s. Assim

s

> (K +E) :(s—l)Zkf.

i<j
s+1
Somando Z (1%2 + kf) em ambos os membros da equacao acima, encontramos
o :
SRR+ (K +k) = (kF+k)+(s—1) Zk
i<j i<j i<j
ou seja,
s+1 s+1 s
S (R+E) = (s—1) Zk2+z K24+ k2) = (k2 + k)
i< i<j i<j
s+1

= sZkf
i=1

Logo (1.12) também é verdadeira para n = s + 1. Portanto verdadeira para todo n,
provando nossa afirmagao.

Com isso, voltaremos a demonstracao do Lema.
Tomando ky, ..., k, as curvaturas principais de z em p € M™, entao, por (1.2), podemos
escrever

IBI” ~ (nH) = Y2 - (Z @-)

= =2 kik;. (1.13)

i<j
Sabemos que,

n

Z(ki—kj)2:2n: K+ k) ZQkk:

1<j 1<j 1<j

Entao, substituindo as expressoes (1.12) e (1.13) na equagao acima, obtemos

16



d (ki—k)*(p) = (n—1) Z k2 (p) = 2kik;(p)

- — - DB )+ 1BI? () - n2H(p)
— 0 (IBIF (p) — nH2()) (1.14)

Dai, como Z (ki — k;)* (p) > 0, temos

IB|? (p) > nH?(p).

Usando a expressao (1.14), a igualdade acima ocorre em p se, e somente se, k; = k;
Vi, j. Isto é, se p for um ponto umbilico. [

17



Capitulo 2

Primeira Variacao e Problemas
Variacionais

Neste capitulo trataremos das férmulas para a primeira variacao da area e de volume,
apresentaremos problemas variacionais para hipersuperficies com curvatura média cons-
tante e definiremos estabilidade.

2.1 Primeira Variacao

Esta secao aborda a definicao de variacao para a imersao x e as férmulas para a primeira
variacao da area e do volume. Vamos iniciar com um importante conceito que, a partir
deste momento, sera muito utilizado neste trabalho.

Definicao 2.1.1. Sejam D wm dominio relativamente compacto com bordo suave e D o
fecho deste dominio. Uma variacao da imersio v : D C M™ — R ¢ uma aplicagdo
X :(—€,6) x DC M™ — R"*! de classe C™, para € > 0, tal que

(i) cada aplicacdio x; : D — R, definida por z,(p) = X (t,p), é uma imersao;

(ii) xo = x.

Dizemos que z; é uma varta¢ao que fixa o bordo 0D, se, para todo p € 9D,

2¢(p) = 2o(p)-
Denotaremos por

£(p) = axatip) li=o0,

o vetor variacao de x;, para p € D.
Uma variacao é dita mormal, se, para todo p € D, o vetor variacao é da forma

&(p) = f(p)N(p), onde f(p) é um nimero real.

~ J o) t . . .
Agora, vamos ver a expressao local da métrica (,)" em M™ induzida por z;. Sejam
{e1,...,e,} um referencial ortonormal numa vizinhanga de p € D e {duy,...,du,} suas
respectivas 1-formas locais duais, isto é, para um campo local Y,

18



du;(Y)=(e;,Y), i=1,...n.
Dados Y, Z € x(D), podemos escrever

Y = iyiei e /4= iziei.
i=1 i=1

Logo

v, 2)" = (da,Y,dx,Z)

= Z yizj (dxie;, dree;)

ij=1
= Y dui(Y)du;(2)gy;(t)
ij=1

= > (dw ®duy) (Y, Z) gi(t)

1,7=1
ij=1

onde g;;(t) = (dxie;, dxre;) e (du; @ duy) (Y, Z) = du;(Y)du,(Z).
Desta forma, obtemos

()= gii(t)du; @ du;.

ij=1
Vejamos que, para cada dominio relativamente compacto D C M™, a fun¢cao drea
A:(—€,6) — R é definida por

Ap(t) = /D dM,. 2.1)

onde dM; é o elemento de n-area de M™ na métrica induzida por x;.

Agora vamos definir a fun¢ao volume num caso mais geral. Seja X : (—¢,e) x M™" —
M"*Y(c), € > 0, uma variacao da imersdo x : M" — M"*1(c), onde M"*'(c) é uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional ¢. O volume de M™ é da forma:

Vige(t) = / X*dil. (2.2)
[0,t] x M™
Aqui dM é o elemento de volume na variedade M"*!(c).

Particularmente, quando M"*!(c) = R""! temos que a funcdo volumeV : (—¢,¢) —
R do dominio relativamente compacto D C M™ é dada por
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Vo(t) — / dor.. din
D

1
n-+1
1

= Ny) dM, 2.
el AL 2.3)

/ div(mlel + ...+ l’n+1€n+1)d{)’}1...dl’n+1
D

onde div representa o divergente do campo e a tltima igualdade foi obtida pelo Teorema
da Divergeéncia.
Dizemos que uma variagdo preserva volume, se Vp(t) = Vp(0), para todo t €

(—¢,€). )
Agora, escrevendo a expressao local do elemento de n-area de M™ na métrica (, ),

dM; = /g(t)duy A ... A du, = +/g(t)dMo, (2.4)
onde g¢(t) = det(g;;(t)) e dMy = dM.

O préximo resultado, que envolve a derivada do elemento de n-area, nos auxiliard na
demonstracao da Férmula da Primeira Variagao.

Lema 2.1.1. Parat = ty € (—¢€,€) fixo e p € M", a derivada, com relagio a t, do
elemento de n-drea € dada por

d

23 IMile=t = —nHe fro (P)dMy, + ;ei (Lo i) (t0,) WMo,

onde Ty, € um vetor tangente a M™ em (to,p).

Demonstragao. Sejam {uj,...,u,} um sistema de coordenadas normais em p € M"

com relacdo & métrica (,)*, definido numa vizinhanca V. .C M™ de p e el* = 5 (to,q),

(]
. ~ e . t
parat = 1,...n e ¢ € D. Entao, pela definicao de coordenadas normais, {610,. eto}

o Cpy

forma uma base ortonormal de T, M™ com rela¢ao & métrica (, Vo e V.« e?’ (p) = 0.
9  Ox 1
Denotaremos por e; = dry.el’ e B = dr.— = —.
POt G = & ot~ ot

Agora, derivando a expressao (2.4), temos

d 0
%thLf:to = a V g(t)lt:tothO'

Vamos calcular %\/g(t)]t:to, onde g(t) = detG(t,p). Assim,
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0 0
5V 9=, = 5V detG| i,

0
1 adetGh:to
2 \/detG(tg, p)

10
— —_ (detG(t,p)) |t:to

20t
— 19 (detG(to, p)) (0Géi,p)) lt=to

20t

~ %tr (aGg;p)) s, (2.5)

pois G(tg,p) = 1d.
. (0G 0 -
Os elementos da matriz Eh:to = E‘t:to gi;(t) | sao dados por

0 0 0 — =
§|t=togij(t) = §|t:t0 <dl’t6§0, d$t€§0> = Eh:to <€i7 6j> = <VE€1'7 €j> + <6i, VE6j> . (26)

Visto que (—¢,€) x M"™ tem estrutura diferencial de produto, obtemos que

lei, E] =0, Vi=1,..,n.
Com efeito, fixe ¢ € M™ e escolha uma parametrizacao y : W C R* — M™",
y=(y1,-,Yn), de M™ em q. Agora, seja
7:RXW — (—€,¢) x M"

a parametrizagao de (—e, €) x M™ em (t,q), dada por g(t,p) = (¢,y(t)).
Assim, nesta parametrizacao, temos

= 0 0
ei(t,q) = Zai<Q)a_yi e E=o.

=1

Portanto, se g : (—e¢,€) x M™ — R é diferenciavel, entao

lei, El(9) = ei(E(g)) — E(ei(g))
0 ~ 0
= ¢ (a—?> —F (Zai(q)8i>

i=1

Logo [e;, E] = 0 e, portanto,

Ve, E —Vige; =0. (2.7)



Dai, usando a equacao acima em (2.6), segue-se que

0 — _
§|t=togz’j(t> = <VEei7€j>+<ei7vE€j>

= (VeE,e)+ (e, Ve, E)

- (5 (8 ) (o (3)

Desta forma, por (2.5), tem-se

\/_It oy = —i aatlt 0 9ii(t) = i<v (gf) i>(t0,p>' (2.8)

=1 =1

Sabemos que

Oz(p)
D) )Np) + T,

onde T}(p) é um vetor tangente & M™ em (¢, p).
Como N, é um vetor normal & M" com relacdo & métrica (,)", vamos reescrever
(2.8) da seguinte forma:

n

d _ "o
avg(mt:to - Z i(f) (N, €)1y ) +th0 ) (Ve, N, €i>(t0,p)+Z<v6iT7€i>(t0,p)
=1
— tho (Ve N, e +Z VeT,e)

(2.9)

pois N é ortogonal a e; em p.

Agora calcularemos cada termo de (2.9). Comegaremos com o termo Z fio(P) (Ve, N, €;)

Usando a expressdo (1.3) em (1.11), vemos que - o
nHy = tr(Sx,) = i@%(ez) o
_ _iﬁeimg,e»m z;a
Dai, i i
fro(p i(VQNtO,e»( 5 = 1 Hi fio(p)- (2.10)

=1

Para o termo Z (Ve,T,e;)

i=1

(o) 4€ (2.9), obtemos
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<veiﬂo7 ei> = € <E07 ei)(to,p) - <E07vei€i>(
= €& <Tto: ei)

t0,p)

(2.11)

(to,p) ?

= = \N
po1s Veiei(p) = (veiei) (p)
Desta forma, substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9), temos

a n
ot V 9=ty = —nHyy fro + Z ei (Tt €i>(t0,p) .

i=1

Portanto

d

a n
athL‘/:to Vv 9(O)|i=ted My, = —nHy, fr,dMy, + ; ¢i (T, ei>(to,p) dMy,-

Neste momento, ja dispomos de todas as ferramentas necessarias para a demonstracao
da Férmula da Primeira Variagao.

Teorema 2.1.1. (Férmula da Primeira Variagao.) Para toda variagio X : (—¢,€) X
D — R que deiza o bordo fizo, temos, em t = 0,

A (0) = —n /D FHAM, (2.12)

0X

onde f = <E

(0,p), N> € a componente normal do vetor variagao &.

Demonstracao. Iniciaremos a prova para t =ty € (—¢, €) fixo.
Derivando a equagao (2.1) em relacdo a t e, em seguida, fazendo t = ty, obtemos

d d
A/D(tO) = %/Dthhto :/DEthhto-

Usando o Lema 2.1.1, temos

d
A/D(O) = /D%thh:to

- - / nHy, frydMi, + / > i ((Tios ) ) M
D D=1

= — / TLHtO ftOthO
D

—|—/ d (Z (1) (T, €i) (0. p) AUL N\ o A du; A ... A dun> ,
D

=1
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onde u indica que o termo u nao aparece.
Aplicando o Teorema de Stokes, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte
forma:

AL(0) = —/ nHy, fi,dMy, + Z/ (=) (T, €i) (r0,p) QUL A o Ay A A dty
Por outro lado, temos que T3, = 0 em 9D, pois a variacao fixa o bordo de D. Logo

/ (= 1) (Thg, € () Bt A o Adtig A Aty = 0.
oD

Dali,

A,D(t0> - _/DnHtoftotho

para todo t fixo. Em particular, para t = 0,

AL (0) = —/DandM.

Vejamos agora a féormula para variacao de volume.

Lema 2.1.2. Seja X : (—¢,€) X D — R""! uma variagdo que deiza o bordo firo. Entdo
a primeira variacao de volume em t =0 € dada por

Vh(0) = /D JdiM, (2.13)

0X
onde f = <E(O,p), N> € a componente normal do vetor variagao &.

Demonstragao. Dada a variacio X : (—e,€) x M™ — M"*1(c), sejam p € M™ fixo e
{e1, ..., e, } um referencial ortonormal numa vizinhanca V' de x(p). Assim
X*dM = b(t, p)dt A dM,
onde 3
b(t,p) = X*dM = b(t,p)dt N dM (E,el, ...,en>

_ (0X

= dM (E,dxtel,...,dxten)
0X

= vol (E’ dxieq, ..., dxten)

0X
= <W’N>-
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Agora, usando o Teorema de Fubini, podemos escrever

/ b(t,p)dt A dM = ( / b(t, p)dM) dt.
[0,t]xD 0,4 \JD

Logo, derivando a expressao (2.2) em relacao a t e, em seguida, fazendo ¢ = 0, temos

dVp d
V/ O = — = —
b0 at "0 dt [0,]x D

i ], (o)
S b(t,p)dM ) dt|,—
dt [O,t]( D (t.7) 0

- / b(tvp)dM|t=0
D

_ /D <%_f(t,p), N> dM]r—.

VI (0) = /D FdM.

X*dM |

Portanto

Particularmente, quando M"*!(c) = R"*! o resultado é valido.

2.2 Problema Variacional para Hipersuperficies com
Curvatura Média Constante

Nesta secao, veremos o problema variacional para hipersuperficies de curvatura média
constante, definiremos estabilidade para estas hipersuperficies, apresentaremos condicoes
de estabilidade e finalizaremos com um exemplo de hipersuperficie estavel.

Seja f : D C M™ — R uma funcdo suave por partes. Dizemos que f tem média
zero em M", se / fdM = 0.
M
O seguinte resultado nos fornecera condigoes para a existéncia de uma variagao normal
que preserva volume.
Lema 2.2.1. Seja f : D — R uma fungdo suave por partes tal que / fdM = 0.

M
Entao, existe uma variacao normal, que preserva volume, cujo vetor variacional € dado
por fN. Além disso, se f =0 no 0D, a varia¢ao pode ser escolhida de modo que deize

o bordo fizo.

Demonstragao. Inicialmente, consideremos a seguinte variagao normal dada por
z(t,t) = xo+tfN +tgN, (2.14)
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onde g : D — R é uma funcao suave por partes, que se anula no bordo 9D e / gdM #
M
0.

Como queremos uma variagao que preserva volume, vamos impor a condi¢ao

Vp(t,t) = cte.
Assim, usando (2.3), temos
1
= N) dM,
Vot = g [ (elt0. 3 Mo
1 _
— o [ (G0 N) NN + N, NY) dig
1 _
= /D ((zo, N)Y +tf +tg) dM 5.

Derivando Vp(t,t) com relagdo a t e ¢, temos, respectivamente,

Fazendo t =t = 0, tem-se

aVVD . 8VD . 1
(W) lio=0 e (W) li=o = T /ngM #0. (2.15)

Sabemos que a derivada de Vp com relacdo a t é ndo-nula, Vp é de classe C* e V(0,0)
¢é constante. Portanto, o Teorema da Func¢ao Implicita garante a existéncia de uma funcao
¢ suave numa vizinhanga de t = 0, tal que ¢ = p(t) e cuja derivada é dada por

()

o'(t) = —@-

Agora, reescrevendo a variagao (2.14),

ye = 14(t, (1)) = 20 + tfN + p(t)gN,

obtemos uma variacao normal que preserva volume.

Usando as expressoes de (2.15) para calcular a derivada ¢, em ¢t = 0, vemos que

#(0) = - (%D),to s} ([ ganr) =0
g () (o)

Dai, o vetor variacional de ¥, é dado por
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d )
E?Jthzo :fN+<,0(O)gN: IN.

Portanto encontramos uma variacao normal que preserva volume, cujo vetor varia-
cional é fN.
Finalmente, se f =0 no 0D, entao

y:(p) = zo(p) + (tf(p) + ¢(t)g(p)) N = wo(p) = yo(p), Vp € ID.

]
Vemos que, dada uma variacao z; : D — R™*! da imersdo x, podemos escrever
H = A;'(0) /D HdM, (2.16)
e, logo, definir Jp : (—¢,¢) — R por
Jp(t) = Ap(t) + nHVp(t). (2.17)

No préximo resultado, relacionaremos Ap(t) com Jp(t) em ¢t = 0.

Proposigao 2.2.1. Seja x : M™ — R™™ uma imersio. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) © tem curvatura média constante H # 0;

(i1) Para cada dominio relativamente compacto D C M com bordo suave e cada variagdo
xy: D — R que preserva volume e deiza o bordo fizo, temos A’,(0) = 0;

(i4i) Para cada D C M relativamente compacto e cada varia¢ao (nao mecessariamente
preservando volume) que fixa o bordo 0D, tem-se Ji,(0) = 0.

Demonstracao. Demonstraremos a Proposi¢do na seguinte ordem: (i) = (ii7),

(idi) = (id) e (ii) = (i),

(i) = (iii) Seja x; : D — R""! uma variacio de = que deixa o bordo fixo.
Derivando a expressao (2.17), em relacao a t e, em seguida, fazendo t = ¢, vemos
que

J5(0) = AL (0) + nHVL(0). (2.18)
Substituindo as expressoes (2.12) e (2.13) em (2.18), pois o bordo é fixo, temos
70(0) = —/DandMnLnH/DfdM_ 0.
(1i1) = (4i) Visto que Jp(0) = 0, temos, por (2.18), que
A (0) = —nHV}(0).

Tomando uma variagdo que preserva volume, segue-se que V}(0) = 0.
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Portanto

A'H(0) =0.
(1) = (i) Suponhamos que, para algum ponto p € D, H = H ou seja,

(H - Ho)(p) # 0.

Agora, sem perda de generalidade, assumiremos

(H — Ho)(p) > 0.

Sejam os conjuntos

D* ={q € D;(H — Ho)(q) >0} e D~ ={q€ D;(H — Hy)(q) <0}.

Vamos definir funcoes suaves ¢, : D — R, nao-negativas, tais que

/D (0 + ) (H — Ho)(p)dM = 0

para p € suppy C DT e suppy C D~. Aqui suppy denota o suporte de .
Dado € > 0, a fungao continua §: R — R é dada por

2(t+e)(t+§>

€
exrp ,—e <t < —=;

B(t) = ¢ 2

0,t € (—oo, €U [—%,oo) )

Para b = / B(s)ds = / ’ B(s)ds e a € [0,00), definimos

) =5 [ s)s

onde 7,(t) =0,se t < —€ e ,(t) =a,set> —5

Considerando a fungao nao-negativa  : D — R, parae > 0,p € D" e B(p;e) C DY,
escrevemos ¢, : D — R como sendo

©a(q) = Ya (=g —pl),

tal que p,(q) =0se |¢g—p| > €e pa(q) =ase |¢g—p| < % Isto é,

€
©0a(q) =0, se q¢& B(pie) e walq) =a, se qEB(p;i)-

Agora, seja F': [0,00) — [0,00) a func¢do dada por
F (a) :/ wohdM,
D
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onde h(p) = (H — Hy) (p) > 0, pois p € D™.
Visto que F' é sobrejetora, entao existe ag € [0, 00), tal que

F(ao) :/D+ hdM:/DgoaohdM.

Assim, como ¢, é nao-negativa, tomaremos Y = Pq.
Faremos calculos analogos para a funcao ¢ : D — R, ¢» > 0.
Vejamos que

[ —myan = [ p-tyan+ [ o -H)an

D-

= / hdM—i—/ hdM
D+ -

:LAMM:%JH—mmM.

Por outro lado, usando (2.16), vamos obter

/D(H—HO)dM—O.

Portanto

/D<so+w><H—Ho>dM=o,

e, além disso, suppy C DT e suppy C D™
Agora, tomando f = (¢ + ) (H — Hp), temos que f = 0no 0D e/ fdM = 0. Logo,

D
pelo Lema 2.2.1, obtemos uma variagao que preserva volume, cujo vetor variacional é fN.
Por hipdtese

A’D(O):—/DandM:O.

Isto implica

/DHfdM:O

/DHfdM—HO/DfdM—O

/Df(H—HO)dM:O.

Desta forma

Oz/f(H—Ho)dM:/(<P+¢)(H—Ho)2dM>0,
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pois (¢ + ) >0, (H— Hy) >0e H— Hy é continua. Assim obtemos uma contradicao.
Logo H = Hy em D. Como D C M" é arbitrario, temos que a imersao x tem curvatura
média constante Hj.

]

Vimos na Proposic¢ao 2.2.1 que os problemas variacionais descritos em (ii) e (¢ii) sdo
equivalentes enquanto consideramos apenas a primeira variagao, e que os pontos criticos
de ambos os problemas sao as hipersuperficies de curvatura média constante. Entretanto,
quando consideramos a segunda variacao em tais pontos criticos, os problemas nao sao
mais equivalentes. Assim, vamos estabelecer uma relacao entre A% (0) e J}(0). Porém,
antes vejamos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1. Dada uma imersao x com curvatura média constante, sejam x; : D C
M™ — R uma variacdo normal de x que fiza o bordo OD e fN o vetor variacdo de
z¢. Entao

IO = [ (rar=1BI* ) v (219)
onde Af denota o Laplaciano de f.

Demonstracao. Inicialmente, vamos derivar (2.17). Assim encontramos

Jp(t) = AL (t) + nHV)(1).

Como o bordo é suave, podemos substituir as equagdes (2.12) e (2.13) na expressao
acima, obtendo

Jp(t) = /D (—nH; +nH) fydM; = /D —n (Hy — H) fidM,,

ox

T Nt> e N, é o vetor unitério

onde H; é a curvatura média da imersao x;, f; = <

normal & ;.
Calculando a segunda derivada de J,(t), temos

0 0

D

1 o 0
Jp(t) = /D_na (H; — H) fydM, +/

D

Para t = 0, sabemos que H; = H. Entao

y B 0H,
750) = [ =n G0

Agora, seja {ey, ..., e, } um referencial geodésico de p € D. Denotamos e;(t,p) = dx;el’

0
E=de 2.
¢ ot

H
Usando o item (7i) do Lema 1.0.1, vamos calcular !

. Logo
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8gft|to(p) = % (Z g™ (1) <§eiek,Nt> (t,p)) |t=0

i,k=1
n agzk ik —
= > o Olo (Veenlp N+ 3 60) (VeTenln). )
ik=1 i,k=1

+ Z 9™(0) (Veser(p), (VEN) li=0) -

Visto que VN, é um vetor tangente & M™ em p, entao

onH, 0 o
gt “lizo(p) = gt M=o (Ve,er(p). N) + > (VEVe,ei(p), N). (2.20)

ik=1 ik=1

Agora, derivando a expressao

n

> g7 () gik(t) = S,

J=1

em relagao a t, fazendo t = 0 e usando ¢ (0) = ¢;;(0) = d;; e a expressao (2.6), obtemos

g+ dg; — —
gt (0) = — agtk (0) = —E ({ei, ex) (t,p)) =0 = — <vEei7€k> - <€i, vE€k> .
Conhecendo (2.7) e o fato de E = fN, pois a variacao é normal, segue-se que
agik o .
ot (O) = - (<V6iE7 €k> + <€i, vekE>)

= —f((Ve,N,er) +{€;, Ve, N)).

Substituindo (1.3) na igualdade acima, vemos que

a gik
ot

(0) =2f (B(es,exr), N) =2f (Veen, N).

Assim podemos reescrever o termo Z |t —0(Veer(p), N) de (2.20) da seguinte
i,k=1

forma:

Z ag |t 0 <Vel€k )7N> - Z 2f <veiek(p)7N> <veiek(p)7N> - 2f ||B||2 : (221)

ik=1 ik=1

Aqui a 1dltima igualdade foi obtida pelo item (i) do Lema 1.0.1.
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Por outro lado, usando o fato do espago ser o Euclidiano e a expressao(2.7), no termo

Z <ngeiei,]\7> de (2.20), obtemos

i,k=1
<vaeieia N> = <veivEei7 N> = <veiveiE7 N> =€ <v€iE7 N> - f <v€iNa 7ei]\[> .

Visto que f = (E, N) e usando (1.6) temos

¢i(f)=(VeE,N)+(E,V N) =(V,E,N)+ f(N,V,N)=(V.,E N).
Logo

eiei(f) = e ((Ve, B, N))

e, portanto, pelo item (i) do Lema 1.0.1, encontramos

Z <vE‘veieia N> = Z eie’i(f) - Z f <ve¢N7 v62"]V> = Af - f HBH2 : (222>

Substituindo (2.21) e (2.22) em (2.20), vemos que

8”Ht
ot

Finalmente, concluimos que

750 = [ -

im0 = Af +2f||B|* - fB|*.

onH, 2 Lo
i fdM:/D—(fAf+||BH 1) dM.

Observacao 2.2.1. Enunciamos e demonstramos o Teorema 2.2.1 para uma variacdao
normal, porém este resultado € verdadeiro para qualquer variacdo. A demonstracdo pode
ser vista no apéndice do artigo de Barbosa e do Carmo, ver [1].

Agora, usando o Teorema 2.2.1, estabeleceremos uma relagao entre as segundas
derivadas de Ap(t) e Jp(t) em t = 0. Além disso, denotaremos por Sp o conjunto
de todas as fungoes suaves por partes f : D — R, tais que f = 0 no bordo 9D e

/DfdM = 0.

Proposicao 2.2.2. Para toda variacio x; : D C M™ — R™*! da imersao x que preserva
volume e que fixa o bordo, temos A,(0) > 0 se, e somente se, J(0)(f) > 0 para toda
feSp.

32



Demonstragao. Seja f € Sp. Entao, pelo Lema 2.2.1, existe uma variagao normal
Y » D — R™! que preserva volume e que fixa o bordo.
Assim, por (2.17), obtemos

T5(0) = AL (0) + nHVE(0). (2.23)

Como, por hipétese, a variagao preserva volume e A% (0) > 0, vemos que

Jp(0)(f) = Ap(0) = 0.

Vamos supor agora, que J7,(0) > 0 para toda f € Sp.

Agora, consideremos z; : D — R™*! uma variacdo que preserva volume, fixa o bordo
0D e tal que fN seja a componente normal do seu vetor variacao.

Sabemos que

z4(p) = wo(p) +tf(p)v(p),

onde v(p) é a diregao da variagao.
Tomando p € 9D, temos x;(p) = zo(p), ou seja, f = 0 para todo p € dD. Dali, por
(2.13), vemos que

/ FAM = V3(0) = 0.
D

Isto implica que f € $p.
Visto que z; preserva volume temos, por (2.23)

T5(0) = A (0) + nHVA(0) = Ap(0).

Portanto A7,(0) > 0 para a variagao x, pois J},(0) > 0. Finalmente, pelo Lema 2.2.1,
J15(0)(f) depende apenas de f. n

Neste momento, definiremos estabilidade para imersoes = : M" — R"*!' com cur-
vatura média constante nao-nula. Como vimos, os problemas variacionais descritos em
(1) e (i7) da Proposigao 2.2.1 caracterizam estas imersoes. Assim escolheremos um dos
problemas para trabalharmos nossa definicao. Aqui optamos pelo problema descrito no
item (ii).

Definigao 2.2.1. Sejam x : M™ — R"™ uma imersio com curvatura média constante
e D C M™ um dominio relativamente compacto com bordo suave 0D. O dominio D
serd dito estdvel, se A7,(0) > 0 para toda varia¢io que preserva volume e fiza o bordo.
Dizemos que x € uma tmersao estdvel, se qualquer D C M™ € estdvel.

Uma conseqiiéncia da Proposicao 2.2.2 nos fornece uma condicao para um dominio
ser estdvel relacionando as segundas derivadas de Ap(t) e Jp(t) em ¢t = 0.

Corolario 2.2.1. O dominio D C M™ serd dito estavel se, e somente se, J},(0)(f) >0
para toda f € Sp.
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Demonstracao. Pela Defini¢ao 2.2.1, sabemos que D C M™ é estavel se A7,(0) > 0,
para toda variagao que preserva volume e deixa o bordo fixo.
Dai, pela Proposigao 2.2.2, temos que J}(0)(f) > 0 para toda f € Sp. n

Vejamos, no préximo exemplo, que a esfera

S*(r) = {z e R"; |z] = r}, (2.24)
¢ estavel.
Exemplo 2.2.1. S"(r) C R"™ € estdvel.

Tomaremos S"(1) a esfera de raio 1 e D C S"(1) um dominio. Seja f € Sp. Assim,
podemos estender a funcio f : D — R para uma fungio suave por partes f : S*(1) —
R tal que f =0 em S*(1) — D.

Denotaremos por A;(S™(1)) o primeiro autovalor nao-nulo do problema

Ag+ Mg =0.

E conhecido que,

M(SM(1)) = inf{ (/Snm Vgl? dM) (/Sm) g2dM) _1} , (2.25)

para toda funcdo suave por partes g : S"(1) — R que satisfaz / gdM = 0, onde Vg
S"(l)
denota o gradiente de g na métrica induzida pela inclusao S*(1) C R™*1.
Donde decorre claramente a desigualdade

A (S™(1)) < (/Sm) Vgl dM) (/Sn(1> g2dM) B , (2.26)

Integrando sobre D a igualdade
AfP=2fAf +2|V [T,
vamos obter

%/DAﬁdM:/DfAfdMJr/DIVﬂQdM.

Aplicando o Teorema de Stokes, e substituindo em (2.19) encontramos

100 = |

D

(/A7 = IBI* )t = [ (947 =151 ) dor

pois o bordo ¢ vazio.
Pelo Lema 1.0.2, | B||> = n. Dai

Jg(O)(f):/D(|Vf]2dM—nf2)dM:/D|Vf\2dM—n/DdeM.
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Visto que f:S"(1) — R e

/n(l) FdM = /DfdM =0

podemos usar a expressao (2.26). Logo
ao) = [ 19sPasr—n [
D D
- / VP dM —n [ PPdM
sn(1) sn(1)

> n@E) [ Pad-n| P

Sn (1) s (1)
— nE) [ par-n [ 5
_ /Df2()\1(8”(1))—n)dM. (2.27)

Agora, usando o apéndice deste trabalho que nos da os autovalores do Laplaciano
na esfera unitdria, temos em particular, que o primeiro autovalor A\;(S"(1)) é igual a n.
Assim, substituindo A (S"(1)) = n em (2.27) obtemos

T = [ £ (E" (1) =m) b1 =0,
Logo Jj(0) > 0 para toda f € Sp.

Portanto, pelo Corolario 2.2.1, D é estavel e como D ¢é arbitrario, concluimos que
S™(1) é estavel.
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Capitulo 3

Teorema de Barbosa-do Carmo

Neste capitulo, escreveremos o Laplaciano da funcao suporte de z em termos da se-
gunda forma fundamental e da curvatura média da imersao e apresentaremos a Formula
de Minkowski. Logo em seguida, demonstraremos o resultado principal deste trabalho, a
saber: o Teorema de Barbosa-do Carmo.

Definiremos agora, campo de Jacobi e equacao de Jacobi.

Definigao 3.0.2. Sejam x : M™ — R™™ uma imersio com curvatura média constante
e D C M™ um dominio relativamente compacto com bordo suave. Um campo de Jacobz
em D € o campo vetorial normal J = fN, que satisfaz a equacao de Jacobi

2
Af+I1B["f =0,
onde f € Sp.
Veremos agora uma boa ferramenta para encontrar solucoes da equacao de Jacobi.

Proposicao 3.0.3. Sejam x : M™ — R uma imersdo com curvatura média constante
H e v um vetor unitdrio fizo em R"™. Entio a funcao f = (v, N) satisfaz a equagdo de
Jacobi, ou seja, Af + ||B||* f = 0.

Demonstracao. Vamos considerar um referencial geodésico {ey,...,e,} de p € M™. E
conhecido que o Laplaciano de uma funcao f neste referencial é dado por

M) = 3 erf o). 1)

Dali,

36



Af(p) = Z eie; (v, N) (p)

= 3 (Ten M)+ (0, V) )

=1
n

= Z €; <U7veiN> (p)

= Y (V. Ve N) + (0, V.V, N)) (p)

=1
- Z <U7v€iveiN> (p)
=1

Escrevendo v como combinagao linear da base {ey, ..., e,, N} de R"*! obtemos

v=(v,e1)er + ...+ (v,e,) e, + (v, N) N.
Logo

Z (v, Ve, Ve, N) = (v, eq) Z (1,Ve,Ve,N) + ...+ (v, N) Z (N,V.V.N).
i=1

i=1 =1
Visto que H é constante, entao, usando a Proposicao 1.0.1, temos

n

Z (0, Ve Ve, N) = (0,N)> (N,V.V,N) =~ (v,N)|B|*.

i=1
Portanto

n

Af(p) = (v, Ve Ve, N) (p) = — | BI* f(p).

=1

No préximo resultado, mostraremos que a funcao suporte de uma imersao satisfaz

uma equagao diferencial parcial.

Lema 3.0.2. Sejam z :

Ag=-nH —|B|*g.

Demonstracao. Tomaremos um referencial geodésico de p € M™. Assim

Ve =e;.

7
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Usando (3.1), vemos que

Ag(p) = Z eiei (x, N) (p).

Logo

n

Aglp) = > e ((Vez, N)+ (2,Ve,N)) (p)

=1

n

- Zei ((ess NY + (2, Ve, N)) (p)

n

- Z €; <xaveiN> (p>

=1

= Z <Veix,vei]\7> (p) + Z <x,76iveiN> (p)

=2 (e VeN) (0) + D (5, Ve VeN) (0): (3.3)

i=1
Escrevendo x como combinacao linear da base {ey, ..., e,, N} de R""! temos

r=(z,e1)e1+ ..+ (z,e,) e, + (x,N) N. (3.4)

Dai, vamos reescrever o termo (x, V., V., N) de (3.3) da seguinte forma:

(2,Ve, Ve, N) = ((z,e1) (€1, Ve, Ve, N) + ...+ (,N) (N, V., V., N)).

Pela Proposicao 1.0.1, segue-se que

(2,Ve,Ve,N) = (z,N)(N,V.,V.,N). (3.5)
Finalmente, substituindo (1.5) e (3.5) em (3.3), obtemos

n

Ag(p) == (Ve N) (p) + Z (2, N) (N, Ve,V N) (p) = —nH(p) — g(p) | B|*.

=1

Agora, o préximo resultado apresenta uma classica formula integral, a saber: Formula
de Minkowski, que sera diretamente usada na demonstracao do Teorema de Barbosa-do

Carmo.

Proposicao 3.0.4. (Formula de Minkowski.) Sejam M™ uma variedade Riemanniana
compacta sem bordo e x : M™ — R"™ uma imersao. Entdo a fungdo suporte g = (x, N)
satisfaz
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/ngM:—/ dM.
M M

Demonstragao. Sejam X o vetor posi¢ao com origem em p e {eq, ..., €, } um referencial
geodésico de p € M™.
Calculando o divergente da componente tangente de X, vemos que

divy X" =) (Ve X e5) = > (Ve, XV ¢;). (3.6)
j=1 =1

Aqui X = X7 4+ XV, onde XV ¢ a componente normal de X.
Como o referencial ¢ geodésico, temos V., X = e;. Logo

n

Z<Ver,ej> :Z<€jvea‘> = n. (3.7)

J=1

Vamos calcular Z <VerN, ej>. Visto que <XN, ej> = 0, obtemos

j=1
<verN7€j> = - <XNav6j€j> == <X7 (vejej)N> :
Desta forma

n n

S (Ve xVe) ==Y <X, (vejej)N> — _nHy. (3.8)

j=1 j=1

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6), tem-se

diviy X" =nHg+n=n(gH +1).

Integrando a expressao acima sobre M™ temos

/ divy XTdM =n / (gH +1)dM.
M M

Finalmente, usando o Teorema de Stokes e o fato de M™ ser uma variedade compacta
sem bordo, dM™ = (), encontramos

/M gHAM = — /M dM. (3.9)

Agora, usando os principais resultados deste trabalho, vamos demonstrar o Teorema
de Barbosa-do Carmo.

Teorema 3.0.2. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel e x :
M"™ — R™ ! uma imersao com curvatura média constante nao-nula. Entdao x € estdvel
se, e somente se, x(M™) C R"™ € uma esfera S* C R"™!,
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Demonstragao. Inicialmente, vamos supor que a imersao x com curvatura média cons-
tante H seja estavel. Tomemos a funcao suporte g = (z, N) de =.
Integrando (3.2) sobre M™, obtemos

/ Ang:—/ (nH + || B||” g)dM.
M M

Usando o Teorema de Stokes e o fato de OM™ = (), vemos que
[ w4 1B gjadt =0,
M
isto é,

nH/ dM:—/ | B||? gdM.
M M

Multiplicando a equagao acima por H, segue-se que

nHQ/ dM = —H/ | B||” gdM. (3.10)
M M

Seja f = gH + 1. Substituindo f em (3.9), tem-se

/ fdM = 0. (3.11)

Entao, pelo Lema 2.2.1, existe uma variagao normal que preserva volume, fixa o bordo
e tal que fIN é seu vetor variacional. Assim, pelo Teorema 2.2.1, temos

T0)(f) = /M (—FAf — |BJ? f3)di. (3.12)
Agora, afirmamos que
—fAf —||B|? f*=nH*f —|B| f. (3.13)
Com efeito,

—fAf = |B|* f* = —(gH + 1)HAg — || B|* (H?¢* + 2Hg + 1).

Logo, usando (3.2) na igualdade acima, obtemos

—fAf—|IB|I* f* = —(H?9+ H)(—nH — ||B|*g) — | B|* (H?¢* + 2Hg + 1)
= nH%g+nH?+ ||B|* H*g* + | B|* Hg — ||B|| H*¢*> — 2||B||* Hg — || B|®
= nH*(gH +1) —||B|I* (9H + 1)
= nH>f—|B|*f.

Portanto provamos a afirmacao.
Dai, substituindo (3.13) em (3.12) vamos obter que
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B0 = [ b2 =B padt =t [ gavi = [ 5| ra

M

Sabemos por (3.11) que f tem média zero, entao

J0,(0) = — /M 1B M.

Como z é estavel e f € Sp, temos, pelo Corolario 2.2.1, que

Tu(0)(f) = 0.
Logo

~ [ NI sant =~ [ |BI? (oH + vddr > .
M M

Ou seja,

- / |BI? gHAM > / |BI? M. (3.14)
M M

Substituindo (3.14) na expressao (3.10) segue-se

D / M = — / |BI gHAM > / |BIJ? dM.
M M M

Agora, pelo Lema 1.0.2, obtemos

nHQ/ sz/ ||B\|2sznH2/ dM,
M M M

o que implica

nH2/ dM:/ | B||> dM.
M M

Além disso, pelo Lema 1.0.2, x é uma imersao umbilica em todos os pontos. Usando
o fato de M™ ser compacta, temos que z(M™) C R"*! é uma esfera geodésica. n
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Apeéendice

O Primeiro Autovalor do Laplaciano na Esfera

Neste apéndice, vamos determinar o primeiro autovalor nao-nulo, A (S™(1)), n > 1,
para o problema
Af+Af=0 (3.15)

na esfera S™(1).
Tal A\; sera determinado usando o seguinte resultado:
Seja f € C3(M), onde M ¢é uma variedade Riemanniana. Entao

%A(|gradf|2) = |Hessf|* + (gradf, grad A f) + Ric(gradf, gradf),

onde grad f denota o gradiente de f, Hess f é a Hessiana de f e Ric é a curvatura de
Ricci.

A equacao acima é a conhecida Fdérmula de Bochner-Lichnerowicz e sua
demonstracao pode ser encontrada em [9] na p.15.

O proximo teorema explicita o primeiro autovalor A; nao-nulo do Laplaciano na esfera
unitaria.
Teorema 3.0.3. Seja Ay o primeiro autovalor de S*(1). Entao A\ (S™(1)) = n.

Demonstracao. Integrando sobre S™(1) a férmula de Bochner-Lichnerowicz, temos

1
—/ A(|gradf|*)dM = (\Hessf\2 + (gradf, grad A f) + Ric(grad f, gradf)) dM.
sn(1)

Aplicando o Teorema de Green, obtemos que

/ (|Hessf]2 + (gradf, grad A f) + Ric (grad f, grad f)) dM = 0. (3.16)
sn(1)

Visto que

n n n 2
[Hessf|* = Z Z-2j > Z o> % (Z fii) ;
i=1 i=1

ij=1

entao
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(A1

[Hess /| >

Por outro lado, na esfera S™(1), temos
n—1
Ric (gradf, gradf) = {Z K(ej,en)} lgradf|* = (n — 1) |gradf]®,
i=1

. grad f
d ey €y base de T,S™(1), e, =
onde {ey, ..., e, } ¢ uma base de 7,S"(1), e arad e

seccional.

(3.17)

(3.18)

K (ej,ey) representa a curvatura

Agora, usando a condi¢do Af + Af = 0 em S™(1) e substituindo as expressoes (3.17)

e (3.18) em (3.16), vemos que

)\2

n

Integrando sobre S”(1) a igualdade Af2 = 2fAf + 2|gradf|*, temos

Af2dM = (2fAf + 2 |grad f|?) dM.
sn (1) sn(1)

Aplicando o Teorema de Green na expressao acima, obtemos

—/ FAFAM = \grad f|* dM.
sn(1) sn(1)

Utilizando novamente o fato do Af + \f = 0, vemos que

A / f2dM = lgrad f|? dM.
sn(1) sn(1)

Dessa forma, usando a desigualdade (3.19), observamos que
)\2
- f2dM — N f2dM + (n — 1)\ f2dM <0
e Jsn(n) sn(1) sn (1)

AA=nA+(n—1)n) f2dM <0
sn (1)

A=A(n—1)+ (n—1)n) o f2dM <0

A(n —A)(n—1) f2dM < 0.
sm(1)
Logo

n—\<O0.
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Dai, concluimos que A > n.
Agora, vamos exibir uma autofun¢do f, nado-constante, para o problema (3.15) tal
que X\ = n.
Inicialmente, seja F : R"™! — R a funcao definida por
F(iCl, ...,l’n+1> =2+ ...+ H

Notemos que, dados f : S"(r) — R uma fungao e k£ um inteiro nao-negativo, F' pode
ser escrita como

F(z) =" f(€), (3.20)

onder=1e f = Flgn.
O Laplaciano em R"™ de (3.20) ¢ dado por

Apnin F =12 {Agnf + k(k+n—1)f}.

A Demonstracao da equagao acima pode ser vista, por exemplo, em [4] na p.35.
Dai, para k = 1, tem-se

Agnt1F = Agn f +nf.

Visto que F' é harmonica, pois Agn+1 £ = 0, temos que f é uma autofuncao associada
ao autovalor \. Portanto,

A(S"(1)) = n.
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