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Resumo

Mostraremos que é possivel aproximar um difeomorfismo simplético com
derivada continua por um difeomorfismo simplético, infinitamente
diferencidveis, sobre uma variedade simplética compacta. Além disso,
provamos o Teorema de Darboux e Moser.

Palavras-chave: Difeomorfismo Simplético; Preservar Volume.



Introducao

As fungdes como sen (), €%, log (z) se encaixam numa classe de fungbes chamada de analiticas,
ou seja, em torno de cada ponto do seu dominio existe um desenvolvimento, o qual representa a

fungao dada como soma de uma série de poténcias:
o0
f(x) = Z an(x — o)™
n=0

Deste modo, escrevendo f,(z) = ag + ai1(x — xg) + -+ + an(x — x¢)", vemos que cada f,, é um
polinomio e f(z) = nlirréo fn(x) para todo = no intervalo de convergéncia da série. Pode-se mostrar
ainda que em cada intervalo compacto de convergéncia, tem-se f,, — f uniformemente.

Um resultado que generaliza o que vimos acima foi feito por K. Weierstrass em 1885. Conforme
Weierstrass, qualquer fungdo continua f : [a,b] — R é limite uniforme de uma seqiiéncia de
polindmios no seu intervalo de defini¢ao [a,b]. Portanto, dada f continua em [a,b] e € > 0, existe
um polinémio p tal que || f(z) — p(z)| < € para todo = € [a,b]. Observe que estamos aproximando
f por funcoes infinitamente diferencidveis pois polinomios sao funcoes de classe C*°. Para a prova
do resultado de Weierstrass recomendamos [0].

Num contexto mais geral, podemos nos perguntar se dada uma func¢do continua f: U C R" —
R, U aberto, ela pode ser aproximada por fun¢oes classe C*°. Isto é possivel, vejamos um exemplo

de como fazer isso. Defina n € C*>°(R™) por

1
Cexp () se x| <1
n(z) = |z* =1
0 se |z| > 1

onde C ¢é escolhida de forma que / ndx = 1. Agora, para cada € > 0, seja

n



Nao dificil verificar que as funcoes 7. sdo de classe C* e satisfazem
/ Ne dx =1, supp.n. C B(0; €).

Defina f¢(x) := / ne(z — y) f(y)dy. Por uma mudanca de variavel, podemos escrever f¢(z) =
U

/ n-(y) f(x —y)dy. Por razdes que mais adiante ficaram claras, f é de classe C* e f& =% f

ugi(f()c;lfmemente nas partes compactas de U.

Neste trabalho, estamos interessados em aproximar func¢bes preservando volume, o qual no
método descrito acima nem sempre conseguimos. Resolveremos este problema sob a luz da Ge-
ometria Simplética.

Chamaremos de variedades simplética o par (M, o) onde M é uma superficie suave e ¢ uma
2-forma fechada e nado-degenerada. Um difeomorfismo ¢ : (My,01) — (M3, 02) entre variedades
simpléticas é dito simplético se ¢*og = 07.

Por exemplo, dado (p,q) = (p1,...,Pn,q1,---,qn) € R?™ podemos considerar a 2-forma
n
wo(p,q) = Y _ dpi A dg;.
i=1

Com esta forma, (R?",w) é uma variedade simplética.

Apesar de ser um exemplo muito simples, é o que sempre ocorre, em coordenadas locais, numa
variedade simplética qualquer. Este é um resultado classico da geometria simplética provado por
Darboux. Daremos uma prova deste fato seguindo as idéias de [12].

Um motivo bésico para escolhermos a geometria simplética para tentarmos solucionar o prob-
lema de aproximar funcoes preservando volume é o fato de que difeomorfismos simpléticos preser-
vam volumes simpléticos e desta maneira basta que suavizemos estes difeomorfismos. Mais pre-
cisamente, se ¢ : (My,01) — (Ms,02) é um difeomorfismo entre variedades simpléticas tal que

™ e (09)™ sdo formas de volume sobre M; e Ms, respectivamente, e

[ - /¢ R

Este trabalho esta organizado como segue. No Capitulo 1 apresentaremos os conceitos basicos

@*o9 = o1 entdo (o7)

para todo boreliano A C M;.

sobre formas alternadas e diferenciais bem como a férmula “mégica” de Cartan que relaciona a

derivada de Lie com a diferencial exterior e o produto interior. A seguir definimos as topologias C*
1 duas fungoes de cl C* estara Oxi lém de est Oxi d li

na qual duas funcoes de classe C* estarao proximas se além de estarem préximas quando avaliamos

num ponto suas derivadas também estao préoximas até a ordem k.



O Capitulo 2 comeca com algumas nocoes sobre a Cohomologia de bpE Ruam. A seguir, calcu-
lamos os grupos de pe Ruam de alguns casos particulares. Usaremos esta teoria grandemente no
préximo capitulo.

No Capitulo 3 aduzimos os conceitos mais importantes deste trabalhos, a saber, os de Topologia
Simplética. Dentre os topicos ali abordados, destacamos o Teorema de Darboux e o Teorema de
Moser. Outra secao de relevante presenca é a de “Funcgoes Geradoras”’, as quais servem de base
para chegarmos ao nosso objetivo final.

Por fim, o Capitulo 4 traz métodos de aproximagoes de fungoes. Dentre eles, veremos como

podemos aproximar funcoes preservado o volume simplético.

Maceio, 21 dezembro 2006.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Formas Alternadas

1.1.1 Definicoes e exemplos

Consideraremos uma base num espacgo vetorial £ como uma familia linearmente independente
maxima (e;);er, de elementos de E, com indices num conjunto I. Uma lista com indices no conjunto
I=1,2,...,r é chamada uma r—lista.

Dados espagos vetoriais E, F', uma aplicacao ¢ : E X E X ... x E — F| diz-se r—linear quando
| —

r—vezes
seus valores ¢(v1,...,v,) dependem linearmente de cada uma das variaveis vy, ...,v,. € E, ou seja,
o(v1,v2, ..,V F Wiy vr) = (U1, V2, Ve, V) (U1, V2, W U)
@(Ula/UQ;-"a)‘in"?’UT) = A@(UlaUQa"'a/Ui?"'av’r%

quaisquer que sejam vi,vs,...,v, € Ee A € R.
As operacoes usuais de soma de aplicagoes e produto de um aplicagdo por uma escalar fazem do

conjunto das aplicagoes r—lineares ¢ : £ x F X ... X E — F um espaco vetorial, que denotaremos

por L.(E; F).
Diremos que uma aplicacido ¢ € L.(E; F) é alternada se ¢(vi,vs,...,v,) = 0 sempre que a
seqiiencia (vy,vs,...,v,) possuir repeti¢des, ou seja, se existirem ¢ # j com v; = v;, e diremos que

é anti-simétrica se

O(V1, e Vi Vs V) = — (V1 Ve Uy, ) (1.1)
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para quaisquer vq,...,v, € E.

A proposicao seguinte da um critério simples para as aplicagoes r—lineares serem alternadas.
Proposigao 1.1.1. Seja ¢ € L,.(E; F). Entao ¢ € alternada se, e somente se, for anti-simétrica.

Demonstrag¢do. Dados vi,vs,...,v, € E, consideremos @(v;,v;) = @(V1,V2,...; Uiy ooy U, ooy Uy ).

Como ¢ é alternada entao
0 = D(v;+vj,v; +v5)
= P(vi,vi) + P(vi, v5) + @(v5,v:) +P(v,05)

= @('Uiﬂl)j) +¢(’Uj7vi)7

Portanto @(v;,v;) = —@(vj,v;), ou seja, ¢ é anti-simétrica.
Reciprocamente, usando a notagdo anterior, se ¢ é anti-simétrica entdo @(v,v) = —@(v,v).
Segue dai que (v, v) =0, logo ¢ é alternada. O

Vamos denotar por A,.(E; F') o conjunto das aplicagbes r—lineares alternadas de E em F. Claro
que A, (E;F) é subespaco de L,.(E; F). A partir de agora, as aplica¢bes r—lineares alternadas
p: ExXFEx...x E — R serao chamadas de formas r—lineares alternadas ou simplesmente
r—formas e indicaremos por A, (E;R) = A, (E). Os elementos de A, (F) sao também chamados
formas de grau r. Convencionaremos que A, (E) = {0} parar < 0 e Ao(F) = R, ou seja, as formas

de grau zero sdo os escalares. De acordo com a nossa notacdo A, (E) = E* = dual de E.

Proposigao 1.1.2. Seja ¢ : EXEX...xE — F uma aplicacdo r-linear alternada. Sevy,...,v, €

E sao linearmente dependentes entdao o(v1,...,v,.) = 0. Em particular, se r > dim E entdo

A (E) = {0}.

Demonstra¢do. Como vy, ...,v, sdo linearmente dependentes, um desses vetores é combinagio

r
linear dos demais. Digamos que v; = E o; - v;. Entao
i=2

T
p(v1,v9,...,0,) = Zai~<p(vi,v2,...,vr) =0.
i=2

Se r > dim E entdo quaisquer r vetores E sdo linearmente dependentes. Segue que A,.(E) =

{0}. O

Vejamos alguns exemplos dessas r—formas:
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Exemplo 1.1.1. O determinante de uma matriz m X m poderd ser considerado como uma
m—forma alternada det € A,,(R™) se, para vy, vs,...,V, € R™ pusermos det(vy,va, ..., Ump) =

determinante da matriz m X m cujas colunas sao os vetores vi, Vs, ..., Un.

Exemplo 1.1.2. Dados r—funcionais lineares f,, ..., f, de E*, obtemos a forma linear alternada
fiN...ANf, i Ex...x E — R chamada de produto exterior desses funcionais, definida por

Ffin Af(v1,...,v.) =det(f;(v;)) com i, =1,...r. A multilinearidade desta forma segue da

linearidade de cada funcional ?j e das propriedades de determinante.

Exemplo 1.1.3. Considere A : E* x ... x E* — A,.(F) a aplicagao definida por

Afy, o f)=FiA A f,

Como o determinante uma matriz é uma r—linear alternada nos seus vetores-coluna, temos que

A é uma aplicagdo r—linear alternada de E* em A, (FE). Algumas vezes escreveremos, para I =

{i1y . ir}y

fr=Ffi, N Afi (1.2)
Lema 1.1.1. Sejam o, : E X ... x E — F aplicagoes r—lineares e G um conjunto de geradores
de E. Se p(v1,...,v.) = ¥(v1,...,v,) qualquer que seja a r—lista (vy,...,v,) de elementos de G,
entdao ¢ = 1.

Demonstra¢do. Provaremos usando inducao sobre . Se r = 1, dado x € F podemos escrevé-lo

m
como T = E ajv;. Dali,

j=1

pla) = Z%"P(”j)
= Zaﬂ/)(vj)

= (> a;(v))
j=1
= Y(z).

Suponha que a afirmacao valha para r — 1. Para cada v € G, definamos as aplicacoes r — 1 lineares

Dy, Py POT

ou(T1, -y Trm1) = p(x1,.. ., Tr_1,0)

¢U(x1,...,xr_1) = ’(/)(331,...,.13T_1,U)
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Por hipétese de indugéo, ¢, = 1, para qualquer (r—1)-lista de elementos de G, ou seja, o(z1, ..., 2r—1,v) =
¥(x1,...,2.—1,v) quaisquer que sejam z1,...,2,—1 € E e v € G. Como G é um conjunto de ger-

adores de E, dado =, € E temos que

m
o(r1, .. Tr—1,2) = @(x1,..., 201, Zawi)
i=1

m

= Zaiga(xl, ey Tp1,Up)
i=1

m

= Zai%/](xla e Tro1,04)
i=1

= ’(/J(l‘l,...,l'r).

O

Lema 1.1.2. Sejam ¢,v¢ : Ex...x E — F aplicagoes r—lineares alternadas e {e1, ..., e} uma
base de E. Se @(e;,,...,e;.) = W(eq,...,e;,.) para toda seqiencia crescente iy < ... < i, der

inteiros contidos em {1,...,m} entdo ¢ = .

Demonstragao. Seja (41, ..., j-) uma r—lista de inteiros contidos em {1, ..., m}. Se houver repeticio
de elementos nessa lista, entdo ¢(ej,,...,e;.) = ¥(e;,...,e;.) = 0 pois as aplicacoes sdo alter-
nadas. Suponha que os elementos dessa r—lista sejam todos distintos. Dai, por meio de su-
cessivas transposicoes (trocas de posi¢Oes entre 2 elementos apenas), podemos pOr os numeros
(j1,--.,Jr) na ordem crescente (i1 < ... < i,). Se sdo necessarias k tranposi¢oes, temos que
o(ejy--vej) = (=DFo(eiy, ... ei) = (=1 (eiy, ... ei,) = ¥(ej,,...,e; ) Assim, pelo lema
anterior, ¢ = 1. O

Agora, procuraremos explicitar uma base para A, (E) a partir de uma base de E. Para tanto,
considere {e1,...,e,} C E base dual de {e;,...,&,} C E*. Dados I = {i; < ... < i,} e

J={j1 <...<jr} contidos em {1,...,m}, afirmamos que

0, sel#J
1, sel=J.

é[(@jl, .. '76j7~) =

De fato, se I # J entdo existe iy € I — J tal que €, (e;) = 0 para todo j € J. Segue que
er(ej,,--.,ej.) = 0 pois teremos um determinante de uma matriz cuja k—ésima linha é nula. Se,

no entanto, I = J, entdo €r(ej,,...,¢;,) = det(Id) = 1 onde Id é a matriz identidade r x r. No
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m

caso geral, sejam vi,...,v, € F, com v; = E ajje; para j = 1,...r. Para cada i € I, temos que
i=1

Ei(vj) = Qjj- Entao

er(vi,...,e.) = det(e; (vj))

det(aikj)

= det(ay),

onde a; denota a matriz r x r obtida da matriz (a;;) escolhendo-se as r—linhas cujos indices

pertencem ao conjunto I.

Teorema 1.1.1. Seja {ei,...,€,} uma base de E*. As r—formas € = €, A ... \€;,, onde
I = {i1,...,i,} percorre os subconjuntos de {1,...,m} com r elementos, constituem uma base de

A.(E). Em particular, dim A,.(E) = (m)

r

Demonstrag¢io. Dado w € A,(E), seja ay = w(e;,,...,e;.) para cada I = {iy < ... < i,}. A
r—forma ¢ = Zaléj é tal que para toda lista J = {j; < ... < j,} de inteiros contidos em
I
{1,...,m} temos que
plej-vei) = > arer(e),,....e5)
J;
= ay
= w(ej,...,€j.).

Logo, a partir do Lema 1.1.2, ¢ = w, ou seja, w = Zaﬁ;. Isto mostra que as r—formas e;

I
geram A, (E). Notemos que estas r—formas sao linearmente independente pois se tivermos uma

combinacédo ZOHEI = 0 tiramos, para toda lista J = {j1 < ... < j,}, 0 = @(ej,,...,€j.) =
I

Q. O

Dados f,,... f, funcionais de E*, vamos dar uma expressio para f; A ... A f, em termos da

base formada pelas r—formas €; como no teorema anterior. Podemos exprimir este funcionais em

termos da base (g;) como
fi = aie. (1.3)
i=1

Pelo que vimos no Teorema 1.1.1, existe uma expressao tnica f; A ... A f, = E ajéy, com
7

ay=f1 A Afo(ejys--ones) = det(fi(ej,)) para todo J = {ji < ... < j.} C {1,...,m}. Dai,
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ay =det(ay). Assim fiA...Af, = Z det(ay)e; a soma estendendo-se a todos os subconjuntos
J
J C {1,...,m} com r elementos. Em particular, quando r = m temos, simplesmente, que f; A

<o A fp, = det(a).e1 A... A€y, onde a = (a;;) é a matriz de passagem de {e; A ... A€,} para
Frveo Tk

Vejamos como mudam as coordenadas de uma forma w € A,.(E) quando fazemos uma mudanga
de base em E.

Sejam {eq...,em}e{f1...,fm} base de E com¢; = Zaijfi, (j =1,...,m). Suas base duais,
i=1

m
{e1....emy e {f,...,f,.}, cumprem as relagoes f;, = Zaijéj, (i=1,...,m). Dados conjuntos
Jj=1

I, J com r elementos, indicamos com ay; a sub-matriz r x r da matriz a = (a;;) comi € I e j € J.

Pelo que vimos, f; = Zdet(aU)EJ. Agora, se uma forma w € A,(EF) admite as expressoes
J

w = Z ajey = Z Brf; relativamente as bases (¢7) e (f;) temos que

J I
w = ZOLJ@J
J
> By det(ars)es
I J

> [Z Br det(aIJ)l €y
i

J

Segue que ay = Zﬁf det(ary)-
I
Agora, note que para todo r > 1, uma transformacao linear A : E — F' determina uma nova

transformacao linear A* : A,.(F) — A, (E), a qual chamaremos de transposta, definida por
(A" - w)(v1,...,0.) =w(A-vy,..., A ) (1.4)
para quaisquer w € A,.(F) e vy,...,v, € E.

Observagao 1.1.1. Considere dim(E)=dim(F)=m. Se {€1,...,en} C E* e {f1,..., f} C F*
sao bases entao

A (fy N AN f) =det(a)er AL .. A€y, (1.5)
onde a = (a;;) representa a matriz de passagem das bases duais as bases {€1,...,em} e {f1,..., fm}-
De fato, sejam {e1,...,em} C E e {f1,...,fm} C F bases, duais respectivamente das bases

{€1,...,em} CE*e{f1,..., f,n} C F*. Seja a = (a;;) a matriz em relagio a essas bases, ou seja,
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A-ej = Zaijfi para j =1,...,m. Pelo Teorema 1.1.1, dim A, (E)=1e {&1 A... A€, } é uma

i=1
base para esse espago. Dali,

Ay AN A fp) =AEL A A,
onde

A= (A (oA AF) (en, .. em)
(FiN A ) Aer,. .. A en)

= det(F,(A-c)))
= det(a).

Exemplo 1.1.4. A forma elemento de volume. Seja E um espago vetorial de dimensdao m, orien-

tado e munido de um produto interno. Tomemos uma base ortonormal positiva {ej,...,em,} em
FE. Dada a seqiiencia de vetores vq,..., v, € E, escrevamos
m
’Uj = Z aij 6]‘ 5
i=1
para cada j = 1,...,m. Considere a = (a; j)mxm a matriz assim obtida. Defina a forma elemento

de volume w por
w(v1, ..., V) = det(a). (1.6)

Evidentemente w € A,,(F). Resta mostrar que w ndo depende da escolha da base. Para isso,
defina a matriz
9= (<Uivvj>)m><m

na qual o elemento situado na i-ésima linha e j-ésima coluna é o produto (v;,v;). Note que
(vi,v;) = (D arier, »_ agjes,)
k S
= Z akiakj.
k
Dai, obtemos que g = a’a. Isto implica que det(g) = (det(a))?. Portanto

w(vy, ..., Um) = £4/det(g), (1.7)

onde o sinal depende da orientacao tomada.
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1.1.2 Produto Exterior

No exemplo 1.1.2 vimos o produto de funcionais em E*, a qual chamamos de produto exterior de
funcionais. Agora, vamos definir o que seja o produto exterior de uma k—forma por uma r—forma.
Uma r—forma exterior em E é a aplicagdo w que associa para cada p € E um elemento

w(p) € A,(E). Pelo teorema 1.1.1, podemos escrever w(p) = Za;(p)é;, I=(1<...<i)C
I

{1,...,m}. Agora, vamos definir algumas operagoes das r—formas em E. Primeiro, se w; e wy sdo

duas r—formas, podemos definir a soma como w; + wy = E (ar +br)er. Se wy é uma r—forma e

I
wo uma s-forma é possivel definir uma operacao, chamada produto exterior w; A wo obtendo uma

r + s-forma da seguinte maneira: dados

w1 = g arer
I

Wy = Z brey
7

defina

wy N\ wg = E arbrer Ney
7

As operagoes com o produto exterior gozam de certas propriedades. Veremos algumas delas a

seguir.

Proposigao 1.1.3. Seja wy; uma r—forma, we uma s-forma e ws uma k-forma. Entdo:
a) (w1 Aws) Aws = w1 A (we A ws),
b) (w1 Aws) = (—1)" wy Awy,

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.1.1, escrevamos

wq :ZGIE], IZ(il < ’LT)
I

w2:ZbJéJ> J=(1<...4r)
7

wWa :ZCLEL7 L= (ll < lr)
L
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a) Segue diretamente da defini¢o.

b) Notemos que

w1 Nwy = ZaleEil/\~~/\Eir/\éj1/\~~/\Ejs
1,J
= Y (~Dasbs@, A... ACi_, NEj, A&, NEjy A N,
1,J
= > (=DFarbsej, AEi, A AT N AT AL AT,
1,J

Desde que J tem s elementos, nés obtemos, repetindo o argumento para cada €;_,j, € J,

w1 Nwy = Z(—l)ksa[bJEjl AN.oooNEj NEy Nl NEg,
1.7

(—l)kswg N wiy.

Dada uma forma w, usaremos a notacao abreviada w”™ :=w A ... A w.
———

n—vezes
Observagao 1.1.2. Apesar de que €; ANe; = 0 nao € verdade que para qualquer forma w tem -se

wAw = 0. Por exemplo se w = a1€1 A € + as€3 A €4, temos w A w = ai1as€1 A€y Aes A ey.

1.2 Formas Diferenciais

De agora em diante, M representard uma superficie m—dimensional contida no R™, de classe CP,
p > 1, X(M) o conjunto dos campos de vetores definidos em M e por T, M o espago vetorial
tangente a M no ponto x € M. Diremos que uma superficie é orientével se existir um atlas!

{(Uq, da)} tal que para todo «, 3 com U, NUs # &
det(d(¢g 0 ¢1)) > 0. (1.8)

Esse atlas nés chamaremos de orientagao e as cartas neste atlas nés chamaremos de cartas positivas.
Mais adiante, usando técnicas de particao da unidade, mostraremos que uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que superficie n—dimensional M seja orientavel é que exista uma forma de volume

em M.

1Uma atlas numa superficie M & uma, colecio de cartas tais que seus dominios cobrem M.
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Uma forma diferencial de grau r numa superficie M é uma aplicacao
w:reM—wx)e A (T,M)

que associa a cada ponto x € M uma forma r—linear alternada w(z) no espago vetorial tangente

T, M.

Representagao por meio de parametrizagoes

Seja ¢ : Up — U uma parametrizacdo de um aberto U C M. Para cada = ¢(u) € U temos uma

base

{gl‘i(u),...,ii(u)} C T, M. (1.9)

Denotaremos por {dui,...,dun} C (TzM)* a base dual de (1.9). Pelo Teorema 1.1.1, para
cada x = p(u) € U, as r—formas duy = du;, A...ANdu;, com I ={i; <...<1i,} constituem uma
base de A, (T, M). Assim dada uma forma diferencial w, de grau r em M, podemos escrever, para

cada z = p(u) € U:
w(z) = w(p(u) = ar(u)du; (1.10)
I

Dai, a forma w define, para cada parametrizagao ¢ : Uy — U em M, as fungdes a; : Uy — R.
Convém mostrar que esta representacdo nao depende da parametrizacio. De fato, seja ¢ : Vy — V
outra parametrizacdo em M, com UNV # @. Para todo x = p(u) = ¢ (v) € UNV temos as bases

{51/1( ) oY

Ovy " OV

(v)} CcT,M.

{dv1,...,dvp,} C (T,M)*

que se relacionam com as base determinadas por ¢ do seguinte modo:

dp dv;
87’117‘ - Z auj 6vi

=1

(91)1
Z 8uj

dvi
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Pelo que ja vimos na secdo anterior, se z = p(u) = ¥(v) e UNV e w(z) = ZaJ(u)duJ =

Z br(u)dvy entao
T

61}]
aj(u) = zl:det (EM) br(v), (1.11)

i

tais que i € I e j € J. Portanto fica
an

onde (253) é a matriz r X r formada pelos elementos

estabelecido a nao dependéncia da parametrizacao.
Diremos que uma r-forma, diferencial w sobre M ¢é de classe C*, k < p, quando M pode ser

coberta por imagens U de parametrizacdes ¢ : Uy — U, de classe C*, relativamente as quais se

tem w = g arduy as funcdes a; sendo todas de classe C*. Salvo mencio ao contrério, as formas

I
tratadas neste trabalho serdo de classe C*°.

Definigao 1.2.1. Uma forma de volume em uma superficie n—dimensional M é uwma forma

diferencial w de grau n sobre M tal que w(m) # 0, Vm € M.
Usaremos a notagao Q" (M) para designar o conjunto das r-formas sobre M. Observe que, pela

Proposigdo 1.1.2, se r > dim M entdo Q" (M) = {0}.

1.2.1 Pull-Back de uma forma

Sejam M e N superficies e F': M — N uma aplicacio de classe C¥, k > 1. Dada uma forma w, de
grau r sobre N, definiremos o pull-back de w pela funcao F' e escreveremos F*w pondo para cada

r € M e cada r—lista de vetores wy,...,w, € T, M,
[(Frw)(x)|(w1,...,w) = w(F(x))(F'(x).wi,...,F'(z).w,) (1.12)

Em particular, se w é uma 0—forma, ou seja, w = g : R™ — R é uma aplicacdo diferenciavel

entao
(F7g)(z) = (g0 F)(x)
De acordo com a defini¢do dada em (1.12), temos que

(F*w)(2) = [F'(@)]" - w(F(x)). (1.13)
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o
- -
e T

* (o
S
F w

F F(m)

M

Pull-back de w pela fungao F.

Observagao 1.2.1. Se F': R" — R" wma aplica¢do diferencidvel e w = dxy A ... A dz,, entdo,

pela observagdo (1.1.1),
F*(dxy A ... ANdxy)(z) = det(F'(2))dyr A ... A dyn,
onde yi,...,Yn SG0 as funcdes coordenadas de F'.

Proposigao 1.2.1. Sejam M;, My, M3 superficies, f : My — Ms e g : My — Ms aplicagoes

diferencidveis. Entdo:
a) f*(cw+w) =cf*(w)+ f*(w), Ve € R, Yw,w € Q"(Ms);
b) (g0 f)*(w) = f*(g"(w)),Yw € Q"(Ms);
c) fH(wAw) = f*(w) A f* (W), Yw € Q7 (My).

Demonstragao.

a) Dadoce R,p € My e vq,...,v, € T,M;, temos que,

’

Frew+m)(p) (w1, v) = (cw+@)(f(P)-(f (P)vr,- -, f (p)vr)
= cw(f)-(f P)v1,. ., f (p)vr) +
wW(f()-(f (p)-v1,- .. f (p)vy)
= (cf*(w)(p) + f*(@)(P)) (v1, ..., 7).

Logo, f*(cw +w) = f*(cw) + f*(w).
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b) Dados arbitrariamente x € M;, uma r—forma w € M3 e vy,...,v, € T, M7, temos que

((go ) w)(@)(vr, ..., vr)

Por outro lado,

= w(g(f@))-((go f) (@)-v1,... (g0 f) (@).0,)

(g @) @) (01, v) = (g @) (f @) @)1, f (@)0y)
= w(g(f@)-((go /) @)1, (g0 f) (2).0r)
Logo (g0 f)*(w) = f*(g*(w)).
¢) Inicialmente, seja fi,...,f, 1-formas de M,. Omitindo o ponto z e denotando por df a

derivada de f neste ponto, nés obtemos

f*(fl/\"'/\fr)(vlv"'7v7’) = (.fl/\---/\fr)(df'vla---adf-vr)

= det(fi(df vj))
= det(f*(fi(v;)))
= ()AL A1),

Agora, sejam (x1, . .., x,) coordenadas para Mj e (y1,...,y,) coordenadas para Ms onde y; =

fi(z1,...,2,) sendo f; as fungdes coordenadas de f : My — Ms. Sejam w = Za; dyr,w =

I

Z by dy; duas k—formas em M. Entao,

J

ffw= Zf*(af)f*dyil AN Ry,
I

o=y [ (bs) frdys Ao A frdy;,
J

Conseqiientemente,

[ (w Nw)

£ arbydyr A dy,)
7

> (aro f)(bso ) (dyr Ady.,)

1,J

> (aro £)(by o f)f*dyr A f*dy,

1,J
D (aro £)f*(dyr) A (bso f)f*(dy.)
1,J J

fH(w) A f*(w)



26 [CAP. 1: PRELIMINARES
O

Exemplo 1.2.1. Forma elemento de dngulo. Considere a 1—forma « sobre R? \ {0} dada por

—ydr + x dy

1.14
.’E2 _|_y2 ( )

a(z,y) =

—Y U1+ TV

Claro que JY) = ——————
ro que «(x,y) - v R

uma aplicacao diferencidvel definida por

, para todo vetor v = (v1,v2) € R%. Seja p: R — R?2~ {0}

o(t) = (cost, sent).
Usando a definigao (1.12), obtemos que,

[(e"a)®)(e) = alp®)(@'?) -q)

= (—sent)(—gsent)+ (cost)(qcost)

= g

ou seja, v a = dq.

Exemplo 1.2.2. Forma induzida por uma aplicagéo. Seja w € Q" (M) e ¢ : Uy — U uma

0 0

parametrizagdo de M. Em cada ponto 2 = ¢(u) € U, os vetores a—@(u), A a—@(u) constituem
(5% Um,

uma base do espaco vetorial tangente T, M, cuja dual é {duq,...,du,} C (T,M)*. Escrevendo

dur = du, N... Ndu;,, com I = {iy < ... < i}, temos w(z) = Zal(u)duf. Denote por
T
dxy = dxi A.. . Adx;,, onde {dzy, ..., dz,} € abase canonica de (R™)*, dual de {eq, ..., en} C R™.

Sabemos que ¢'(u) - e; = Ld (x). Segue que

du;
(¢ du)(ej) = du;(¢'(u)-e;)
0. sei#]
_ dul<&p) seiz#j
du 1, sei—j

Assim ¢*du; = dz;. Além disso, se I = {iy,...4}

[ w(u)](ei, A... Aei) = w(z) (aif (u),...,aauf (u)) = az(u).

Logo, p*w = Zaldm.
I
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1.2.2 Diferencial Exterior

O proposito desta se¢ao é estender a diferencial de fun¢des para uma aplicacio
d: Q" (M) — Q" (M)

para qualquer r > 0.

Iniciaremos com formas em abertos de R™. Para o que segue, as formas consideradas sdo pelos
menos de classe C'*.

Dado w € Q"(U), usaremos a representacdo em termos de parametrizacido na qual podemos

escrever
w = E ardzxy.
I

Definiremos a diferencial exterior de uma forma w por

dw = Zdal ANdxy
J;

3a1
gjdl"] N dlﬁ[.

g
Observagao 1.2.2. A diferencial exterior de fungées (0—formas) coincide com a defini¢io usual

de diferencial no R™.  De fato, se w é uma 0—forma, ou seja, w = a : U C R™ — R entao

dw = da = Ja

7d113j.
5 (9.Tj

Agora veremos algumas propriedades deste operador que serdo importantes ao longo deste

trabalho.

Proposicao 1.2.2. Sejam U C R™, V C R" abertos, w,w formas diferenciais de classe C!

definidas em Ve f: U — R" de classe C? tal que f(U) C V. Entao:
1. d(w+w) = dw + dw;
2. Se w € C? entio d(dw) = 0;
3. d(wAW) =dw AW+ (-1)9""(w A dw);

4. d(frw) = f*(dw).
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Demonstragao.

dw + dw

2. Seja w = Zaldzl entdo dw =

I

ddw

pelo teorema de Schwarz.

3. Sejam w = Za;dxl ew =
I

d(w A W)

[CAP. 1:

1. Basta observar que se w = Zaldm ew = ijde entao

J; J
day Oar,
= 8 d.fl,'j/\dl‘[+z dxj/\de
= Z d.’L‘J 86” dl‘] + gﬂd.%‘[/)
3,1,L
= dw+w).
g‘” dxj A dz;. Dai,
3,1
2
Z Oar dxy A (dz; Ndxr)
kgl 8$ka$j

8 ay
; [Zﬁmk&cjdmk/\dmj] ANdxy
k.j
82a1 82a1
- drp Ndxi| Nd
; [;j(&ckaxj 8mj8xk) o A dag] A day
0,

Z bydx ;. Entao,
J

d(arby)
ox,

D

rI,J

> bJ8 IdxrAdxjAdzJ

rI,J

> w2

rI,J

dr, Ndxy Ndry

d:Cr/\dl']/\d.IJ

Z(ng de, Nder) Y bjda
r J

r,d
1o (3 ade ) A (Z(?”

dw AN+ (—1)9"Yw A dw

dx, Ndzy)

4. Se w é uma 0-forma entdo, pela regra da cadeia, em todo ponto x € U tem-se

dg(f(x)).f (z) = d(g o f)(x).

PRELIMINARES
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Dai, para todo v € R™ temos f*(dg)(z)w = dg(f(z)).f (¥).v. Logo f*(dg) = d(g o

f) = d(f*g). Agora, considere w = Za;dm; uma r—forma, r > 1. Segue que f*w =
I

Z(f*al)(f*d:ril AN frda)) = Z(f*a;) (d(zi, o f) A ... Ad(zy, o f)). Portanto,

1 I

d(ffw) = > of"ar) 4 (d(iyo) A ... Nd(zi o f))

o0x;
31 J

> (f*(dag) A(d(zi, o f) A .. Ad(zs, o f)))

1

= [H(dw)).

O

A seguir, definiremos a diferencial exterior de uma forma em M. Seja w € Q" (M), classe
C'. Para toda parametrizacdo ¢ : Uy — U C M, existe uma tnica forma d,w, de grau 7 + 1
em U, tal que p*(dyow) = d(¢*w). Isto se deve ao fato de que o pull-back w — ¢*w é uma

bijegao das formas em U sobre as formas em Uy. Se w|y = Z ar(u)duy entdo, pelo exemplo 1.2.2,
I
Prw = Z ar(u)dzy donde d(p*w) = Z day Ndzy. Logo, a igualdade ¢*(d,w) = d(¢*w) significa
1 I

que d,w = Zdal Adug.
I
Vamos verificar que se ¢ : Vo — V & outra parametrizacdo entdo d,w = dyw em U N V. Com

efeito, temos que p = Yo & : 1 (UNV) — UNYV, onde ¢ é o difeomorfismo de mudanga de
parametro. Logo ¢* = ¢* o¢p*. Dai,em UNV:

P (dyw) = P (dyw)
= Mdytw)
= d("w)
= d(¢"w)

¢ (dpw).

Portanto dyw = d,w em UNV.
Definimos a diferencial exterior dw da forma w € Q"(M) como a forma de grau r + 1 em M
cujo valor em cada ponto z € M é dado por (dw)(z) = (d,w)(x), onde ¢ : Uy — U é qualquer

parametrizacao em M tal que z € U.
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Por fim, diremos que uma r—forma, de classe C!, w é fechada se dw = 0. Diremos que w
¢ exata quando existe uma forma o de grau r — 1 e classe C? tal que do = w. Em virtude da

proposicao acima, toda forma exata é fechada.

1.2.3 Produto Interior
Dado X € X(M), considere a aplicagdo ¢ty : Q"1 (M) — Q" (M), definida por
[(exw)(@)] (v1,. .., 00) == w(x)(X(x),v1,...,00). (1.15)

Quando w € Q(M) nés colocaremos txw = 0. Esta aplicagdo é chamada de produto interior, ou

contrag¢do, da forma w pelo campo X.
Proposicao 1.2.3. Se w; € Q" (M), wy € QY (M) e Y € X(M) entdo
ty(wr Awg) = (eywr) Awe + (—1)"wy A (Lyws). (1.16)

Demonstracio. Dado 2 € M, considere {e;(x),...,e, ()} uma base de T, M e {e!(x),...,e™(x)}
C (T, M)* o dual dessa base. Pelo Teorema 1.1.1 ¢ suficiente provarmos para w; = e! A ... Ae" e
wy =e" LA A e r + s < m. Observe que, para todo Y € X(M),

T

ty(e' AL AeT) = Z(—l)j_lLy(ej)el Ao Ael A Ne,

j=1
onde ¢J significa que omitimos o termo e’. De fato, para todo vy, ...,v,._1 € T M,
(V) et(v1) ... el(v.—1)
ty(eP A A (vr, . uesg) = det
e"(Y) e (v1) ... € (vy—1)

(=17 L e (Y)(e' Ao Aed A Ae) (1, .., 0 1)

(=17 Ly (e (XA AT AL A€ (01, V1)
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Usando este fato obtemos que,

r+s
ty(wg Awsg) = Z(—l)j_lw(ej)(e1 A NeTN L NETTS)
j=1

<

+ S 1) (@) (e AL AET AL AT AL AT

J
= (—1)T’U)1 N Ly ws + tywy N\ wa

1.2.4 Derivada de Lie de formas

Antes de prosseguir, precisamos de algumas defini¢oes. Um fluzo numa superficie M é uma apli-

cacao @ : R x M — M tal que paratodop e M e s,t € R,

1. (I)(O,p) =D;
2. O(t,D(s,p)) = (¢t + s,p).

Um fluzo local é uma aplicacio ® : A — M, onde A é uma aberto com A D {0} x M, que
satisfaz as duas propriedade de fluxo no dominio de defini¢cdo. Algumas vezes escreveremos ®,(-)

ou ®'(-) para representar o fluxo ®(¢,-). Um fluxo ¢, esta associado ao campo X se

d

%(@t) = X oy

Uma definicdo dindmica da derivada de Lie é dada a seguir. Seja X um campo de vetores,
de classe C1, em M e w € Q"(M). A derivada de Lie da forma w com respeito ao campo X, e

escreveremos £ x, ¢ uma r-forma dada por

£x(w) = S0, (1.17)

onde ¢ é o fluxo local de X.
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Exemplo 1.2.3. Se w é uma 0-forma, ou seja, w : U C R™ — R, entao, por (1.13),

Lx(w) = —(ofw),_,

Existe uma férmula explicita para o calculo da derivada de Lie de formas, conhecida como
Formula de Cartan. Antes de nos enunciarmos e provarmos esta formula, precisamos estabelecer

um par de lemas.
Lema 1.2.1. Para todo X € X(M) temos que

£x(wr ANwe) = (£xwy) Awg + wy A (£ xws), (1.18)
para quaisquer que sejam wi € Q"(M) e wq € Q°(M).

Demonstrag¢do. Sejam wy € Q" (M) e we € Q°(M). Considere ¢; o fluxo local de X € X(M).
Segue do item (c) da Proposicao (1.2.1) que

i (w1 Awg) = @ (w1) A @y (w3). (1.19)

Desde que o produto exterior ¢ bilinear, podemos diferenciar a igualdade acima que obtendo

d
Lx(wi Awe) = — pi(wy /\w2)|t:0

dt

- %(cpf(wﬁ A i (w2))],_g

(Bt At + o) A (it )

= (£XU)1) N wo + w1 A (£Xw2)7

onde usamos que p§ = id, ja que o(z) =x Vo € M. O

Lema 1.2.2. Para todo X € X(M) e w € Q" (M) temos que

d£Xw = £de. (120)
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Demonstra¢do. A partir da definicao de derivada de Lie de formas e das propriedades de pull-back,

temos que

d

(@i ()|,
d

= 2w,

£X (dw)

= dfxw.
O
Teorema 1.2.1 (Formula de Cartan). Seja X € X(M) e w € Q"(M). Entao
£x(w) =dxw) + tx(dw). (1.21)

Demonstra¢do. Faremos a prova usando inducado sobre o grau da forma w sobre M. Seja X €
X(M). Para 0—formas isso foi feito no Exemplo (1.2.3). Admita que (1.21) seja verdadeira para

formas de grau r. Note que uma (r 4+ 1)—forma pode ser escrita como
Z dfz A wj,
i

onde w; é uma r—forma e f; é uma aplicagao diferencidvel (0—forma), numa vizinhanga de m € M.

Pelo Lema (1.2.1) temos que
Ex(df Nw) = (L£xdf) Nw+df A (£xw)

Por outro lado, juntando a hipotese de inducdo, a Proposigao (1.2.3) e as propriedades de produto
exterior de formas, obtemos as seguintes igualdades
exd(df Nw) +dex (df Aw) = —ux(df Adw) +d((exdf) Aw —df A (Lxw))
= —uxdf Ndw+df ANexdw +d(exdf) Aw+ exdf Adw
+ df Ndiexw
= df NExw+dExf Nw.

Usando o Lema (1.2.2), segue-se o resultado. O

A derivada de Lie pode ser usada na descri¢do da variacdo de formas diferenciais, como veremos

no resultado seguinte.



34 [CAP. 1: PRELIMINARES

Teorema 1.2.2 (Teorema da Derivada de Lie). Seja ¢ : M — M o fluzo associado ao campo X.

FEntao

9 (gpw) = g7 (£xw), (1.22)

para toda w € Q7 (M).

Demonstra¢do. Faremos a prova usando indugao sobre o grau da forma w sobre M. Se w é uma

0—forma em M entao, Vm € M,

(£x)(pe(m)
= (Gl trlm)

- <jt(w o got)’t=0> (pr(m))

_ %@t(mnxwt(m)))

i (£xw)(m)

d

= Z(wog)(m)
d.

= (eiu)(m).

Suponha que (1.22) seja verdadeira para formas de grau r em M. Assim como fizemos anterior-

mente, escrevemos uma (r + 1)—forma como

dez A wy,

onde w; é uma r—forma e f; é uma aplicacéo diferenciavel (0—forma), numa vizinhanca de m € M.
Usando o item (c¢) da Proposi¢ao 1.2.1 temos que

d

d
2 i ldf Aw)) = = (o df A piw).

Por outro lado, juntando a bilinearidade do produto exterior, hipotese de inducgao e as propriedade

de pull-back teremos que

%(w?df/\wi‘w) = d(i@?f>/\soiw+so2‘df/\<p2‘£xw
= dlg; £xf) Npiw + oidf A pp£xw
= pid(£xf) N piw+ i (df A Lxw)
= i (dExfAw+df A£xw)

= p;Lx(df Nw)
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Isto finaliza a prova. O

Observagao 1.2.3. Usando a mesma notag¢io do Teorema 1.2.2, a equagdo (1.22) pode ser gen-

eralizada para tratar, ainda, o variagdo de formas diferenciais tempo-dependentes wy:

d P Wik — QW
—_ * e 1 1
gr i) B0 h
- I (SDZ (Piwisn — piwr) n iy pWe — @Zwt>

h h

_ i( 10 )’ + i( “w;)
- dy Sot Yy y=t dx SOI t
dw,
— * * £
Pt < dy ly=t "‘%( th))

d
= i (wt + £th>

=t

dt

Corolario 1.2.1. Se ¢; € o fluzo local associado a X entdao, para toda forma w,
£xw=0%< pjw=w, (1.23)
Vt onde p; estd definido.

d
Demonstracdo. Pelo Teorema 1.2.1, temos que %gofw = ¢;0 = 0. Logo p;w = ¢ Vt. Desde que

— * — * —
c = pow = w, tem-se p;yw = w.

d
Reciprocamente, se pfw = w para todo t, entao &@;‘(w) = 0, Vt. Em particular, £xw =
d *
(@) le=o = 0. m

1.3 Particao da unidade

Seja f uma aplicacdo definida em M. O suporte de f é o conjunto {m € M : f(m) # 0}. Deno-
taremos este conjunto por supp. f. Dizemos que f tem suporte compacto se supp. f é compacto
em M.

Uma cole¢do de subconjuntos {C} de M é dita localmente finita se para cada m € M existe
uma vizinhanga U de m em M tal que U () C) = ) exceto para uma quantidade finita de indices

A

Definicao 1.3.1. Seja M uma superficie de classe C*. Uma particio da unidade de classe C* em

M ¢ uma familia de fungies € = (€x)aen de classe CF em M tais que:
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1. Para quaisquer A € A e x € M, tem-se {x(x) > 0;
2. A familia C = (supp.&x)e en € localmente finita;
3. Para todo x € M, Z E(z) =1.

AEA

Dizemos que a particdo da unidade Z £a = 1 esta subordinada a cobertura C' = (C))ycpr da

acl
superficie M quando para cada o € A existe algum A € A’ tal que supp &, C C. Dizemos que a

particdo da unidade Z &a = 1 esta estritamente subordinada & cobertura C' = (Cy)rea quando
a€EA
tem indices no mesmo conjunto que as funcoes &, e, além disso, supp £, C C, para todo o € A.

Teorema 1.3.1. Seja M wma superficie de classe C¥. Para toda cobertura aberta C = (Cy)xen de

M existe uma particao da unidade Z &y = 1 de classe C*, estritamente subordinada a cobertura
AEA

C.

Demonstragdo. Ver [10]. O

Com esta ferramenta podemos provar o proximo resultado.

Proposigao 1.3.1 (Critério de orientabilidade). Uma superficie n—dimensional M € orientdvel

se, e somente se, existir uma forma de volume em M.

Demonstragao. Seja {(Uy, ¢o)} uma orientacdo para M e {p,} uma parti¢do da unidade subordi-

nada a U,. Assuma que todos os U, sdo conexos. Defina
w=pa- (df(de A... Aday,))
«

Basta mostrar que w,, # 0 para todo « € M. Fixe x € M. Entao p,(x) # 0 para uma quantidade

finita de indices a, digamos «ag, ..., ag. Dai, juntando a condigdo de orientabilidade e o observagao
1.2.1,
k
(@a))w = D (da)) (pa - (D4 (der Ao Aday)))
i=1
k

= Z(pa o ¢;11) [(¢ai o ¢;11)* dri AN ... A dxn]

i=1
k

= Y (pa©0g,) [detd(¢a, o 65))] day A... Adzy,
=1

£ 2.
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Logo w, # 0 Vx € M.

Reciprocamente, seja w uma forma de volume em M. Vamos produzir uma orientacdo {Vs, s}
para M do seguinte modo: Considere {(U,, ¢,)} uma atlas para M. Podemos assumir que todos
U, sdo conexos. Entdo (¢;1)*w = fo(x)dz1 A ... Adz,, para alguma f,. Desde que w ¢ nio-nula
entdo f, # 0 e como U, é conexo, fo(x) > 0 Vz € U, ou fo(z) < 0Vz € U,. Se fo(z) >0
defina V,, = U, e 9o = ¢,. Caso contrario, defina V, = U, e o, =T o ¢, onde T : R — R"
é dada por T(x1,...,2,) = (—x1,22,...,T,). Vamos verificar que isto define uma orientacdo em
M. Para tanto, sejam «, 3 tais que V, N V3 # @. Como (¢p;')*w = fo(z)dz1 A ... A dz, entdo
(62)(651)w = fo © G5 (1 A .. Adiy), ou seia,

w
or(dxy Ao Ndxy) = ———,
(o Y NE)
para todo a. Dai,
(pgogr ) (dxy A ... Ndzxy,) fia_ldxl/\.../\dxn.

fﬁ © ¢B 0 Pa

Por outro lado, pela observagao 1.2.1,
(pgo g ) (dry A Ndxy) = det(d(pgodyt))dey A... Adz,.
Logo
det(d(ggop;l)) = _Ja >0

fao¢p0da

como queriamos demonstrar. O

1.4 Integracao de formas

Nesta secao noés definiremos a “integra¢ao” de uma n—forma numa superficie n—dimensional.
Primeiro consideraremos o caso de um subconjunto aberto conexo U C R™ com coordenadas
T1y..-,Tn.

Para uma forma w defina o suporte de w, supp. w, pelo conjuntos {z : w(z) # 0}.

Seja w uma n—forma em U C R™ com suporte compacto. Note entao que w estende-se para

todo R™ por 0 com suporte em algum cubo. Sabemos que w pode ser escrita como

w= f(x1,...,xp)dx1 A ... Ndxy,
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para alguma funcao f. Portanto nés podemos definir

[ [ om [ [ ] stonsaario. oo, 21

onde a integral do lado direito é a integral de Riemann usual. Para esta definicdo fazer sentido

necessitamos que f seja Riemann-integravel com suporte compacto.

Agora, suponha que W € R" é outro conjunto aberto e h : W — U seja um difeomorfismo. Ja

vimos na se¢ao 1.2.1 que

h*w = (f o h)det(h')dzy A ... Adx,.

Conseqiientemente, pelo Teorema de mudanga de variavel,

/h*w - // [ s an) et (o))

// Rnf(xl,...,xn)dzl...dxn
[

onde o sinal é o sinal de det(h’).

= =+
= =+

Assuma que M seja uma superficie n—dimensional orientada, com a orientacido positiva. Us-
aremos somente cartas nesta orientacdo. Seja w uma n—forma na qual seu suporte esta contido
num conjunto aberto U dominio de uma carta ¢ : U — W C R". Sabemos que (¢~!)*w ¢ uma

n—forma em W C R". Assim nés definiremos

Jw = [ (1.25)

Para mostrar que esta definicdo independe da escolha da carta, seja 1 outra carta e denote

h:=1o¢ ! Entdo ¢ 'oh=¢ ' e pelo que vimos anteriormente

Jetre = [wtonru
= [wiy

Agora seja w uma n—forma arbitraria em M com suporte compacto K. Seja {U;} uma cober-

como queriamos demonstrar.

tura localmente finita de M e {f;} uma parti¢do da unidade subordinada a esta cobertura. Note

que o conjunto K intersecta somente uma quantidade finita dos U;. Noés definimos

/w = Z/fw (1.26)
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Vamos mostrar que isto estd bem definido. Considere {g;} uma outra tal particao. Entao

1= Zfigj~ Segue que f; = f; Zgj = Zfigj~ Dai,
J J

i
/fz'U):Zj:/figjw-

[u

Portanto

Zi:/fiw
Zi:zj:/figjw
Zj:/gjw

como queriamos.
Agora, consideremos M e N duas superficies n—dimensionais conexas e orientaveise o : M — N

um difeomorfismo que preserva a orientagao®. Se w € 2"(N) tem suporte compacto entdo

/go*wz/w
M N

De fato, seja {U;} uma cobertura localmente finita de M com cada U; dominio de uma carta,
que denotaremos por ;, e {f;} uma particdo da unidade subordinada a esta cobertura. Auto-
maticamente, {¢(U;)} é uma cobertura localmente finita de N com cada ¢(U;) dominio da carta
Yoo te{fiop !} ¢ uma parti¢io da unidade subordinada & cobertura {¢(U;)}. De acordo com

a defini¢do de integracdo que vimos aqui, temos que

/Nw = Z:[Vfio¢_1-w
- ;/@wi)ﬁwlw
= [ e e teu pou e
= ;/wi(m(fi 0w ) - (i) 0w
= ;/Mfi-w*w

= / P w.
M

2Preservar orientagio significa que para toda carta positiva ¥ em M, 1) o o~

1 & uma carta positiva em N.
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Consequentemente, como todo aberto A C M pode ser considerado uma superficie n—dimensional

conexa e ¢ : A — ¢(A) um difeomorfismo, segue que

/w*w:/ w. (1.27)
A p(A)

Chamaremos R} = {(z1,...,2,) € R"; 2; > 0} de j-ésimo semi-espago de R™. Um conjunto
M C R™ chama-se superficie com bordo (de dimensdo m e classe C*) quando cada ponto z € M
pertence a um aberto U C M que é imagem de uma parametrizacio ¢ : Uy — U, de classe C¥,
numa aberto Uy de algum semi-espago de R™.

O bordo (ou fronteira) de M é o conjunto OM formados pelos pontos z € M tais que, para
toda parametrizacio ¢ : Uy — U, de classe C!, de um aberto U C M, com x = ¢(u), tem-se

necessariamente u € 9Uj.

Observagao 1.4.1. Sempre que dissermos simplesmente “superficie”, sem qualificacoes, estaremos

nos referindo a uma superficie sem bordo, de classe C*.

Finalizaremos esta se¢do enunciando o Teorema de Stokes cuja prova pode ser encontrada em

[3]-

Teorema 1.4.1 (Stokes). Seja M uma superficie n-dimensional orientdvel com bordo e w uma

(n — 1)-forma em M com suporte compacto. Entdo

/M dw = /aM w. (1.28)

1.5 Topologias C*

Considere C*(M,R®) o espaco das aplicacdes continuas de classe C*, 0 < k < oo, definidas em uma,
superficie compacta M. As operagoes usuais de soma e produto de fungdes tornam C*(M,R®) um
espaco vetorial. Seja V7, ..., V,, uma cobertura de M tal que cada V; esteja contida no dominio de
uma carta local {z;,U;} com z;(U;) = B(2) e z;(V;) = B(1). Estas escolhas sdo sempre possiveis,

ver [10]. Para f € C*(M,R*®) denote por f:= foux;': B(2) — R®. Definiremos
[fllcr = max Slél(?l){llfi(U)ll, IDF ), 1D f I}
toue

Na defini¢do acima, considere ||D*fi(u)| = sup{||D*fi(u)(v1,...,v6)|; |lvill = 1,1 < i < k},
k>1.
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Proposi¢ao 1.5.1. || ||cx € uma norma.

Y

Demonstra¢do. Como estamos tomando o supremo de elementos ndo-negativos, temos que || f||¢x
0. Além disso, se ||f]lck = 0 entdo || fi||ckx < ||fllcv = O para todo i = 1,...,n. Dai, 0 =
fox;Y(B(1)) = f(Vi), Vi =1,...,n. Logo f = 0. E claro que ||af|lcx =| a | ||f]lck, Yo € R.
Agora, dados f,g € C*(M,R?®) temos que

1S + gllex max sup {||f* +g'(u)||, | Df*(w) + Dg' (W), [D* [*(u) + D*g" ()]}

u€B(1)

max| Sup){Hfi(U)H,IIDfi(U)Ily---,IID'“J”'(UJ)II}

ueB(1

IA

+

supl){\lyi(U)\\, IDg" (W)l ... 1D g" (uw)}]

u€B(

[fllex + llgllex-

Logo || |lcx é de fato uma norma. O

Veremos na proposicio abaixo que com esta norma o espaco das aplicacdes de classe C* definidas

numa superficie compacta M é completo.
Proposicao 1.5.2. C¥(M,R?®) com a norma || ||cx € um espago vetorial completo.

Demonstragio. Devemos mostrar que, nesta norma, toda seqiiencia de Cauchy em C*(M,R*) con-
verge para algum elemento desse espago. Seja fy : M — R® um seqiiencia de Cauchy na norma

Il llck- Dado p € M, existe l € 1,...,n tal que p € V] e para algum u € B(1) temos que

Alp) = foa; (u).

Dai,

1) = @ < 11fx = filles <€

Esta desigualdade diz que f\(p) é uma seqiiencia de Cauchy em R® e portanto converge. Denote
flp) = /\ILIEO fA(p). Em particular, f}(u) — f*(u) paratodou € B(1)ei =1,...,n. Por outro lado,
para cada u € B(1), Dfi(u) é uma seqiiencia de Cauchy em L(R™ x R™, R®) e, por conseguinte,
converge para uma transformagao linear 7%(u). Vamos mostrar que tal convergéncia ¢ uniforme.

Com efeito, dado € > 0, existe ng € Z tal que se A1, A2 > ng entao

IDF, (w) = DA, )] < 5. Vu € B(1),



42 [CAP. 1: PRELIMINARES

Como, para cada u € B(1), Dfi(u) — T%(u) entdo existe n; € Z que depende de u tal que se
m > ni entao

IDfi () = T ()| < 5.

Assim, para A > max{ng, n; },

IDfA(w) = T' @)l < [ Dfx(u) = Dfy ()l + 1D f, (u) = T (u)]

L.
2 2

Pelo Teorema de derivagio termo a termo, ver [10], temos que f* ¢ C' e Df? = T%. Segue que
fn — f nanorma || ||c1. Com a mesma argumentacio, mostramos, por inducdo, que f € C* e

fn — f nanorma || ||cx. O



Capitulo 2

Cohomologia de DE RHAM

Neste capitulo, salvo mencao ao contrario, M, N e P denotarao superficies contidas no R".

2.1 Definicao

Dizemos que duas formas fechadas wy,ws € Q" (M) sdo cohomdlogas, e escrevemos wy ~ wa, se
existir alguma foma A\ € Q"~}(M) tal que w; — we = d\. Vamos verificar que tal relagao é de

equivaléncia. Sejam wi,wy, ws € Q" (M) formas fechadas entéo:
e wy ~ wi pois se A é uma (r — 1)-forma fechada entdo w; —w; = 0 = d\;

e Se wy ~ wy € we ~ w3 entao wi ~ ws pois existem )\,X S QT_I(M) tais que w1 —wo = dA e

wy — w3 = d\ implicando que wy — w3 = d(A + X),

e Se wy ~ wsy entdo wy ~ wy Pois como existe \ € QT_l(M) tal que wy; —wy = dA, basta tomar

N = — )\ para obter wy — wy = d\.
Deste modo, se w € Q"(M) é forma fechada, denotaremos por
[w] = {w+dx; A e Q1 (M)}
a sua classe de cohomologia. Repare que a classe [0] é a colecao das r-formas exatas sobre M.

Proposicao 2.1.1. O conjunto Hjp(M) = {[w] : w € Q" (M) com dw = 0} forma um grupo

aditivo, para todo r > 0.

43
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Demonstragdo. Sabemos que se wq,ws sao formas fechadas em M entdo wq + wo é forma fechada
pois d(wy + we) = dwy + dwe = 0. Assim, definiremos a operacdo de adi¢do da maneira natural,
ou seja, dadas wq, wy sdo formas fechadas em M entdo [w;] + [we] = [w1 + ws]. Logo, as seguinte

propriedades sao facilmente verificadas:
1) ([w1] + [we]) + [w3] = [w1] + ([we] + [w3]), Vw1, we, ws € Q"(M) formas fechadas;
i) [w]+ [0] = [0] + [w] = [w], Vw € Q"(M) forma fechada;
iii) Para toda w € Q"(M) forma fechada, [—w] é o seu inverso.
Portanto, H},(M) é, de fato, um grupo. O

O grupo H} (M) é chamado de r-ésimo grupo de cohomologia de pe Ruam de M. Algumas
vezes escrevermos simplesmente grupos de bE RHAM.

Por convengao e pela Proposi¢ao 1.1.2 temos que HY (M) € o grupo nulo® se r < 0 our > dim M
. Como néo existe forma de grau —1, temos que H),(M) = {f : M — R diferenciveis; df = 0}.
Notemos que se df = 0 entao f é localmente constante. Se M for conexa entao f é constante e
portanto Hi(M) = R. Mas adiante calcularemos HJ5(M) quando M ndo for conexa. Decorre
da definicdo que se H}, (M) = 0 entdo toda r-forma fechada é exata, para 0 < r < dim M.

Note que existe um produto HY,(M) x Hin(M) — H5E4(M) dado por [w] x [n] — [w A 7).
Vamos verificar que este produto estd bem definido. Ora, se w e i sao formas fechadas, de graus

p e q, respectivamente, entao, pela Proposicao 1.2.2,

(w+d)\1)/\(17+d)\2) = w/\77+w/\d>\2+d)\1/\77+d)\1/\d)\2

wAn+do

onde § = (—=1)79""w A A2 + A\ A+ A1 A dha. Deste modo, [w + dAi] X [n+ dX\s] = [w] X [n],
ficando provado que a aplicagdo acima estd bem definida. Assim, dada uma classe [w], denotaremos
] =[] x -+ x [w]:

Na secdo 1.2.1, vimos que uma aplicagdo diferencidvel G : M — N induz uma aplica¢do
G* : Q"(N) — Q" (M), que a chamamos de pull-back. Além disso, pela Proposicdo 1.2.2, segue

que

o Se w € Q"(N) é fechada entdo G*w é forma fechada pois d(G*w) = G*(dw) = 0;

T Algumas vezes usaremos “0” para denotar este grupo.
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e Se w = d)\ é exata entdo (G*w) = G*(d\) = d(G*)).

Existe ainda uma outra aplicagao induzida de H},(N) em H},(M), que continuaremos a

denotar por G*, em que se w € Q"(N) é forma fechada entao
G*w] = [G*w].

Chamaremos esta aplicagdo de aplicagdo cohomdloga induzida. Perceba que se w’ = w + d\ entdo
[G*w'] = [G*w + d(G*N)] = [G*w]. Assim esta aplicagdo esta bem definida. A partir do que ja

sabemos de pull-back, segue as seguintes propriedades:

P1. Se F : N — P é outra aplicagao diferenciavel entao
(FoG)"=G"oF*: Hjp(P) — Hjr(M).
P2. Se Idy; denota a aplicacdo identidade de M entdo (Idp)* é a aplicagdo identidade de
Hyp(M).
Observagao 2.1.1. Superficies difeomorfas tém grupos de cohomologia de bE RuAm isomorfos.

Com efeito, se F : M — N ¢é difeomorfismo entdao F* : Q"(N) — Q" (M) é um isomorfismo.

Assim, a aplicacdo cohomologa induzida F* : H]p(N) — Hjp (M) também é isomorfismo.
Exemplo 2.1.1. Os grupos de o Ruam do circulo S* sdo

v s o ) Ry oser=0,1.
Hjp(S") =
0, ser>1.
Sendo S' é conexo entdo HIp(S') = R. Ademais, Hj5(S') = 0 para r > 1. Falta apenas
Hp(S").
Seja « a 1-forma elemento de angulo® sobre U = R? \ {0}. Considerando a aplica¢do inclusao

i:8' < U, temos que i*a é uma 1-forma em S'. Segue que

2m
/ o= / do = 2. (2.1)
St 0

Deste modo, i*a ndo pode ser uma forma exata pois se existisse uma 0-forma A tal que i*a = dA

/i*a:/ dA=0
st st

2Vimos a definigdo dessa forma no exemplo 1.2.1.

entdo pelo Teorema de Stokes




46 [CAP. 2: COHOMOLOGIA DE DE RHAM

e isto contraria (2.1). Mais ainda, toda 1-forma w sobre S' é fechada pois dw é uma 2-forma em
S! e pela Proposicdo 1.1.2 tem-se dw = 0.

Assuma, por um momento, que se A é uma l-forma entdo \ — kdf é exata para algum k €
R. Deste modo, toda 1-forma sobre S! difere de um maultiplo real de df por uma forma exata.
Conseqiientemente, H},(S') = R.

Vamos provar o que assumimos anteriormente. Escreva A = f(6)df e seja k = 1 A

21 St
Considere a seguinte funcao

0
o) = [ (70) 0.

Note que g(0) = g(27). Ademais, dg = (f(0) — k)dd = X — kdb.

2.2 Invariancia homotdpica

Nesta secao faremos uma generalizacdo da observacao 2.1.1, na qual mostraremos que os grupos
de pE RuAM sao topologicamente invariantes. Na verdade eles sao algo mais, sao homotopicamente
imvariantes.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Diremos que duas aplicagoes continuas f,g : X — Y sdo
homotdpicas, e escreveremos f ~ g, se existir uma aplica¢do continua H : X x [0,1] — Y tal que
H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(x) para todo z € X.

Uma aplicagao continua F' : X — Y é dita ser uma equivaléncia homotdpica se existir uma
aplicacao continua GG : Y — X tal que F oG ~ Idy e Go F ~ Idx. Tal aplicagcdo G é chamada
homotopia inversa de F. Quando existir uma equivaléncia homotopica entre X e Y diremos que

eles sao homotopicamente equivalentes e escreveremos X ~ Y.
Exemplo 2.2.1. S"1 ~R" \ {0}, n > 1.

De fato, a aplica¢ao inclusdo i : S"~! < R™ \ {0} é¢ uma equivaléncia homotépica com homo-

topia inversa r(z) = ﬁ pois 7o i = Idga—1 e a aplicacdo identidade de R™ ~\. {0} é homotopica a
x
ior via a homotopia H(z,t) = tx + (1 — t)ﬁ
x

Teorema 2.2.1 (Invaridncia homotépica dos grupos de pe Ruam). Se M e N sdo superficies

homotopicamente equivalente entdo H)p(M) € isomorfo a H}j(N) para cada r.

Demonstragao. Ver [8]. O
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Em particular, os grupos de b Ruam de duas superficies homeomorfas sao também isomorfos

pois todo homeomorfismo é uma equivaléncia homoto6pica.

2.3 Alguns exemplos

O calculo direto dos grupos de pE RHAM ndo é nada facil em geral. Dedicaremos estd secdo em
calcular alguns casos particulares, tais como R™, S™.

Comecemos com unides disjuntas.

Proposicao 2.3.1 (Cohomologia de unides disjuntas). Seje M; uma cole¢io enumerdvel de su-

perficies disjuntas e M = UMj. Para cada r, a aplicagdo inclusdao i; : M; — M induz um
J
isomorfismo de H}p(M) para HHQR(Mj).
J

Demonstragio. Os pull-backs if : Q"(M) — Q7(M;) induzem uma aplicagao entre 2"(M) e
HQT(MJ-), a saber:
J

it QNM) — HQT(Mj)
J
w —  (Gw,idw,...) = (W, Wy, --.)-

Vamos verificar que esta aplicacao é, de fato, um isomorfismo. Note que para qualquer r-forma

w tal que w|y;, = 0 para cada j entdo w = 0. Isso prova a injetividade. Agora, seja (w1, ws,...)

um elemento de HQT(MJ‘): com w; € Q" (M;). Defina w € Q" (M) por w(z) = wj(z) se x € M;.
J

Assim, i*w = (w|pr, w|py, - - -) = (w1, ws, . ..) provando a sobrejetividade.

Por fim, notemos que a aplicacio i sugere o isomorfismo i : Hjp(M) — H H}r(M;) dado por
J

O

Em particular, os grupos de pe Ruam de uma superficie desconexa é o produto dos grupos

correspondentes nas suas componentes conexas.

Corolario 2.3.1. Se M € uma superficie desconeza entdo HgR(M) =~ R¢, onde € a quantidade de

componentes conexas de M.



48 [CAP. 2: COHOMOLOGIA DE DE RHAM

C
Demonstrag¢do. De fato, como M = U M;, onde cada M; é uma componente conexa de M, segue
Jj=1

da Proposigo 2.3.1 que Hp(M) = [[ Hir(M;) = [[ R/ =R". O
j=1 j=1

Examinaremos a cohomologia do espacgo Euclideano.
Um subconjunto V' C R"™ é dito estrelado com respeito ao ponto ¢ € V' se para todo todox € V,
o segmento de reta de g a = estd inteiramente contido em V. Os subconjuntos convexos e as bolas

(abertas ou fechadas) de R™ sdo exemplos deste tipo de conjunto.

Teorema 2.3.1 (Poincaré). Se U C R™ um subconjunto aberto do tipo estrela entdo Hjjn(U) =0,

para r > 1.

Demonstragiao. Suponha U C R” do tipo estrela com respeito a g. Note que existe uma homotopia

H entre a aplicacdo identidade de U e a aplica¢do constante 7 que envia U em {q} dada por:
H(z,t) = q+tx—q).

Dai, a aplicagdo inclusdo i : {g} — U é uma equivaléncia homotdpica pois io7 = 7 ~ Idy e

7o = Idig. Segue do Teorema 2.2.1 que Hj,(U) = Hjr({q}) = 0 para r > 1. O
Exemplo 2.3.1. Grupos de pE Ruam de R™.
Como R” é do tipo estrela, Hj,(R™) = 0 para r > 1.

Corolario 2.3.2. Seja M uma superficie e w uma r—forma fechada em M, r > 1. Para qualquer

q € M existe uma vizinhanga U de ¢ na qual w|y € exata.

Demonstracdo. Todo ¢ € M tem uma vizinhanga U difeomorfa a uma bola aberta em R", a
qual é um conjunto do tipo estrela. Logo, juntando e o Teorema 2.2.1 e a Proposicao 2.3.1,

Hi,(U) = 0. m

Dois caminhos fechados p1, 2 : [a,b] — X C R™ sdo livremente homotdpicos se existir uma
aplicagdo continua H : [a,b]x[0,1] — X tal que H(s,0) = p1(s), H(s,1) = pa(s) e H(a,t) = H(b,t)
para quaisquer s € [a,b] e t € [0,1].

Um subconjunto U C R" é simplesmente conexo se é conexo por caminhos e, além disso, todo

caminho fechado em U é livremente homotopico a um caminho constante.

Teorema 2.3.2. Se M € uma superficie simplesmente coneza entio H}p(M) = 0.
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Demonstragao. Ver [8]. O

Passemos ao célculo do n-ésimo grupo de pE Ruam de uma superficie M n-dimensional, com-
pacta e orientével.

Nao é dificil verificar que a aplicagao I : Q*(M) — R dada por I(w) = / w é linear. Além
do mais, pelo Teorema de Stokes, a integral de qualquer forma exata é zero. A]svéim7 esta aplicacao

nos sugere uma outra aplicacao linear, que denotaremos pelo mesmo simbolo, de H},(M) para R

dada por:
I: Hj(M) — R
(2.2)
M
Note que tal aplicagdo esta bem definida pois se W = w + d\ (outro representante para a classe
[w]) entdo
a) - [ a
M
= / (w =+ dX)
M
= / w
M
= I([w])

Teorema 2.3.3 (De Rham). Para qualquer superficie compacta, conexa, orientdvel e n-dimensional

M, a aplicagdo I : Hjp(M) — R € um isomorfismo.

Demonstra¢do. Assumiremos que n > 1 pois o caso 0-dimensional decorre da nossa definicao. Pela
Proposicao 1.3.1 existe uma forma de volume em M e a denotaremos por 2. Seja ¢ = / Q.
Note que podemos assumir que ¢ > 0 pois podemos reescrever, localmente, a forma € clgmo
f(z)dzy ... dz, com f(x) # 0 para todo 2z € M. Assim, tomamos a orientacdo de modo que f seja

sempre positiva.
. . C e . a .
Provaremos, primeiro, a sobrejetividade. Dado qualquer a € R, tome w = —Q. Assim,
c
a a
I([w]):/ —Q:—/ Q= a
M € ¢ Jm

Para provar a injetividade, mostraremos que ker I = {[0]}. Em outras palavras, nés temos

que mostrar que se w € Q"(M) satisfaz / w = 0 entdo w é exata.
M
Seja {Uy, ..., Uy} uma cobertura finita de M por abertos que sdo difeomorfos ao R™ e considere

M =U,U---UUg para k =1,...,m. Como M é conexa, reodernando os conjuntos se necessario,
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podemos assumir que My N Uiy # @ para cada k.

Afirmagao: Se w é uma n-forma com suporte compacto contido em My, e satisfaz / w =20
My,
entdo existe uma (n — 1)-forma 1 com suporte compacto contido em My, tal que dn = w.
Observe que quando k = m, a afirmacao acima resolve o problema da injetividade que queremos,

pois toda forma sobre uma superficie compacta tem suporte compacto.

Prova da afirmag¢do. Faremos a prova por indugdo sobre k. Para k = 1, como M; = U; é difeomorfo
a R™, o afirmacao se reduz as formas com suporte compacto em R". Por ser a prova disto um
tanto trabalhosa, deixaremos para mais adiante (Lema 2.3.1). Assumindo isto a partir de agora,
continuaremos com a inducao.

Suponha que a afirmacgao é verdadeira para k > 1 e que a n-forma w tenha suporte compacto

contido em My411 = My U Uy satisfazendo / w = 0. Escolha uma n-forma auxiliar o €
My

O"(Mp41) com suporte compacto em My N U411 e que satisfaz / a=1.
My 41
Seja {¢, ¥} uma parti¢do da unidade para My estritamente subordinada a cobertura { My, U1 }-

Seja r = pw. Note que a n-forma (¢ w — ra)) tem suporte compacto contido em My, e

M,
/ (gow—ra):/ @w—r/ a=0.

Portanto, por hipotese de indugéo, existe uma (n — 1)-forma A com suporte compacto contido em
My, tal que dA = pw — ra. Analogamente, () w + ra) é uma n-forma com suporte compacto em

Uki1 e

/UHl(ww—i—ra) = /Mkﬂ(l—ap)w—&-r/MkHa

/ w — / pw+r
M1 M1

= 0

Logo, pelo Lema 2.3.1, existe outra (n — 1)-forma [ com suporte compacto em Ugi1, tal que
dpB = Yw+ra. Ambas ) e § podem ser estendidas para zero de forma suave com suporte compacto
em Mj 1. Assim,

dA+0) = (pw—ra)+ (Yw+ra) = (p+P)w=w (2.3)

0 que completa o passo indutivo. O
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Lema 2.3.1. Sejan > 1 e w € Q*(R™) com suporte compacto tal que / w = 0. Entdo existe

n

uma (n — 1)-forma 1 com suporte compacto em R™ tal que dn = w.

Demonstra¢do. Faremos a prova por inducao por n. Para n = 1, podemos escrever w = f dzr para
alguma fungao f suave com suporte compacto. Escolha R > 0 tal que supp.f C [-R, R], e defina
F:R — R por
Flz) = / () dt.
-R
Segue que dF = F'(z)dx = fdx. Quando © < —R, F(x) = 0 pela escolha do R. Se x > R entao,

pelo fato de / w = 0, temos que
RTL

T R T
F(az):/_Rf(t)dt:/_Rf(t)dt—i—/R F(#)dt =o.

Diante disso, supp.f C [—R, R]. Isto completa a prova para o caso n = 1.

Agora, sejan > 1 e suponha que este Lema é verdadeiro para R"™. Vamos considerar R”*! como
espaco produto R x R™, com coordenadas (y,z) = (y,21,...,2Zn). Seja Qy,z) =dx1 A ... ANdx,
uma n-forma sobre R x R™.

Suponha que w é qualquer (n + 1)-forma com suporte compacto em R x R™ tal que
/ w = 0.
RxR"?

w = fdy AN

Entao podemos escrever w como

para alguma funcdo suave f com suporte compacto. Escolha R > 0 tal que supp.f C {(y, z); |y| <
Re |z| < R}.

Seja ¢ : R — R uma fun¢do bump com suporte em [—R, R] e satisfaz / ©(y)dy = 1. Defina
R

funcoes suaves e, E, F, F:R xR" - R como segue:

e(y,z) = oy);
B(yz) = / (1)t

F(y,z) = /y f(t, x)dt;

_ R
F(y,z) = / f(t, x)dt.

Estas funcoes tém as seguintes propriedades:
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P1. ;igzo;
P2. g—fj:e;
P3. %:f;
P4. ?95_0.

Denote por ¥ = i*(FQ), onde i : R” < R x R" ¢ o mergulho i(z) = (0,2). Note que

/ Y = ﬁ(O,x)dxl...dxn

]Rn
/ / fly,z)dydxy ... dz,
n JR

[

Logo, pela hipotese de indugdo, existe uma (n — 1)-forma o com suporte compacto em R™ tal que

do = X.

Definamos uma n-forma n em R x R™ por
n=(F—FE)Q—edyAr*o,

onde 7 : R x R™ — R™ é a projecao canodnica. Quando y < —R, noés temos F' = E = e = 0 entao
n=0.Sey>Rentaoe=0, E=1e F = ﬁ, assim n = 0 também. Logo n tem suporte compacto
em R x R".

Para mostrar que dn = w, comecemos calculando
dp=dF AQ—FdEANQ — EdF AQ —de Ady Am*o + edy A d(m*0).

Analisaremos cada um destes termos separadamente. Como da; A2 =0, o 1° termo fica

oF oF
FAQ = | — —dz; | ANQ
dF A (8y dy+8xj x]>
= fdynQ
= w.

Para o 2° termo nés temos que

~ ~OF -
—FdEAQ = —Fa—ydy/\Q: —Fedy A Q.
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oF
Desde que 0= 0, o 3° termo reduz para
Y

~ F
—EdFAﬂz—Ea—dxjAﬂzo.
3xj

O 4° termo também é igual a zero pois de A dy = ¢’ (y)dy A dy = 0. Por fim, para o 5° termo,
noés observamos que i F = F pois Fé independente de y e 7*¢*Q2 = ) por um calculo direto e

portanto 7*3 = FQ. Deste modo

edy Nd(r*o) = edyAn*do
= edyAn*X
= Fe dy N Q,
que cancela com o 2° termo. Logo dn = w. O

Finalizando esta segdo, enunciaremos um teorema (Mayer-Vietoris) que pode ser usado para
calcular os grupos de pE RuHaM de diversos espagos, expressando como unioes de subconjuntos
abertos com cohomologia simples.

Dados i: A — B e j: B — C homomorfismo de grupos, diremos que uma seqiiéncia A LBl
C' é ezata se Im(7) = ker(j).

Considere M uma superficie e U, V subconjuntos abertos de M tal que U UV = M. Temos o

seguinte diagrama de inclusoes:

k

U——M (2.4)
ZT Tl
unv j*> 1%
o qual as aplicagoes pull-back induzem o seguinte diagrama sobre as formas diferenciais:
QP(U) —=Qr(UunV) (2.5)
kT Tj*
QP (M) (V)

1=

Claro que também existe um diagrama anélogo a (2.5) para os grupos de cohomologia de pE

RHAM.
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Defina as aplicagoes (k* x1*) : QP (M) — QP(U)xQP(V) e (i*—5*) : QP(U)xQP (V) — QP(UNV)

por

(kK x ") (w)

(K*w,l*w),
(@ =) w,m) = Fw—j"n

Teorema 2.3.4 (Mayer-Vietoris). Seja M uma superficie e U,V subconjuntos abertos de M tais
que UUV = M. Para cada p, existe um operador linear 6 : H,(UNV) — Hg;l(M) tal que a

sequinte seqiiéncia é exata:

k*x1*

S HE (M) 225 i (U) x (V) S B, (U V) S HE (M) 2

(2.6)

Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [8]. A seqiiéncia (2.6) é chamada se-
qiiéncia Mayer-Vietoris para a cobertura aberta {U, V'}.

Usaremos este fato para calcular os grupos de cohomologia de pe Ruawm da esfera.
Exemplo 2.3.2. Grupos de bpE Ruam de S™, n > 1.
Vamos verificar que para n > 1,

R, sep=0oup=n
HE L (S™) = (2.7)
0, se0<p<n.
Seja N e S o polo norte e o pélo sul de S™, respectivamente, e considere U = S™ \ {S} e
V =S"~{N}. Pela projecgdo estereografica, sabemos que U e V sdo difeomorfos ao R", e portanto

U NV édifeomorfo a R™ ~\ {0}.
Parte da seqiiéncia de Mayer-Vietoris para {U,V'} é

Hip (U) x Hijp (V) — Hip (UNV) — Hjp(S") — Hip(U) x Hip(V).

Desde que U e V sdo difemorfos a R" entao, pelo exemplo 2.3.1, Hi,(U) = H}(V) = 0 para
p > 1. Dai, H},(S") = HY. (U N V). Visto que U NV é difeomorfo a R™ ~ {0} e, pelo exemplo
2.2.1, R* \ {0} ~ S"~! entdo, para p > 1,

Hp(S") = Hip ' (S"71). (2.8)

Seguiremos agora por inducao sobre n. O caso n = 1 ja foi feito no exemplo 2.1.1, assim

suponha que n > 2 e que (2.7) é verdadeira para S"~!. Sabemos que HJ,(S") = R e pelo Teorema
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2.3.2 temos que H}p(S™) = 0. Para p > 1, juntamos a hipotese de indugdo e (2.8) e obtemos que

n 1 ene R, sep=n
HJp(S") = Hljp (5"

1

0, sep<n.

Isto completa nossa verificacao.
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Capitulo 3
Topologia Simplética

3.1 Algebra linear simplética

Definigao 3.1.1. Um espago vetorial simplético é um par (V,w) onde V é um espago vetorial real

de dimensao finita e w € uma 2-forma que satisfaz a sequinte propriedade:

1. (nao degenerescéncia) A aplicagio F : V — V* dada por F(v) = w(v,-) € isomorfismo linear
de V' sobre o seu dual V*. Isto é equivalente a dizer que se w(v,u) = 0 para todo u € V

entao v = 0.
Exemplo 3.1.1. Considere em R?" a aplicacio wg definida por
wo(u,v) = (J - u,v), Yu,v € R*"

onde

_In On 2nXx2n
com 0,, e I, representando a matriz nula e a matriz identidade de R", respectivamente. Observe
que JT = —J e detJ # 0. Como {Ju,v) = (u,JTv) = —(u,Jv) entdo wy é anti-simétrica. Agora,
fixando u € R?", note que se wo(u,v) = 0 para todo v € R*" entdo, por propriedade de produto

interno, temos que u = 0. Isto diz que wy é ndo degenerada. Logo R?" com a forma wy é um

espago simplético. Observe que se denotarmos por z = (z1,...,Tpn, Y1, .., Yn) € R?" entdo
n
i=1

57
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De fato, dados u,v € R?" temos que

wo(u,v) = (J-u,v)

= Z(viui+n - Uﬂ)m-n)

i=1

= Z dy; N dzi(u,v).

=1

Este espacgo é também chamado “espaco simplético padrao”.

Um conceito fundamental em espacos simpléticos é o de ortogonalidade, o qual é dado a seguir.
Seja (V,w) um espaco simplético. Dados u,v € V dizemos que u é ortogonal a v (no sentido
simplético), e escreveremos u L v, se w(u,v) = 0. Se E é subespago vetorial de V', definamos o

complemento ortogonal simplético por

EY ={ueV;w(u,v)=0,VveE}
Nao é dificil verificar que £ é um subespago vetorial de V.
Observagao 3.1.1. Se E C V entdo dim E¥ +dim F =dimV .

De fato, escolhendo uma base e1,...,eq em E, o subespaco E* é o nucleo dos funcionais

linearmente independentes w(e;, ) em V' de modo que dim E* = dimV — dim E.
Observacgao 3.1.2. E e EY ndo sao necessariamente subespagos complementares.

Com efeito, observe que todo v € V' é ortogonal a si mesmo pois w(v,v) = —w(v,v), ou seja,
w(v,v) = 0. Logo se dim E =1 entdo £ C E".

Isso nos motiva a seguinte a proxima definigao.
Definicao 3.1.2. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Um subespago E CV € dito
o simplético se ENEY = {0};
e isotrdpico se E C EY;
e coisotropico se B C E;

e lagrangiano se £ = E".
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Observagao 3.1.3. Um subespaco E C 'V € simplético se, e somente se, w restrita ao subespaco
E ¢, ainda, ndo degenerada. Com efeito, w|g é ndo degenerada < quando w(v,u) = 0 para todo

u € F entdo v =0< ENEY = {0}.

O proximo resultado é o andlogo simplético do fato de que todo espago vetorial com produto

interno admite uma base ortonormal.

Proposigao 3.1.1. A dimensao de todo espago simplético (V,w) é par. Se dimV = 2n existe uma

base {e1,...,en, f1,..., fn} de 'V tal que para i,5 =1,2,...,n,

w(e,e;) = 0
w(fi, f;) = 0 (3.1)
1, i=j '
w(fivej) = . .
0, 1#7

Demonstra¢ao. Comece escolhendo algum vetor e; # 0 em V. Como w é nao degenerada, podemos
encontrar um vetor u € V tal que w(u, e;1) # 0. Defina

u

fi=

w(u, eq)

Conseqiientemente, fi,e; sao linearmente independentes. Considere E = span{ey, fi}'. Afir-
mamos que E N EY = {0}. Para verificar este fato, tome v € EN EY. Como v € E entdo
existem constantes «, 3 tais que v = ae; + Gf1. Desde que v € EY, temos que 0 = w(v, f1) = «
e 0 =w(v,e1) = 8. Portanto v = 0, como queriamos. Logo, E é subespaco vetorial simplético de
dimensao 2. Se dim V = 2 entdo a proposicio esta provada. Se dim V' > 2, repita a argumentagao
acima para o complementar do subespaco simplético E* de V' e numa quantidade finita de passos

encontraremos a base desejada. O

Defini¢ao 3.1.3. Sejam (Vi,w;1) e (Va,ws) espagos vetoriais simpléticos. Uma aplicagdo linear

T:Vy — Vo € dita simplética se
T*wg = w1 (32)

Exemplo 3.1.2. No caso (Vi,w1) = (Va,w2) = (R** wp), uma matriz A é simplética <

(JAu, Av) = ( Ju,v) para todo u,v € R?". Equivalentemente,

ATJA=J. (3.3)

Lspan{vi,...,vn} representa o espago gerado pelos vetores vy, ..., Un.
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A partir de (3.3) obtemos que |det A| = 1. Em particular, matrizes simpléticas em (R?", wy)

preservam volume.
Observagao 3.1.4. Aplicacées lineares simpléticas sao sempre injetivas.

De fato, seja T : (V1,w1) — (Va,ws) uma aplicacdo linear simplética. Vamos verificar que

kerT = {0}. Se v € ker T entdo T - v = 0. Como T é simplética entao
0=wa(T v, T u)=wi(v,u), Yu € Vi.

Desde que w; é ndo degenerada obtemos que v = 0. Portanto ker T' = {0}.

Proposigao 3.1.2. Todo espaco simplético é simplectomorfo a (R?™, wy).

Demonstragdo. Seja (V,w) um espaco simplético. Seja {ei,...,en, f1,...,fn} C V a base dada

pela Proposicao 3.1.1. Dados u,v € V, podemos reescreve-los nesta base como segue

n
U = ZIi€i+In+z‘fi
i=1
n
vo= Zyiei"‘yn-i-ifi
i=1
com z = (1,...,%2,),Y = (Y1,---,Y2n) € R?". Dai, usando as propriedades da nossa base e a

multi-linearidade da forma w, obtemos que

n n
wlu,v) = Y wgwles, Y viei + Ynrifi) + Y T w(fis D viei + Yniifi)
J=1 i J=1 i

n

= Z(_xz Ynti + Tnti Yi)
i=1

= wo(z,y).

Agora, seja {€1,...,n, f1,---,fn} C R* a base dada pela Proposi¢io 3.1.1. Considere a
aplicacdo linear T : V — R2" em que T'(¢;) = e; e T(f,;) = fi; para todo i = 1,...,n. Pelo que

vimos acima, T*wy = w. O

3.2 Variedades simpléticas

Nesta se¢io veremos o conceito de variedade simplética. Claro que nem toda superficie(m-dimensional)

admite uma estrutura simplética pois a existéncia de um tal estrutura impde sobre uma superficie
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M certas condigoes. Por exemplo, uma superficie com uma tal estrutura deve ter dimensao par e

ser orientével.

Definigao 3.2.1. Uma estrutura simplética em uma superficie M é uma 2—forma w em M sat-

isfazendo:

i) dw =0, ou seja, € fechada;

i1) Para cada x € M, w(zx) é ndo degenerada no espago vetorial tangente T,, M.
Definigao 3.2.2. O par (M,w) € chamado variedade simplética.

Exemplo 3.2.1. Considere M = R?" com a forma wy, definida no exemplo 3.1.1. J4 sabemos que
wo € nao degenerada e como wy é constante, temos que dwy = 0. Logo (R?™,wp) é uma variedade

simplética.

Decorre da defini¢do acima que se (M, w) é uma variedade simplética entdo, para cada x € M,
(T M,w(x)) é um espago vetorial simplético. Em particular, M tem dimensao par.
Uma importante generalizagdo do exemplo 3.2.1 sao os fibrados cotangentes, como veremos no

préximo exemplo.

Exemplo 3.2.2 (Fibrados Cotangentes). Seja @ uma superficie n-dimensional orientavel arbi-

traria. Para cada ¢ € @), denotaremos por T7Q := (T,Q)* o espago dos funcionais do espaco

tangente T,() de @ no ponto ¢. Chamaremos de fibrado cotangente o conjunto T%Q = {(g,§) :

qgeQ, €€ Tq*Q}. Vamos verificar que este conjunto é, na verdade, um superficie de dimensao 2n.

Como @ é uma superficie, para cada ¢ € @, existe uma parametrizagao ¢ : Uy C R" — U C @
oY) o)

com ¢ = ¢(x) € U, para algum z € Uy. Sabemos que {?(x),...,ﬁ(z)} constituem uma

base do espaco vetorial tangente T,). Denotaremos por {dq1,...,dg,} C T;Q o dual desta base.
n

Assim, dado § € T;Q existem (&1,...,&,) € R" tais que { = Zfi dq;. Isto nos induz outra
i=1

n
parametrizagao ¢ : Uy x R" — T*@Q dada por ¢(z,&1,...,&) = (6(z), Zfi dg;). Algumas vezes
i=1
chamaremos estas cartas de coordenadas cotangentes. Isso mostra que T*@Q é, de fato, uma super-
ficie 2n-dimensional. Agora, veremos que todo fibrado cotangente possui uma estrutura simplética

canodnica. Seja (qi,...,q,) € U C @ coordenadas locais para Q e (q1,...,qn,&1,...,&n) € T*U.

Defina a 2-forma w em T*U por

w(g,§) =Y dg; A dé;. (3.4)
i=1
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Para verificar que esta definicdo nao depende das coordenadas, considere a 1-forma em T*U

n
a(q,€) =Y &das. (3.5)
i=1
Evidentemente, w = —da. Bem, basta mostrarmos que « nao depende das coordenadas. Sejam

U, q1y s qns&ay- - 6n)e (U440, 40,81, - - -, &) duas coordenadas cotangentes com UNU’ # @.
Note que se g € UNU" e £ € T;Q entao

=) &dgi=> & (
i=1 i,

) dgy =) _€5dd;
j=1

0q;
8q§

n n n
0q; . .
onde &} = E & < e ) Pelo que vimos acima, o = E &idg; = E £idq; = o/, o que mostra que
i=1

/
aq]‘ i=1 j=1

«a nao depende das coordenadas. [J

Definigao 3.2.3. Sejam (My,71) e (Ma, 12) variedades simpléticas. Uma aplicagdo diferencidvel

p: My — My € dita simplética se
O =7 (3.6)

Observacao 3.2.1. Aplicagioes simpléticas sao automaticamente imersoes. Basta notar que, para
todo x € My, ¢'(x) : T, My — Ty (5yM> é uma aplicagao linear entre espagos vetoriais simpléticos.

Dai, pela Observagido 3.1.4, ¢'(x) é injetiva.

Exemplo 3.2.3. Seja ¢ : (R®*",wy) — (R®*",wy) um difeomorfismo simplético. A partir da
definicao,

(I (x)a, @' (2)b) = (Ja,b) <= ¢ (2)TJ¢ (z) = J, Vo € R*"
Dai, |det ¢'(z)| = 1. Portanto, pelo Teorema de mudanga de variavel, difeomorfismos simpléticos

em (R?", w) preservam volume.

3.2.1 Teorema de Darboux

Este teorema foi provado pela 12 vez em 1882 pelo proprio Darboux. A prova que daremos aqui sera
seguindo a idéia de J. Moser [12], o qual descobriu uma prova mais elegante para este resultado.
Convém observar que se M é uma superficie n—dimensional e A € Q%(M), r < n, ¢ uma forma
nao-degenerada em M entao a aplicagao
x(M) — QY(M)
X —  uxA

(3.7)



[SEC. 3.2: VARIEDADES SIMPLETICAS 63

é um isomorfismo. De fato, dados X,Y € X(M) e ¢ € R vemos que, usando a linearidade da forma

A

)

[tx ey A@)] ()

Az)(X + ¢, )
= Ax)(X,-) + cA(z)(Y; )

ixA(@)() + coyA(@) (), Vz € M

O que prova a linearidade desta aplicacdo. Para mostrar que é isomorfismo, verificaremos que o
seu nucleo contém apenas o campo nulo. Ora, se X € X(M) é tal que txA(z) =0, Vo € M, entao
A(z)(X,-) = 0. Como A é ndo-degenerada temos que X = 0. No caso em que A é forma de volume

em M obtemos um isomorfismo entre X(M) e Q"1 (M).

Teorema 3.2.1 (Darboux). Suponha que w é uma 2—forma nao degenerada em uma superficie
M de dimensdo 2n. Se dw = 0 entdo para cada p € M ezistem coordenadas (U, ) onde ¢ :
(X1, s Ty Y1y, Yn) ER?® — q € U C M satisfaz o(0) =p e

n
prw =wy = Zdyi A dx;.
i=1

Demonstrag¢ao. Inicialmente, como w é uma aplicagao bilinear nao-degenerada e anti-simétrica,
podemos escolher alguma coordenada local tal que w ¢ uma 2—forma em R?” dependente em
2z € R?" e que p corresponde a z = 0. Pela Observacio 3.1.2 temos que

n

w(0) = wy = Zdyi Adz;

i=1
em z = 0. Agora, nosso objetivo é encontrar um difeomorfismo ¢ numa vizinhanca de 0 deixando
a origem fixa e que satisfaz

0w = wy.

Resolveremos esta equacao por argumentacio de deformacdo. Vamos interpolar w e wgy por uma

familia w; de formas definidas por
wy = wo + tH(w —wp), 0 <t <1,

tal que wy = wy para t = 0 e w; = w, e olhemos para a familia ! de difeomorfismos satisfazendo

W =ide

(") *wy = wy, 0<t <1, (3.8)
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Observe que a equacgdo (3.8) para t = 1 é a solugdo do nosso problema. Para encontrar ¢! nos
construiremos um campo de vetores t—dependentes X; gerando ¢! como seu fluxo. Diferenciando
(3.8) e usando a Observagao (1.2.3), obtemos que tal campo de vetores X; terd que satisfazer a

identidade:

d

0=
dt

(") wy = (") <£xtwt - ;twt> (3.9)

Note que dw; = d(wo + t(w — wp)) = 0, isto é, dw; sdo formas fechadas. Usando a formula de

Cartan em (3.9) encontramos
0 = (¢")*(d(tx,w¢) +w — wp).

Como w — wy é uma 2—forma fechada, pelo Lema 2.3.1, existe uma 1—forma A que localmente

satisfaz
w—wy=dX\ e A(0) =0.
Portanto, basta que o campo X; satisfaca a seguinte equagao:
tx,wg +A=0. (3.10)

Ja que wi(0) = wp entdo as 2—formas w, sdo ndo-degeneradas, para cada t € [0, 1], numa

vizinhanca de 0. Isto implica que a aplicac¢do, para cada t € [0, 1],

X(M) — QYM)

X — Lx W

¢é isomorfismo, e portanto existe um tunico campo de vetores X; tal que
Lx, W = —A (3.11)

o qual é solugdo de (3.10). Como nés normalizamos A(0) = 0 e pelo fato de w; ser ndo-degenerada,
temos que X;(0) = 0. Entdo ha uma vizinhanga de 0 na qual o fluxo ¢! de X; existe para todo
0 <t <1 e ainda satisfaz ¢©°(0) = id e ¢*(0) = 0. Por construgao, estes difeomorfismos satisfazem

a equacao
d *
(@) =0, 0<t <1

Portanto (p!)*w; = (¢°)*wy = wp para todo 0 < ¢ < 1, como nés queriamos provar. O
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Observagao 3.2.2. As coordenadas locais (U, ¢) dadas pelo teorema anterior sdo chamadas “co-

ordenadas simpléticas”.
Corolario 3.2.1. Toda variedade simplética é orientdvel.

Demonstragao. Seja (M,Q) uma variedade simplética. Pelo Teorema 3.2.1, temos que existem

coordenadas locais (1, ..., Tn,Y1,---,Yn)

Q:Zn:dyi/\dl‘i

i=1

Defina a 2n—forma
A=Y 2 60 a0 (3.12)
\W—/

Pela expressao de €2 em coordenadas, afirmamos que, em coordenadas locais,
A=dyy N... Ny, Adxy A ... Ndx,. (3.13)

Verificaremos isso por inducao sobre n. Para n = 1 temos diretamente que A = dy; A dx;.

n
Assume que (3.13) seja valida para n. Denote por wy = Zdyi A dx;. Entdo, para n + 1,
i=1

Q = wo + dynt+1 N dx,i1. Note que

QANQ = (UJO + dyn+1 A dxn+1) A (’LU() + dyn-',-l A dmn—&-l)

= woAwy+2- -wy A dyn+1 AN dl‘n+1.
Repetindo este processo, obteremos

QNN = woA... Nwo+(n+1) - woA... Nwg Adynt1 A dTpiq. (3.14)

n+1l—wvezes n+1—vezes n—vezes
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Assim, juntando (3.12) e (3.14) com a hipétese de indugdo, vemos que

A

"n(n+1)
+1 wo A ... ANwg+(n+1) - woA... Nwg Adyps1 A dTpit
n \_v_/ N————’
n+1l—vezes n—vezes
n(n 1)

(_1)n (=1) wo A ... Awy | Awg

n—vezes

()" [ (=)=
n+1 (n)!
=
n+1
(=D"dyy A ... Ayp Adxy Ao oo Adzp A dyps1 A deg g

(n+1)woA... \Nwg| Adyns1 Adrpiq
—_————

n—vezes

dyi A...ANyp Adzy A ... ANdxy, A wg

dyr Ao AN Y ANdyp1 Adxy Ao ANdepy ANdTp .

Logo, definimos uma forma de volume sobre M. Portanto, pela Proposicdo 1.3.1, M é orientavel.

O

Corolario 3.2.2. A mudanga de coordenadas numa variedade simplética preserva a forma.

Demonstragio. De fato, considere (Uy, 1) e (Uz,p2) cartas coordenadas numa variedade sim-

plética (M, w), com U; NUs # &, tal que o Teorema de Darboux é valido, ou seja,

Portanto

()O;Kw = Wo, ,7 = 1a2

(bt ow1) wy = (¢}) o (v3") wo

*
= wWp.

O

Definigao 3.2.4. Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensdo 2n. Chamaremos de forma

de volume simplético a forma de volume w™. Definiremos o volume simplético como o volume dado

pela forma de volume simplético, ou seja, para todo A C M aberto,

voly (A) ::/Aw". (3.15)
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Devemos pontuar que difeomorfismos simpléticos preservam o volume simplético. De fato,
sejam (M7, w;) e (M, ws) variedades simpléticas e ¢ : My — Ms difeomorfismo simplético. Pelas

propriedades de pull-back, segue que

©*(wa)" P (wa A ... Aws)

O (wa) A AT (wa)

= W A...Nwy

(wy)™.

Portanto, por (1.27), vol,, (A) = voly, (¢(A)) para todo A C M aberto.

3.2.2 Teorema de Moser

Ja vimos na se¢ao 1.4 que se M é uma superficie orientavel e ¢ : M — M um difeomorfismo que

preserva a orientacao e ¢*ws = wi, onde w; e wy sao formas de volume em M, entdao / w] =

M
/ wa.
M

O nosso proposito é prover, com mais alguma hipotese, a reciproca deste fato.

Teorema 3.2.2 (Moser). Seja M uma superficie m-dimensional, compacta, conezxa, orientdvel.

Se Ag e Ay sdo duas formas de volume tais que
/ Ao = / Ay (3.16)
M M
entao existe um difeomorfismo ¢ de M satisfazendo
(p*Al = Ao.
Demonstra¢ao. Considere a familia A; de formas definidas por
Ay =tAo+ (1 —t)Aq. (3.17)

Para construir o difeomorfismo ¢, definiremos uma familia ¢! de difeomorfismos de M de modo
que @ =id e

(¥")"A¢ = Ao. (3.18)

Como Ay # 0 e Ay # 0 entdo, para cada t, A; # 0. Visto que Ay e A; tém a mesma integral

sobre M entao, pelo Teorema 2.3.3, existe (m — 1)-forma A em M tal que

A = Ap +dA.
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Conseqiientemente,
Ay = Ay + tdA. (3.19)

Por esta expressao, vemos que dA; = 0. Como M ¢é compacta, podemos definir ¢! através do
campo de vetores X; que o gera, ou seja,

d ,
i — X t_
dt(p 1oy

Uma condigao necessaria e suficiente para que estes difeomorfismos satisfagam (3.18) é que cumpram

a igualdade

0=— (((pt)* At) = (¢")" (CZAt + .£XtAt) : (3.20)

d
Dai, podemos usar a formula de Cartan para obter que %At +dix, Ay = d(ex, At + N). Assim, a

expressao em (3.20) se torna
0= (p")*(d(tx, At + ). (3.21)
Portanto, basta que os campos X; satisfacam
tx, Ay + A =0. (3.22)

Desde que A; é forma de volume, para cada t, a aplicacao

X(M) — QmH (M)
X — Lx Ay

¢ isomorfismo. Entdo, para cada t, (3.22) tem solugdo tunica. Por construgao, (¢')*A; = Ag e

¢ = ¢! é o difeomorfismo desejado. O

3.2.3 Algumas obstrugoes

Ja vimos que a existéncia de uma estrutura simplética numa superficie torna obrigatério que tal
superficie seja orientavel e tenha dimensao par. E natural perguntarmos se uma superficie M
satisfazendo tais condi¢des sempre admite alguma estrutura simplética. A resposta em geral é nao.

Descreveremos nessa se¢do uma simples obstrugdo na cohomologia (de b Ruam) de M.

Proposigao 3.2.1. Seja M wuma superficie compacta de dimensao 2n. Se M admite alguma

estrutura simplética, entdo existe um elemento a € HC%R(M) tal que a™ # 0.
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Demonstragio. Se w € Q?(M) é estrutura simplética, seja a = [w] € H3,(M). Vimos no Corolario

3.2.1 que w" € Q?*(M) é uma forma de volume, e portanto

fron

Por outro lado, se a™ = 0 entdo w™ é exata, ou seja, existe uma 1-forma 6 tal que w™ = df. Pelo

/w”:/dﬁz 6 =0,
M M oM

0 que nao é possivel. Portanto a™ # 0. O

Teorema de Stokes, temos

E imediato desta proposicdo que S?7, n > 1, ndo possui estrutura simplética pois como vimos

no exemplo 2.3.2, H3,(S*") = 0 para n > 1.

3.2.4 Funcoes geradoras

Nesta secao, veremos que toda aplicacao simplética pode ser localmente representada em termos
de uma funcdo escalar, também chamada de fun¢do geradora.

Comecemos com aplicagoes definidas em (R?", wg) pois pelo Teorema de Darboux toda var-
iedade simplética, localmente, pode ser vista assim.

Consideremos uma aplicagao simplética ¢ : (,€) — (z,y) em (R?", w) representada por

T = (7775)

(3.23)
y =0b(n,¢)
em que a, b sdo funcdes suaves em R?". Vamos assumir que
det(ae) # 0. (3.24)

Entao, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma funcao « tal que, localmente,

§= 04(77» I)

Inserindo esta solugdo na 2* equagao de (3.23), nés encontramos a seguinte representacdo equiva-

lente para a aplicagao ¢:

(3.25)
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onde B(n,z) = b(n,a(n,z)). Ademais, diferenciando a 1° igualdade de (3.23) com relagdo a x,

obteremos que

det(ag) - det(ay) = 1. (3.26)

A vantagem de arrastarmos as varidveis para esta maneira aparentemente desagradavel é que a

condicio para ¢ ser simplética é mais facil expressar em termos de « e 3 que em termos de a e b.

Proposigao 3.2.2. Toda aplica¢io simplética p como em (3.23) satisfazendo (3.24) pode ser

localmente representada na forma implicita

oS
§ = 877(77790)
(3.27)
oS
Yy = %(na‘r%

2
para alguma funcao suave S com det 0’5 #0.
dx0n

Demonstracio. Comecemos por considerar, em R*", a 1—forma
n
o(n,&x,y) = > yidu; + & dn;.
j=1

Pelo que vimos acima, (3.24) = (3.25). Sejam fi, fo : R?" — R*" aplicagoes definidas por

f1(777 ZL’) = (77’ a(nv .’E), Z, 6(777 CL'))
f2 (77, 6) = (777 fa a(777 5)7 b(na g))

Como a condigdo (3.24) implica (3.26), podemos definir um difeomorfismo local F : R*" — R4"

por
F(’)aI) = (n’a(n7m))'

Dai, segue que fi; = fo o F. Néo é dificil verificar que (f5do) = p*wy — wg. De fato, considerando

a=(ay,...,a,) eb=(by,...,b,) temos

[(f2do)(n, €)] - (u, v) do(f2(n,€)) - (f5(n,€) - u, f3(n,€) - )

n

> " (dbj Aday) (a'(n,€) - u, b (1,€) - v) — (dnj A dE;)(u,v)

j=1

= [(¢"wo —wo)(n,§)] - (u,v)
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para todo (1, &) € R?" e (u,v) € R*. Conseqiientemente,

d(fie) = fi(do)
= F*(f;do)
= F*(¢"wo — wp).
Deste modo, se ¢ é simplética entdo f;o é fechada. Logo, pelo Lema 2.3.1, existe uma fungdo S

tal que, localmente,

fiko—(na I) = Z/Bj(na :C)dl'] + aj (773 I)dnj
j=1
" dw ow
= dS(n,z) = Z %j(n,x)d:ﬂj + 87%(77, )dn;.
Jj=1 :
- %S foe} .
Por construc¢ao, det <8x877 (mx)) = det (ax(n, x)) # 0, como queriamos. O

Observagao 3.2.3. Se S € uma func¢ao suave satisfazendo (3.27) entdo uma aplicag¢do tal como

(8.23) é simplética.

Com efeito, seja S = S(n, z) qualquer funcdo suave satisfazendo (3.27). Como

(n, x)dn;

" dw ow
dS(n,x) = —(n,x)dr; + —
(n, ) ;axj(” Jdzj + 5

= Y yydu; + &dn;
j=1
temos que

0=ddS =" dy; Ndx; —dn; A dé;.

j=1

Tomando uma aplicagdo ¢ tal como (3.23), teremos conseqiientemente que

prwy —wg = Zdb] Ndaj —dnj N dE;.
=1

= D dy; Ada; —di; Adg
=1

ou seja, y é simplética.
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Exemplo 3.2.4. Considere ¢ = idg2n, ou seja, p(x,y) = (z,y) com (z,y) € R?*". Esta aplicagio

naturalmente preserva a 2-forma wy. Seja S : R?" — R dada por S(z,y) = (z,y). Calculando
2

0 0
suas derivadas parciais temos que a—S(a:,y) =ye —S(z,y) =x e det
x

oy (x,y)) = 1. Logo

dxdy
S é uma fungdo geradora de ¢.

2
Exemplo 3.2.5. Seja S :R?" — R dada por S(n,z) = fu. Como aS (n,x) =a; —m; e

i
oS 0%S

—(n,x) =n; — x; segue que det | ———(n,x) | = 1. Pela proposicao anterior, podemos construir
Ui g oz !
nox

3213,'
uma aplicagio ¢ : (1,&) — (z,y), em (R?", wy), simplética, bastando que
& = %(ﬂax) =T — 1
R 675( z) =n; —
Yi = 9z n,T) =" i

Explicitamente, ¢(n,£) = (n + &, —¢§).

Passemos para a um caso mais geral, ou seja, consideraremos aplicagoes simpléticas f : (M, o) —
(N, T) entre variedades simpléticas arbitrarias e procuraremos, localmente, expressar f em termos

de alguma funcdo S. Antes disso, precisamos de mais um par de defini¢oes.

Definicao 3.2.5. Seja (M,w) uma variedade simplética e v : M — R uma aplicagio de classe

C", r > 1. Defina o campo de vetores associado a v, Xy, por
w(Xy(x), ) = —dy(z) Yo € M. (3.28)

Os campos que satisfazem (3.28) sdo chamados de campos Hamiltonianos e o fluxo associado a
este campo é chamado de fluzo Hamiltoniano.

Um caso particular, e bem interessante, é quando consideramos na defini¢ao acima a variedade
simplética (R?",wg). Neste caso, a condigao (3.28) é equivalente a (J Xy (z),) = —(Vi(z),).

Como J? = —Iy,, estes campos ficam explicitamente determinados, a saber:
Xy(2) =IVy(z), =€ R™. (3.29)

Uma propriedade interessante dos fluxos Hamiltonianos sdo que eles preservam as estruturas
. 24t . 2 . . . ~ *
simpléticas, ou seja, se ¢' é um fluxo associado a um campo Hamiltoniano entdo (¢')” w = w para

toda estrutura simplética w.
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Para verificar este fato, pelo Corolario 1.2.1, basta mostrarmos que se X, é um campo Hamil-
toniano tendo ¢* como seu fluxo entdo £x Lw = 0. Ora, usando a féormula de Cartan vemos
que

Lx,w=d(x,w)+tx,(dw).

Como dw =0 e d(tx,w) = —d(dy) = 0, nés obtemos £x,,w = 0.

Definigao 3.2.6 (Colchete de Poisson). Seja (M, w) variedade simplética. O colchete de Poisson

de duas funcoes diferencidveis F,G : M — R € a aplicacdo definida por
{F,G} = —w(XF, Xa), (3.30)
onde Xp, Xq sio os campos Hamiltonianos associados a F' e G, respectivamente.
Claramente, {F,G} = —{G, F}. Desde que w(Xp, ) = —dF, nos temos
{F,G} =dF(X¢g) = —dG(XF). (3.31)

Lema 3.2.1. Seja (R?",wq) o espago simplético padrio e g;, 1 <i < m < n, m fungoes definidas

numa vizinhanga de 0 € R*" e satisfazendo as sequintes condigoes:
1. {gi,9;}(0) =0, para 1 < i,j < m;
2. {dg1(0),...,dgm,(0)} formam um conjunto linearmente independente.
Entao existe uma base simplética {e1, ... en, f1,..., fn} tal que dg;(0) = df; para 1 < j < m.

Demonstracio. Considere X ,,1 <4 < m, o campo Hamiltoniano associado a g;, ou seja,

_ 9gi dgi _891' _591'
5 =\ Gy By By Oy )

n

Como {dg1(0),...,dgm(0)} é um conjunto linearmente independente entdo se Zaidgi(O) =0
i=1

temos a; = --- = a,, = 0. Em outras palavras, denotando

z;, se1<i<n
Zy =
Y, sen+1<1<2n

Tt 9m

2n
se Z)‘i%(o) = 0 entdo cada A; = 0. Dai, segue que {X,4, (0),...,X,, (0)} é um conjunto de
i=1

vetores linearmente independentes. A condi¢do (1) é o mesmo que

—Wo (Xgi (0)7 X_l]j (O)) =0
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para todo 1 < i,j < m. Tome e; = X,,(0), 1 <4 < m. Podemos completar {ei, ..., e} para uma
base simplética {e1,...,en, f1,..., fn}. Portanto,
dg;(0) - fi = —wo(Xy,(0), fi)

= wo(/fi, Xg,(0))

= wo(fi,ej)

= dfj(fi),
paratodo 1 <i<n,1<j7<m. O
Observacao 3.2.4. Se a aplicagio g : R*" — R™ tem por fungdes coordenadas gi,...,¢, como

no lema acima, entio podemos escolher coordenadas simpléticas tal que det(Dyg(x,y)) # 0 numa

vizinhanga de 0 € R*™. Em particular, D,g(x,y) é um isomorfismo numa vizinhang¢a de 0 € R*™.

De fato, escolhendo a base simplética {e1,...,en, f1,..., fn} dada pelo lema acima, temos que

dg;(0) =df;, i=1,...,n. Como

Agi0) 15 = 32 5 O) dfy) = 520,

=1

segue que g—z’(ﬂ) = §;;. Portanto det(D,g(0)) # 0. Por continuidade, det(Dyg(z,y)) # 0 numa

j
vizinhanca de 0 € R?",

Teorema 3.2.3. Sejam (M,o0) e (N, 7) variedades simpléticas tais que dimM = dim N = 2n.
Se f: M — N é uma aplicacio simplética de classe C*, k > 1, entdo para todo m € M existem
cartas simpléticas (U, o) em M e (V,40) em N comm € U, f(m) €V e f(U) CV tal que para a
representacio F de f, F:=o fop~t € CF(¢(U),(V)) dada por

F(z,y) = (&n) (3.32)
nés temos
§ = %(%n)
(3.33)
= ()

2

com S € CF*L (W), para algum W C R?", satisfazendo det (aa(x,n)
€Ton

) # 0 para todo (xz,n) € W.
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Demonstragio. Seja f € CF(M, N), k > 1, simplética. Dado m € M, pelo teorema de Darboux,
podemos escolher cartas simpléticas (U, ¢) e (V,4¢) comm € U, f(m) eV, f({U) CV, ¢p(m)=0e
¥(f(m)) = 0. Defina F =1 o fog¢~t. Dai F(0) = 0. Escreveremos F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) =

(€,m) com u = (uy,...,uy),v = (vi,...,v,) € (z,y) € p(U) C R?". Considere as 1—formas
91(337.@) = Z'T’L dyl7

02(&,m) = Zfz‘ dn;.

Desde que f é simplética e pela escolha das cartas, temos que F*(dfy) = df;. Como

8U1 8U1 Bul 8u1 8U1

%(2) %(z) : 6%(2) %(Z) . %(Z)
F(z) = ZZ;(Z) ZZ(Z) gg@ g:f(z) ZZ(Z)

temos que

8uk 6’Uz' 6uk 3U1>

dug(F'(2) - Xo,) = Z(%.ayl_ayz'axz

dv(F'(z)- Xy,) = 0
para todo 1 < i,k < n. Isto diz que

det dug(F'(2) - Xy,)  dup(F'(2) - Xy;)
dog(F'(2) - Xy,)  dop(F'(2) - Xy;)

i

para todo 1 <1,j, k < n. Logo,

{'Ui’vj}(z) = dbh(z)- (vaij)
[(F*db2)(2)] - (X5 Xo,)

Il
(oW
le)
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RS
QU
<
ol
!
&
S
[~3
o8
S
T
il
O
s
\_/



76 [CAP. 3: TOPOLOGIA SIMPLETICA

para todo 1 <i,5 < n.

Visto que vy, ...,v, sao linearmente independentes entao pela Observacao 3.2.4 podemos en-
contrar uma transformacdo simplética tal que Dyv(x,y) é um isomorfismo numa vizinhanca de 0.
Assim, pelo Teorema da funcio implicita, existe uma tinica aplicacdo b € C*, com b(0) = 0 tal que
y = b(z,n) satisfazendo n = v(z,y). Vamos, agora, definir a € C* por meio de & = u(x,b(x,n)) :=
a(x,n).

Resta definir S € C**1 tal que a = g—s eb= g—i Para isso, considere as aplicacoes locais
o1 : (x,n) — (z,b(z,n)) e o9 : (z,n) — (Zz?(x,n),n). Evidentemente que 01(0) = 0 e 02(0) = 0.
Para o que segue é necessario mostrar que o7 é um difeomorfismo local. De fato, como v(z,y) =

v(z,b(x,n)) = n podemos derivar em relagdo a 7 e obter que Dyv o Db = I. Isto implica que

det(D,b) # 0. Por outro lado,

I 0
det(o]) = det
Db Dyb
—  det(Dyb)
£ 0.

Dai, pelo teorema da aplicacao inversa, temos que o7 é um difeomorfismo local.
Agora, como podemos escrever F' = o3 0 0] ! no dominio adequado, obtemos que o5 é um
difeomorfismo local. Vamos mostrar que a 1—forma A\ = adn + bdx é fechada. Denotando por

Os(x,y) = Zyidaci, podemos escrever A = o562 + 0703. Segue que (afl)* A = F*0y + 05. Desta

maneira (afl)* dA = F*df; + dfs = F*df; — df,. Como F' é simplética temos que (ofl)*d)\ =0
e portanto d\ = 0.
Como toda forma fechada ¢ localmente exata, existe uma aberto W e uma funcio S € C**+1 (W)
2 b
tal que a = n eb= g em W. Por construgao, %(z,n) = g—n(:c,n) # 0 para (z,n) e W. O
Observacgao 3.2.5. A reciproca do Teorema 3.2.3 € vilida, ou seja, se S é uma fun¢ao satisfazendo

(3.33) entdo a aplicagdo [ é simplética.

De fato, seja F' a representacdo local de f como (3.32) e S uma fungio que satisfaz (3.33).
Podemos escrever F' = g5 00y " onde oy(z,1) = (v, D,S(z,n)) e oo(x,n) = (D,S(z,n),n) sio

difeomorfismos locais. Denotando por 3 = Zykd:rk, segue que dS = (02)*03 + (01)*03. Como
k
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d93 = —d91 entao

F*(df;) —dby = (o7")"(d(o362 + (01)"dbs))
= (o7")*ddS =0.

Em particular, f é simplética.

%S
dxdn

Observagao 3.2.6. Uma funcdo S satisfazendo (3.33), com det > # 0, serd chamada

“funcdo geradora local” de f e representaremos isso por F := E(S5).
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Capitulo 4

Aproximacoes de funcoes

Finalmente chegamos ao objetivo deste trabalho. Neste capitulo abordaremos dois tipos de aprox-
imacoes ou suavizagoes de fungoes. O primeiro deles, ja bem conhecido, é o que chamamos de
suavizagao padrao. Infelizmente, neste método nao conseguimos garantir que a funcao aproximada
preserva volume . No entanto, nem tudo esta perdido. Na secdo 4.2 veremos que podemos resolver

este problema usando técnicas com fungoes geradoras.

4.1 Suavizacao padrao

Nesta secao temos por objetivo provar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Seja M uma superficie compacta. O subconjunto C*°(M,R®) é denso em CP(M,R?),
p= 1l

Dadas duas fungées hy,he : U C R™ — R integréveis, definiremos a convolu¢do de hy com hg

como uma aplicacdo hy x hy : U C R™ — R dada por
hi * ho(u) = / hi(v)he(u + v)dv. (4.1)
U
Para provar o Teorema 4.1.1, comecemos provando o seguinte lema.

Lema 4.1.1. Seja U C R™ aberto e f : U — R® uma aplicagio de classe C?, p > 1. Considere
K C U compacto. Dado e > 0, existe uma aplicagdo de classe C* g : R™ — R® tal que ||f—g|lcr <

cem K.

79
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Demonstra¢do. Considere ¢ : R™ — R® uma funcao de classe C'*°, com suporte em U, e que vale
1 em K e igual a zero fora de uma vizinhanca de K contida em U. Defina h : U C R™ — R?® por
h=¢-f. Note que h=f em K e h =0 fora de U. Como K é compacto e h é de classe CP(K),
temos que, para todo 1 < j < p, d’h : K — L(R™ R®) é uniformemente continua, ou seja, dado

e > 0 existe 6 > 0 tal que
sup{||&h(u +v) — @ h(u)|| : u € K, |v] < §} < e. (4.2)

Seja s : R™ — R, de classe C™, tal que ps(v) =0se |[v] >d e /Lp[sd’l) = 1. Tome g : R™ — R*
dada por g := s * h. Note que com uma simples mudanga de variavel obtemos que g(u) =

/cpg (z — u)h(z)dz. Entao, diferenciando em relagio a wu,

dg(u) = /(pa(v)djh(u + v)dv (4.3)
= (-1) /djgog(z —u)h(z)dz. (4.4)
Dai, pela igualdade (4.4) temos que g é C*°. Por outro lado, pela igualdade (4.3),

ldg(u) — dh(u)|| = /[%(v)djh(u +v) = @s5(v)d h(u)]dv

- /@5(1})[djh(u +v) — &’ h(u)]dv

257

< / ws(v)edv

paratodo u € K, |jv]| <de0<j<p.

Agora, considere {V3,...,V,,} uma cobertura para K. Sejam {(U;, ¢;)} coordenadas locais tais
que cada V; C U; C U e ¢;(U;) = B(2), ¢:i(V;) = B(1). Denote por f' = fop; ' e g’ =goo; .

Pelo que vimos acima, dado € > 0 podemos supor que, em K, ||d’ f(v) —d’g(v)| < ;_1
max{[0; v}

para todo 0 < 5 < p.

Deste modo,

& fi(u) = dg' ()] < || f(&7 " (w)) — @ g(¢7 (W) |7 (w)]
I .
| @7 ()] <e.
max{]|¢; [les }
Logo, a funcao g satisfaz a condicao desejada. O

Demonstracao do Teorema 4.1.1



[SEC. 4.2: SUAVIZACAO SIMPLETICA 81

Sejam {(U;, ¢:)},4 = 1,...,n cartas locais com ¢;(U;) = B(2) e M C UVi onde V; =

¢;1(B(1)). Tomemos uma particio da unidade {p; : M — R} de classe C> estritamente sub-

K2

ordinada a cobertura {V;}. Sejam f € CP(M,R®) e ¢ > 0. Denote por f' = fo¢;'. Pelo

Lema 4.1.1, dado 6 > 0 existe g' : R™ — R*, O, tal que ||f* — g'|[cr < § em B(1). Dimin-

uindo & de necessério temos que ||¢;f — @ig" © ¢iller < E. Logo g = E 0iglop; 6 C®° em M e
n
i=1

1f = gller = 11D if — @@ 0 diller <D loif —ig' © piller <. O
i=1 i=1

4.2 Suavizacao Simplética
O alvo do nosso trabalho estd no teorema abaixo, cuja prova serd dada mais adiante.

Teorema 4.2.1. Seja (M,0) e (N,7) variedades simpléticas. O conjunto dos difeomorfismos
simpléticos de classe C*° de M em N ¢é denso no espago dos difeomorfismos simpléticos de classe

C*k de M em N, para k > 1.
Comecemos por mostrar o seguinte:

Lema 4.2.1. Seja W C R2" aberto. Considere o conjunto DY (W) = {S € CFY(W) :

det (88:8577(33,77)) # 0V(z,n) € W}, k> 1. Se 5,51 € DY (W) e ||S — Sillers1(x,) entio

[E(S) — E(S1)ler(ks,), onde K1 CW e Ky contido no dominio de E(S) sao conjuntos compactos.
As proximas duas proposicoes nos ajudaram na prova deste lema.

Proposicao 4.2.1. Sejam U,V C R?" conjuntos abertos e K1 C U e Ky C V conjuntos compactos.
Denote por Dif*(U, V) o conjunto dos difeomorfismos de classe C¥ de U em V. Para k > 1, se

9 € Dif*(U,V) el|lf — gllerxyy entdo |f71 = g7 ler (k-

Demonstra¢do. Faremos a prova por inducdo sobre k. Admita que f,g : K; — Ks seja ainda

difeomorfismo. Comecemos com k = 1. Dado ¢ > 0, suponha que [|f — gllc1(x,) < ou seja,

g
2
|f(x)—g(z)| < §e|Df(x)—Dg(x)| < § para todo z € K;. Como f|k, é uniformemente continua,
dados z,y € K; com |z —y| < § pode-se supor que |f(z) — f(y)| < 5. Dai, se z,y € K tal que
|z —y| < § entdo

F@) = 9)| < 1f(@) = FW) +1f(v) —9) < 5 + 5 =¢.
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Fato anélogo com as funcgdes Df e Dg. Sendo f difeomorfismo, dado arbitrariamente w € K
existe a; € Kj tal que f(a;) = w. Pelo que vimos acima, f(a1) € g (B(a1;%) N K1) C B(w;e).
Entdo, existe ap € B(ay; §) N K1 tal que g(az) = w. Segue que

1M w) — g7 W) = [f 71 (f(ar) — g7 (9(a2))| = |ar — az| < Z <e.

Deste que w ¢ arbitrério, |f~!(w) — ¢g7!(w)| < € para todo w € Ko.

Notemos que como f~tof =ide g log=ridentdo DfL(f(z)) = [Df(z)] ' e Dg~1(g(z)) =
[Dg(z)]~!, Vo € K;. Visto que a aplicagio inversao de matrizes, com determinante nio nulo, é
continua, sendo | D f(z) — Dg(y)| < § podemos supor que |[Df(z)]™' — [Dg(y)] | < &, Va,y € K1.
Por outro lado, para cada w € K existem aj,as € K; tais que w = f(a1) = g(az) e como
|Df(a1) — Dg(az)| < § entdo |Df~(w) — Dg='(w)| = |[Df(a1)]~' — [Dg(az)]~*| < e. Portanto,

-1 _
temos provado que || f~1 — g 1Hcl(K2) <e.

Agora, assuma que a proposi¢ao seja verdadeira para k > 1. Dado ¢ > 0, suponha que
If — gller+1(k,) < 5- Note que, para ponto x € Ky, Df(x) e Dg(x) sio difeomorfismos de classe
Ck. Como | Df(z) — Dg(z)|lcx < §, Vo € K, por hipotese de inducdo, podemos supor que
IIDF@)] " = [Dg()] | or < - Desde que D~ (f(x)) = [Df()]* e Dg~*(g(x)) = [Dg(x)] ™"
para todo z € K71, temos que |Df~1(f(x)) — Dg=(g(z))|lc+ < e. Em particular, como f e g sio
difeomorfismos, ||[Df~1(y) — Dg=t(y)|lcx < &, Vy € Ks. Pelo que ji vimos nos casos anteriores,

podemos supor que |~ (y) — g~ (y)| < e para todo y € Ky. Assim, || f~1 — g7 |[crs1(0,) <. O
Proposicao 4.2.2. Sejam U,V,W C R?" conjuntos abertos. Entio, para k > 1,

a. Sejam ® : V. — W € uma funcio de classe C*, K; C U e Ky C V conjuntos compactos
e hi,hy € C*(U,V). Dado e > 0 existe 6 > 0 tal que se |[hy — hallcr(r,) < 6 entdo
H@ oh; —®o h2||C’“(K1) < eE.

b. Sejam U : U — V é uma fungdo de classe C*, K C U conjunto compacto e fy, fo € CF(V,W).
Dado & > 0 existe d > 0 tal que se || fi — fallck(w(xy) <0 entao ||f1 oW — fo 0 Wller gy < €.

c. Sejam f1,f> € C*(U,V) e g1,92 € CF(V,W). Dado € > 0 existe § > 0 tal que se ||f1 —

Laller (i) < 0 e llgr — galler(k,) < 0 entdo |lgi o fi — g2 0 faller(ky) < &, onde K1 C U e

Ky CV sao compactos.

Demonstragao.
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a. Dado ¢ > 0, suponhamos que [hy — hallcr (k) < m, ou seja, |hi(z) — ho(z)| <
; 2

e j Y e o
T#ler ey, © |D?hy(x) — D?ha(x)] < T#lon ey, PAT2 todoxz € Ky e j=1,...k Como P|g,

uniformemente continua, podemos supor que |® o hy(x) — ® o ho(x)| < € para todo x € Kj.

Além disso, paratodoz € K1 e j=1,...k,

D7 (@ o (hi(z) = ha(2)))| < [D?@(hi(x) — ha())| | DY (hy(2) = ha ()|

IN

@llck (ko) l1h1 — haller(ky) < €
Portanto, ||® o hy — ® o haller(k,) < €.
b. Notemos que

1D (f1(¥(2)) — f2(¥(2)))| <D f1(¥(2)) — D? fo(¥(x))] | DIV ()]
<|If1 = fellerqwxn ¥ ller (k)
para todo x € K e j = 1,...k. Vamos verificar os dois casos possiveis.
Caso 1. ||¥[lckxy < 1. Neste caso, suponha que ||fi — faollcrw(x)) < €. Em particu-
lar, |f1(¥(x)) — f2(¥(x))| < € para todo z € K. Além disso, por (4.5), |D7(f1(¥(x)) —
f2(¥(2)))| < e, para todo x € K e j =1,...k. Portanto, ||f1 oW — fo 0 Wllcr(x) < €.

Caso 2. |V|lckky > 1. Para esse caso, suponha que ||fi — fallcrw(k)) < W Isto
implica que |f1(¥(x)) — f2(T(x))] < m para todo x € K. Por (4.5), |DI(f1(¥(x) —
f2(¥(z)))| < e, paratodoz € Kej=1,...k Como m <& |f1(¥(x))— fo(T(2))| <e
para todo x € K. Portanto [|f; o W — fy 0 Ul|er gy < €.

c. Sejam K1 C U e Ky C V compactos e € > 0. Pelo item (a), existe §; > 0, tal que se
Ilf1 = faller(x,) < 61 entdo [|ga o f1 — g2 © faller(k,) < §. Pelo item (b), existe d2 > 0, tal que
se [|g1 — g2llcr i,y < 02 entdo [lg1 o fi — g2 © filler(k,) < §- Deste modo, dado & > 0, tome

§ = max{d1,d2}, e se || f1 — fallcr(xy) < 6 e |lg1 — galler(k,) < 0 implica que
lg10fi —g20 fallerxyy < llgrofi—g20 fillerxy) + g2 0 f1 — g2 © faller (xy)

€€
-+ -=c
2 2

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4.2.1.
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Sejam Sp,S; € D1 (W) e K € W compacto. Dado € > 0, tome § > 0 tal que |S; —

Saller+1(xy < 6. Escolha U como sendo o contra-dominio da aplicagdo oy : W — U dada por

ar(z,n) = (2, Gr(z,m)).

Sabemos que tanto a aplicagdo o1 como oy : W — V dada por oa(x,n) = (Bail (z, n),n), sa0

difeomorfismos (ver Teorema 3.2.3). Analogamente para as aplicagoes 71 : W - U em: W -V

dadas por

(2, m) = (l‘, 8(98,;2 (z, 77))

ra(a,n) = (32 (@.n).m).

Evidentemente, como S; e Sy estdao C*—proximas, [lo1 — 71llcr(ry < 8 € [loa — Tal|crx) < 0.
Dai, pela Proposicao 4.2.1, as func¢oes Jfl e Tfl estdo CF—proximas. Denotemos F} := E(S;) e

F, := E(S2). Como vimos no Teorema 3.2.3, podemos reescrever estas fungdes por:

_ -1
Fy = o0g900]

F, = mo 7'1_1.
Portanto, pelo item (c) da Proposicio 4.2.2, [|[F1 — Fa[cr(x,) < &, onde K; C U é compacto.  [J

Observagao 4.2.1. Podemos suavizar um difeomorfismo simplético F = E(S) através de uma

suavizagdo(padrio) na sua fung¢ao geradora S.

De fato, seja F' = E(S) um C*-difeomorfismo simplético, & > 1, de U € R?" em V C R?*", U
simplesmente conexo e U compacto, o qual é dado pela funcio geradora S € C**1(W) como no
Teorema 3.2.3. Podemos escrever F' = o9 001_1 ondeoy : W — Ueoy: W — V sdo difeomorfismos.
Vamos escolher subconjuntos Wa, W3 C W abertos tais que W, Wy sdo compactos e W3 C Wy e
Wy C W (abreviaremos isto por W3 CC Wy CC W).

Para aproximar S em Wj por uma fungdo C°°, comecemos escolhendo fungoes ¢ € C§°(Ws)
com(=1lem WievyeC&W)comvy=1em Ws.

Pelo Lema 4.1.1, dado € > 0, existe uma funcdo X, € C§°(W) tal que

7+ (€ 8) = Xe (¢ S)llersrwy <e.
Defina S; € C*+1(W) por

S1=5=7-[(¢-5) = Xcx(¢C-9)]
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Segue que [|S — Sillcrriwy < e. Além disso, S; = S em W \ Wy, pois ¢ = 0 fora de Wy, e
S1 =X, %S em Ws, pois v = (¢ =1 em Wj. Portanto S1|w, € C*.
Agora, para ¢ suficientemente pequeno escolhemos Us CC Uy CC U tal que Us C 01(W3) e
01(Ws3) C Us. Defina
Fy .= E(S)).

Como podemos escrever F; = 19 0 7-1_1, com 71 (z,n) = (x, 38*11 (z,m)) e 2(x,m) = (%‘?71 (z,n),m),

se € é suficientemente pequeno entio

(P1) Fily, € C=(Us), pois 71 e 1o sdo C* em Wjs.

(P2) Pelo Teorema 3.2.3, F; é um difeomorfismo simplético de U em F(U).

(P3) Fy = F em U \ U, pois como S = S; em W \ Wy entdo o1 =71 e 03 = 75 em W \ Wo.

(P4) Fy é de classe C?, k < p < oo nos abertos em que F' é de classe CP, pois nestes abertos a
funcao S;, definida acima, sera de classe CPT! e como F; = E(S1) entao entao Fy serd de

classe CP.

(P5) Pelo Lema 4.2.1, ||Fy — Fl¢ry < 6(¢) com d(¢) — 0 quando € — 0.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 4.2.1

Seja f € C¥(M, N) um difeomorfismo simplético de M em N e Wy uma vizinhanga aberta, suficien-
temente pequena de f na topologia C*. Escolha uma cobertura localmente finita de M, consistindo

de cartas simpléticas (U;, ¢;), 1 <1 < oo, com as seguinte propriedades:

1. U; é compacto;

2. h(U;) C V; para todo h € CK(M,N)NW;, com (V;, p;), 1 <14 < oo sendo um atlas simplético
em N.

Além disso, tomemos uma cobertura (UZ-(?’)), 1 <1< o0, em M, tal que Ui(?’) cC Ui(z)

ccU;
e em U; todo simplectomorfismo na vizinhanca W; é dado pela funcao geradora local de f como
no Teorema 3.2.3, onde a construcao local é tomada previamente com respeito a qﬁi(Ui(S)) cC

¢i(U¢(2)) CcC ¢i(Us).
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Agora, definiremos uma seqiiencia de fungdes (f,) tal que fo = f e ful, e o € C™.
1 n
A partir das propriedades da nossa cobertura, a aplicagio local F} := pjo0fop;* € C¥(¢1(Uy), 01 (V1))
é um simplectomorfismo de ¢ (U;) sobre a sua imagem, o qual é dado por F} := E(S}), onde Sy

é a fun¢ado geradora local de Fy. Pela Observacgao 4.2.1, existe uma aplicacao G tal que
o G, = Fy, fora de ¢, (U?);

e (G ) ¢é de classe C*°;

|¢>1(U1(3)
e (G1 é CP nos abertos onde Fi é CP;

e (1 é simplectomorfismo;

e Existe §; > 0 tal que ||G1 — F1|‘Ck(¢1(Ul)) < d1.

Denote por fo = f. Defina a funcao f; por

fol2), e M\U®

fi(z) =
! (p1'oGio¢) (2), z€Us

Note que f1|U(3) é C* e é de classe CP nos abertos em que fo € CP. Além disso, se §; é escolhido
1
suficientemente pequeno entdao f; € C*(M, N) N W e é um simplectomorfismo.

Assuma que, para n > 2, f,—1 € C*(M,N) N W; esta definido e
1. fn_1 € simplectomorfismo;

2. facily@y.ope, €05

3. fn—1 € CP nos abertos em que f,_o é CP.

Deste modo, para o simplectomorfismo F}, := ¢, 0 f,_10¢,1 € C¥(¢,(Uy,), vn(Vy,)) existe uma

funcdo G, tal que
e G, = F,, fora de gbn(U,(Lz));

. G”|¢H(U£3>) é de classe C*°;

G, € CP nos abertos onde F;, é CP;

G, é simplectomorfismo;

Existe 6, > 0 tal que |Gy, — Fullcr(g, (v,)) < On-
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Logo, defina
Fa1(2), ceM\UP

(pntoGrody) (z), z€U,

Se d,, é escolhido suficientemente pequeno entao f, é simplectomorfismo de M sobre N, o qual

fu(z) =

pertence a vizinhanga Wy de f, e f, é de classe C*°.

lv®o. ou®, Lu®

Finalmente, defina g(z) := lim f,(z). Este limite ndo ¢ dificil de calcular pois a cobertura
n—oo

(UT(LS)) é localmente finita. Com a escolha adequada de (9,,) nés concluimos que g € C*° (M, N)NWy

é um simplectomorfismo de M sobre N e satisfaz o desejado.
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Capitulo 5

Aproximacoes C! e outros resultados

O problema de aproximar um difeomorfismo (resp. fluxo) C* (k > 1) preservando volume numa,
variedade compacta com ou sem bordo por um difeomorfismo (resp. fluxo), tem motivagdes nos
sistemas dindmicos e foi colocado por Palis e Pugh (ver [22]). Esse problema, apesar de sua
aparente simplicidade para os menos familiarizados com o assunto, esconde uma complexidade e
dificuldade técnica extremamente apurada.

Até o momento, respostas para esse problema sdo parciais e a questao principal, quando k =1,
permanece em aberto. O interesse no estudo dessa questao solidificou-se recentemente com o
desenvolvimento de técnicas em sistemas dinamicos que valem genericamente para difeomorfismos
C' e com o desenvolvimento de técnicas em teoria ergédica que valem para difeomorfismos C2. A
resposta positiva para tal pergunta, nos levard a conexoes interessantes entre sistemas dinamicos
e teoria ergodica (ver Arbieto-Matheus, [18], para um exemplo de tais conexoes).

Assim, apresentaremos neste capitulo alguns resultados parciais envolvendo aproximacgoes de
funcoes que preservam volume. No nosso trabalho apresentamos como Zehnder provou para caso de
difeomorfismos simpléticos em superficies sem bordo. E natural perguntarmos se existem extensdes

para tais resultados. Vamos a algumas delas:

5.1 Aproximagoes C®

Denotaremos por C** k < 0e 0 < a < 1, o espaco de Holder usual e se f € C** definiremos
J@) — [y
£l = sup LI WI,

TH#Y ‘SC - y|a

89
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Para difeomorfismos C1® que preservam volume temos uma resposta satisfatoria feita por

Zehnder, a saber,

Teorema 5.1 (Zehnder, 77). Seja M wuma variedade compacta, de classe C*°, de dimensdo d
com forma de elemento de volume p. Seja f € CH*(M) um difeomorfismo preservando volume,
0 < a < 1. Entao f pode ser aprozimada por um difeomorfismo, de classe C*°, preservando volume

no sequinte sentido. Eziste uma seqiéncia (f,) de difeomorfismos, de classe C*, com fin = p,

tal que
1 fn = fller =0 (5.1)

com a constante k > 0 dependendo de || f|, mas independente de n.

Vale frisar que a demonstra¢do do resultado acima utiliza Teoria de Hodge e difere completa-

mente do caso simplético.

5.2 Fluxos C!

Seja M uma superficie m-dimensional, m > 2, sem fronteira. Dizemos que um campo de vetores
X é conservativo se div X = 0 e denotamos por X € X,,,(M). Uma condic¢ao equivalente para que
uma aplicagao f de classe C! preserve o volume é que |det Df| = 1. Uma prova desse fato pode

ser vista em [19].

Agora, suponha que f* seja o fluxo associado ao campo de vetores X, de classe C!. A férmula

de Liouville exprime o jacobiano de f! em termos do divergente div X do campo de vetores X:

det Df'(z) = exp (/01 div X(fs(x))ds) (5.3)

Vemos facilmente que, por (5.3), se X é umn campo conservativo entdo o seu fluxo preserva volume.

O resultado abaixo provado por Zuppa, [20], (ver também Arbieto-Matheus, [18] ), mostra que

fluxos de classe C! podem ser aproximados (no sentido da topologia C*) por fluxos de classe C*.

Teorema 5.2 (Zuppa, 1979). X2°(M) é C'-denso em X (M).
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5.3 Aproximacoes em Regioes com Bordo

Tratando-se da questao de aproximar difeomorfismos em regioes com bordo do R™, veremos uma
resultado mais forte do Teorema de Moser feito por Dacorogna e Moser.

Consideremos 2 C R™ um conjunto aberto, conexo e limitado e duas formas de volume T, 3
7= f(x)dz1 A ... dxy, [ =g(z)dziA...dz,,

com f,g > 0.
Podemos mostrar, sob certas condi¢oes de regularidade em €2, f, g, que existe um difeomorfismo

¢ : Q — Q mantendo a condicio de fronteira fixa e tal que
P B=AT

onde A= [B/ [T

O resultado acima é equivalente a

Teorema 5.3 (Dacorogna-Moser, 90). Seja k > 0 inteiro e 0 < o < 1. Seja Q@ C R™ conjunto
aberto, limitado, conezxo e com fronteira 02 de classe C*+3. Seja f,g € C*(Q), f,g >0 em Q.

Entdo existe um difeomorfismo ¢ com @, o~ € CKT1(Q;R™) satisfazendo

g(p(x))det Vo(x) = Af(z), €Q
p(r) =z, x € 0N

(5.4)

onde \= [g / [f.

Para a prova deste teorema, ver [17].
E interessante notar que a solucao utiliza a teoria classica das Equacgoes Diferenciais Parciais

Elipticas, sendo a reducao do problema a encontrar um campo que satisfaca um problema do tipo

divY (z) = h(z), z€Q
Y(z) =0, x € 0Q

(5.5)

onde h é uma funcao C“ convenientemente escolhida.
Uma tentativa natural para solucionar tal problema é tentar achar uma solugao do tipo divY =

Vu, o que transforma a equacdo (5.5) na equagdo envolvendo o operador Laplaciano

Au = h(z), €
Vu(z) =0, €0

(5.6)
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Com métodos tradicionais (estimativas de Schauder) prova-se a existéncia e regularidade das
solugdes da equagdo (5.6). Ao tentarmos tratar o caso « = 0 pelos métodos nos deparamos
com a equagao (5.5) com a fungao h somente continua. Neste caso, nos deparamos com o seguinte

resultado negativo devido a McMullen:

Teorema 5.4 (McMullen, 1998). Para qualquer n > 1 existe uma fungdo f € L°(R™) a qual nao

€ o divergente de qualquer campo de vetores Lipschitz.

Ver demonstracdo deste teorema em [21]. Com base neste teorema, Bourgain e Brezis em [23]
obtiveram uma resultados negativos muito interessantes no estudo da equagao 5.5, quando h é

somente uma funcao continua.
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