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Resumo 
 
 
 
 
Mostraremos que é possível aproximar um difeomorfismo simplético com 
derivada contínua por um difeomorfismo simplético, infinitamente 
diferenciáveis, sobre uma variedade simplética compacta. Além disso, 
provamos o Teorema de Darboux e Moser. 

 
 

Palavras-chave: Difeomorfismo Simplético; Preservar Volume. 
 



Introdução

As funções como sen (x), ex, log (x) se encaixam numa classe de funções chamada de analíticas,

ou seja, em torno de cada ponto do seu domínio existe um desenvolvimento, o qual representa a

função dada como soma de uma série de potências:

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Deste modo, escrevendo fn(x) = a0 + a1(x − x0) + · · · + an(x − x0)n, vemos que cada fn é um

polinômio e f(x) = lim
n→∞

fn(x) para todo x no intervalo de convergência da série. Pode-se mostrar

ainda que em cada intervalo compacto de convergência, tem-se fn → f uniformemente.

Um resultado que generaliza o que vimos acima foi feito por K. Weierstrass em 1885. Conforme

Weierstrass, qualquer função contínua f : [a, b] → R é limite uniforme de uma seqüência de

polinômios no seu intervalo de de�nição [a, b]. Portanto, dada f contínua em [a, b] e ε > 0, existe

um polinômio p tal que ‖f(x)− p(x)‖ < ε para todo x ∈ [a, b]. Observe que estamos aproximando

f por funções in�nitamente diferenciáveis pois polinômios são funções de classe C∞. Para a prova

do resultado de Weierstrass recomendamos [6].

Num contexto mais geral, podemos nos perguntar se dada uma função contínua f : U ⊆ Rn →

R, U aberto, ela pode ser aproximada por funções classe C∞. Isto é possível, vejamos um exemplo

de como fazer isso. De�na η ∈ C∞(Rn) por

η(x) :=

 C exp

(
1

|x|2 − 1

)
se |x| < 1

0 se |x| ≥ 1

onde C é escolhida de forma que
∫

Rn
η dx = 1. Agora, para cada ε > 0, seja

ηε(x) :=
1
ε
η
(x
ε

)
.
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Não difícil veri�car que as funções ηε são de classe C∞ e satisfazem∫
Rn
ηε dx = 1, supp.ηε ⊂ B(0; ε).

De�na fε(x) :=
∫
U

ηε(x − y)f(y)dy. Por uma mudança de variável, podemos escrever fε(x) =∫
B(0; ε)

ηε(y)f(x−y)dy. Por razões que mais adiante �caram claras, fε é de classe C∞ e fε
ε→∞−−−→ f

uniformemente nas partes compactas de U .

Neste trabalho, estamos interessados em aproximar funções preservando volume, o qual no

método descrito acima nem sempre conseguimos. Resolveremos este problema sob a luz da Ge-

ometria Simplética.

Chamaremos de variedades simplética o par (M,σ) onde M é uma superfície suave e σ uma

2-forma fechada e não-degenerada. Um difeomor�smo φ : (M1, σ1) → (M2, σ2) entre variedades

simpléticas é dito simplético se φ∗σ2 = σ1.

Por exemplo, dado (p, q) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) ∈ R2n podemos considerar a 2-forma

w0(p, q) =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Com esta forma, (R2n, w0) é uma variedade simplética.

Apesar de ser um exemplo muito simples, é o que sempre ocorre, em coordenadas locais, numa

variedade simplética qualquer. Este é um resultado clássico da geometria simplética provado por

Darboux. Daremos uma prova deste fato seguindo as idéias de [12].

Um motivo básico para escolhermos a geometria simplética para tentarmos solucionar o prob-

lema de aproximar funções preservando volume é o fato de que difeomor�smos simpléticos preser-

vam volumes simpléticos e desta maneira basta que suavizemos estes difeomor�smos. Mais pre-

cisamente, se φ : (M1, σ1) → (M2, σ2) é um difeomor�smo entre variedades simpléticas tal que

φ∗σ2 = σ1 então (σ1)n e (σ2)n são formas de volume sobre M1 e M2, respectivamente, e∫
A

(σ1)n =
∫
φ(A)

(σ2)n,

para todo boreliano A ⊂M1.

Este trabalho está organizado como segue. No Capítulo 1 apresentaremos os conceitos básicos

sobre formas alternadas e diferenciais bem como a fórmula �mágica� de Cartan que relaciona a

derivada de Lie com a diferencial exterior e o produto interior. A seguir de�nimos as topologias Ck

na qual duas funções de classe Ck estarão próximas se além de estarem próximas quando avaliamos

num ponto suas derivadas também estão próximas até a ordem k.
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O Capítulo 2 começa com algumas noções sobre a Cohomologia de de Rham. A seguir, calcu-

lamos os grupos de de Rham de alguns casos particulares. Usaremos esta teoria grandemente no

próximo capitulo.

No Capítulo 3 aduzimos os conceitos mais importantes deste trabalhos, a saber, os de Topologia

Simplética. Dentre os tópicos ali abordados, destacamos o Teorema de Darboux e o Teorema de

Moser. Outra seção de relevante presença é a de �Funções Geradoras�, as quais servem de base

para chegarmos ao nosso objetivo �nal.

Por �m, o Capítulo 4 traz métodos de aproximações de funções. Dentre eles, veremos como

podemos aproximar funções preservado o volume simplético.

Maceió, 21 dezembro 2006.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Formas Alternadas

1.1.1 De�nições e exemplos

Consideraremos uma base num espaço vetorial E como uma família linearmente independente

máxima (ei)i∈I , de elementos de E, com índices num conjunto I. Uma lista com índices no conjunto

I = 1, 2, . . . , r é chamada uma r−lista.

Dados espaços vetoriais E,F , uma aplicação ϕ : E × E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
r−vezes

→ F , diz-se r−linear quando

seus valores ϕ(v1, . . . , vr) dependem linearmente de cada uma das variáveis v1, . . . , vr ∈ E, ou seja,

ϕ(v1, v2, . . . , vi + wi, . . . , vr) = ϕ(v1, v2, . . . , vi, . . . , vr) + ϕ(v1, v2, . . . , wi, . . . , vr)

ϕ(v1, v2, . . . , λvi, . . . , vr) = λϕ(v1, v2, . . . , vi, . . . , vr),

quaisquer que sejam v1, v2, . . . , vr ∈ E e λ ∈ R.

As operações usuais de soma de aplicações e produto de um aplicação por uma escalar fazem do

conjunto das aplicações r−lineares ϕ : E ×E × . . .×E → F um espaço vetorial, que denotaremos

por Lr(E;F ).

Diremos que uma aplicação ϕ ∈ Lr(E;F ) é alternada se ϕ(v1, v2, . . . , vr) = 0 sempre que a

seqüencia (v1, v2, . . . , vr) possuir repetições, ou seja, se existirem i 6= j com vi = vj , e diremos que

é anti-simétrica se

ϕ(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vr) = −ϕ(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vr) (1.1)

13
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para quaisquer v1, . . . , vr ∈ E.

A proposição seguinte dá um critério simples para as aplicações r−lineares serem alternadas.

Proposição 1.1.1. Seja ϕ ∈ Lr(E;F ). Então ϕ é alternada se, e somente se, for anti-simétrica.

Demonstração. Dados v1, v2, . . . , vr ∈ E, consideremos ϕ(vi, vj) = ϕ(v1, v2, ..., vi, ..., vj , ..., vr).

Como ϕ é alternada então

0 = ϕ(vi + vj , vi + vj)

= ϕ(vi, vi) + ϕ(vi, vj) + ϕ(vj , vi) + ϕ(vj , vj)

= ϕ(vi, vj) + ϕ(vj , vi),

Portanto ϕ(vi, vj) = −ϕ(vj , vi), ou seja, ϕ é anti-simétrica.

Reciprocamente, usando a notação anterior, se ϕ é anti-simétrica então ϕ(v, v) = −ϕ(v, v).

Segue daí que ϕ(v, v) = 0, logo ϕ é alternada.

Vamos denotar por Ar(E;F ) o conjunto das aplicações r−lineares alternadas de E em F. Claro

que Ar(E;F ) é subespaço de Lr(E;F ). A partir de agora, as aplicações r−lineares alternadas

ϕ : E × E × . . . × E → R serão chamadas de formas r−lineares alternadas ou simplesmente

r−formas e indicaremos por Ar(E; R) = Ar(E). Os elementos de Ar(E) são também chamados

formas de grau r. Convencionaremos que Ar(E) = {0} para r < 0 e A0(E) = R, ou seja, as formas

de grau zero são os escalares. De acordo com a nossa notação A1(E) = E∗ = dual de E.

Proposição 1.1.2. Seja ϕ : E×E×. . .×E → F uma aplicação r-linear alternada. Se v1, . . . , vr ∈

E são linearmente dependentes então ϕ(v1, . . . , vr) = 0. Em particular, se r > dimE então

Ar(E) = {0}.

Demonstração. Como v1, . . . , vr são linearmente dependentes, um desses vetores é combinação

linear dos demais. Digamos que v1 =
r∑
i=2

αi · vi. Então

ϕ(v1, v2, . . . , vr) =
r∑
i=2

αi · ϕ(vi, v2, . . . , vr) = 0.

Se r > dimE então quaisquer r vetores E são linearmente dependentes. Segue que Ar(E) =

{0}.

Vejamos alguns exemplos dessas r−formas:
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Exemplo 1.1.1. O determinante de uma matriz m × m poderá ser considerado como uma

m−forma alternada det ∈ Am(Rm) se, para v1, v2, . . . , vm ∈ Rm pusermos det(v1, v2, . . . , vm) =

determinante da matriz m×m cujas colunas são os vetores v1, v2, . . . , vm.

Exemplo 1.1.2. Dados r−funcionais lineares f1, . . . , fr de E
∗, obtemos a forma linear alternada

f1 ∧ . . . ∧ fr : E × . . . × E −→ R chamada de produto exterior desses funcionais, de�nida por

f1 ∧ . . . ∧ fr(v1, . . . , vr) = det(f i(vj)) com i, j = 1, . . . r. A multilinearidade desta forma segue da

linearidade de cada funcional f j e das propriedades de determinante.

Exemplo 1.1.3. Considere Λ : E∗ × . . .× E∗ −→ Ar(E) a aplicação de�nida por

Λ(f1, . . . , fr) = f1 ∧ . . . ∧ fr.

Como o determinante uma matriz é uma r−linear alternada nos seus vetores-coluna, temos que

Λ é uma aplicação r−linear alternada de E∗ em Ar(E). Algumas vezes escreveremos, para I =

{i1, . . . , ir},

f I = f i1 ∧ . . . ∧ f ir . (1.2)

Lema 1.1.1. Sejam ϕ,ψ : E× . . .×E −→ F aplicações r−lineares e G um conjunto de geradores

de E. Se ϕ(v1, . . . , vr) = ψ(v1, . . . , vr) qualquer que seja a r−lista (v1, . . . , vr) de elementos de G,

então ϕ = ψ.

Demonstração. Provaremos usando indução sobre r. Se r = 1, dado x ∈ E podemos escrevê-lo

como x =
m∑
j=1

ajvj . Daí,

ϕ(x) =
m∑
j=1

ajϕ(vj)

=
m∑
j=1

ajψ(vj)

= ψ(
m∑
j=1

aj(vj))

= ψ(x).

Suponha que a a�rmação valha para r−1. Para cada v ∈ G, de�namos as aplicações r−1 lineares

ϕv, ψv por

ϕv(x1, . . . , xr−1) = ϕ(x1, . . . , xr−1, v)

ψv(x1, . . . , xr−1) = ψ(x1, . . . , xr−1, v)



16 [CAP. 1: PRELIMINARES

Por hipótese de indução, ϕv = ψv para qualquer (r−1)-lista de elementos de G, ou seja, ϕ(x1, . . . , xr−1, v) =

ψ(x1, . . . , xr−1, v) quaisquer que sejam x1, . . . , xr−1 ∈ E e v ∈ G. Como G é um conjunto de ger-

adores de E, dado xr ∈ E temos que

ϕ(x1, . . . , xr−1, xr) = ϕ(x1, . . . , xr−1,
m∑
i=1

aivi)

=
m∑
i=1

aiϕ(x1, . . . , xr−1, vi)

=
m∑
i=1

aiψ(x1, . . . , xr−1, vi)

= ψ(x1, . . . , xr).

Lema 1.1.2. Sejam ϕ,ψ : E× . . .×E −→ F aplicações r−lineares alternadas e {e1, . . . , em} uma

base de E. Se ϕ(ei1 , . . . , eir ) = ψ(ei1 , . . . , eir ) para toda seqüencia crescente i1 < . . . < ir de r

inteiros contidos em {1, . . . ,m} então ϕ = ψ.

Demonstração. Seja (j1, . . . , jr) uma r−lista de inteiros contidos em {1, . . . ,m}. Se houver repetição

de elementos nessa lista, então ϕ(ej1 , . . . , ejr ) = ψ(ej1 , . . . , ejr ) = 0 pois as aplicações são alter-

nadas. Suponha que os elementos dessa r−lista sejam todos distintos. Daí, por meio de su-

cessivas transposições (trocas de posições entre 2 elementos apenas), podemos pôr os números

(j1, . . . , jr) na ordem crescente (i1 < . . . < ir). Se são necessárias k tranposições, temos que

ϕ(ej1 , . . . , ejr ) = (−1)kϕ(ei1 , . . . , eir ) = (−1)kψ(ei1 , . . . , eir ) = ψ(ej1 , . . . , ejr ) Assim, pelo lema

anterior, ϕ = ψ.

Agora, procuraremos explicitar uma base para Ar(E) a partir de uma base de E. Para tanto,

considere {e1, . . . , em} ⊂ E base dual de {e1, . . . , em} ⊂ E∗. Dados I = {i1 < . . . < ir} e

J = {j1 < . . . < jr} contidos em {1, . . . ,m}, a�rmamos que

eI(ej1 , . . . , ejr ) =

 0, se I 6= J

1, se I = J.

De fato, se I 6= J então existe ik ∈ I − J tal que eik(ej) = 0 para todo j ∈ J . Segue que

eI(ej1 , . . . , ejr ) = 0 pois teremos um determinante de uma matriz cuja k−ésima linha é nula. Se,

no entanto, I = J , então eI(ej1 , . . . , ejr ) = det(Id) = 1 onde Id é a matriz identidade r × r. No
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caso geral, sejam v1, . . . , vr ∈ E, com vj =
m∑
i=1

aijei para j = 1, . . . r. Para cada i ∈ I, temos que

ei(vj) = aij . Então

eI(v1, . . . , evr ) = det(eik(vj))

= det(aikj)

= det(aI),

onde aI denota a matriz r × r obtida da matriz (aij) escolhendo-se as r−linhas cujos índices

pertencem ao conjunto I.

Teorema 1.1.1. Seja {e1, . . . , em} uma base de E∗. As r−formas eI = ei1 ∧ . . . ∧ eir , onde

I = {i1, . . . , ir} percorre os subconjuntos de {1, . . . ,m} com r elementos, constituem uma base de

Ar(E). Em particular, dimAr(E) =
(
m
r

)
.

Demonstração. Dado w ∈ Ar(E), seja αI = w(ei1 , . . . , eir ) para cada I = {i1 < . . . < ir}. A

r−forma ϕ =
∑
I

αIeI é tal que para toda lista J = {j1 < . . . < jr} de inteiros contidos em

{1, . . . ,m} temos que

ϕ(ej1 , . . . , ejr ) =
∑
I

αIeI(ej1 , . . . , ejr )

= αJ

= w(ej1 , . . . , ejr ).

Logo, a partir do Lema 1.1.2, ϕ = w, ou seja, w =
∑
I

αIeI . Isto mostra que as r−formas eI

geram Ar(E). Notemos que estas r−formas são linearmente independente pois se tivermos uma

combinação
∑
I

αIeI = 0 tiramos, para toda lista J = {j1 < . . . < jr}, 0 = ϕ(ej1 , . . . , ejr ) =

αJ .

Dados f1, . . . fr funcionais de E∗, vamos dar uma expressão para f1 ∧ . . . ∧ fr em termos da

base formada pelas r−formas eI como no teorema anterior. Podemos exprimir este funcionais em

termos da base (ej) como

fi =
m∑
j=1

aijej . (1.3)

Pelo que vimos no Teorema 1.1.1, existe uma expressão única f1 ∧ . . . ∧ fr =
∑
J

αJeJ , com

αJ = f1 ∧ . . . ∧ fr(ej1 , . . . , ejr ) = det(f i(ejk)) para todo J = {j1 < . . . < jr} ⊂ {1, . . . ,m}. Daí,
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αJ = det(aJ). Assim f1 ∧ . . . ∧ fr =
∑
J

det(aJ)eJ a soma estendendo-se a todos os subconjuntos

J ⊂ {1, . . . ,m} com r elementos. Em particular, quando r = m temos, simplesmente, que f1 ∧

. . . ∧ fm = det(a).e1 ∧ . . . ∧ em, onde a = (aij) é a matriz de passagem de {e1 ∧ . . . ∧ em} para

{f1, . . . , fm}.

Vejamos como mudam as coordenadas de uma forma w ∈ Ar(E) quando fazemos uma mudança

de base em E.

Sejam {e1 . . . , em} e {f1 . . . , fm} base de E com ej =
m∑
i=1

aijfi, (j = 1, . . . ,m). Suas base duais,

{e1 . . . , em} e {f1 . . . , fm}, cumprem as relações f i =
m∑
j=1

aijej , (i = 1, . . . ,m). Dados conjuntos

I, J com r elementos, indicamos com aIJ a sub-matriz r× r da matriz a = (aij) com i ∈ I e j ∈ J .

Pelo que vimos, f I =
∑
J

det(aIJ)eJ . Agora, se uma forma w ∈ Ar(E) admite as expressões

w =
∑
J

αJeJ =
∑
I

βIf I relativamente as bases (eJ) e (fJ) temos que

w =
∑
J

αJeJ

=
∑
I

βI
∑
J

det(aIJ)eJ

=
∑
J

[∑
I

βI det(aIJ)

]
eJ

Segue que αJ =
∑
I

βI det(aIJ).

Agora, note que para todo r ≥ 1, uma transformação linear A : E −→ F determina uma nova

transformação linear A∗ : Ar(F ) −→ Ar(E), a qual chamaremos de transposta, de�nida por

(A∗ · w)(v1, . . . , vr) = w(A · v1, . . . , A · vr) (1.4)

para quaisquer w ∈ Ar(F ) e v1, . . . , vr ∈ E.

Observação 1.1.1. Considere dim(E)=dim(F )=m. Se {e1, . . . , em} ⊂ E∗ e {f1, . . . , fm} ⊂ F ∗

são bases então

A∗(f1 ∧ . . . ∧ fm) = det(a) e1 ∧ . . . ∧ em, (1.5)

onde a = (aij) representa a matriz de passagem das bases duais às bases {e1, . . . , em} e {f1, . . . , fm}.

De fato, sejam {e1, . . . , em} ⊂ E e {f1, . . . , fm} ⊂ F bases, duais respectivamente das bases

{e1, . . . , em} ⊂ E∗ e {f1, . . . , fm} ⊂ F ∗. Seja a = (aij) a matriz em relação a essas bases, ou seja,
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A · ej =
m∑
i=1

aijfi para j = 1, . . . ,m. Pelo Teorema 1.1.1, dimAm(E) = 1 e {e1 ∧ . . . ∧ em} é uma

base para esse espaço. Daí,

A∗(f1 ∧ . . . ∧ fm) = λ e1 ∧ . . . ∧ em,

onde

λ =
(
A∗(f1 ∧ . . . ∧ fm)

)
(e1, . . . , em)

= (f1 ∧ . . . ∧ fm)(A · e1, . . . , A · em)

= det(f i(A · ej))

= det(a).

Exemplo 1.1.4. A forma elemento de volume. Seja E um espaço vetorial de dimensão m, orien-

tado e munido de um produto interno. Tomemos uma base ortonormal positiva {e1, . . . , em} em

E. Dada a seqüencia de vetores v1, . . . , vm ∈ E, escrevamos

vj =
m∑
i=1

aijej ,

para cada j = 1, . . . ,m. Considere a = (ai j)m×m a matriz assim obtida. De�na a forma elemento

de volume w por

w(v1, . . . , vm) = det(a). (1.6)

Evidentemente w ∈ Am(E). Resta mostrar que w não depende da escolha da base. Para isso,

de�na a matriz

g = (〈 vi, vj〉)m×m

na qual o elemento situado na i-ésima linha e j-ésima coluna é o produto 〈 vi, vj〉. Note que

〈 vi, vj〉 = 〈
∑
k

akiek,
∑
s

asjes, 〉

=
∑
k

akiakj .

Daí, obtemos que g = aTa. Isto implica que det(g) = (det(a))2. Portanto

w(v1, . . . , vm) = ±
√

det(g), (1.7)

onde o sinal depende da orientação tomada.
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1.1.2 Produto Exterior

No exemplo 1.1.2 vimos o produto de funcionais em E∗, a qual chamamos de produto exterior de

funcionais. Agora, vamos de�nir o que seja o produto exterior de uma k−forma por uma r−forma.

Uma r−forma exterior em E é a aplicação w que associa para cada p ∈ E um elemento

w(p) ∈ Ar(E). Pelo teorema 1.1.1, podemos escrever w(p) =
∑
I

aI(p)eI , I = (i1 < . . . < ir) ⊂

{1, . . . ,m}. Agora, vamos de�nir algumas operações das r−formas em E. Primeiro, se w1 e w2 são

duas r−formas, podemos de�nir a soma como w1 +w2 =
∑
I

(aI + bI)eI . Se w1 é uma r−forma e

w2 uma s-forma é possível de�nir uma operação, chamada produto exterior w1 ∧w2 obtendo uma

r + s-forma da seguinte maneira: dados

w1 =
∑
I

aIeI

e

w2 =
∑
J

bIeJ

de�na

w1 ∧ w2 =
∑
I,J

aIbIeI ∧ eJ

As operações com o produto exterior gozam de certas propriedades. Veremos algumas delas a

seguir.

Proposição 1.1.3. Seja w1 uma r−forma, w2 uma s-forma e w3 uma k-forma. Então:

a) (w1 ∧ w2) ∧ w3 = w1 ∧ (w2 ∧ w3),

b) (w1 ∧ w2) = (−1)rsw2 ∧ w1,

Demonstração. Pelo Teorema 1.1.1, escrevamos

w1 =
∑
I

aIeI , I = (i1 < . . . ir)

w2 =
∑
J

bJeJ , J = (j1 < . . . jr)

w2 =
∑
L

cLeL, L = (l1 < . . . lr).
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a) Segue diretamente da de�nição.

b) Notemos que

w1 ∧ w2 =
∑
I,J

aIbJei1 ∧ . . . ∧ eir ∧ ej1 ∧ . . . ∧ ejs

=
∑
I,J

(−1)aIbJei1 ∧ . . . ∧ eir−1 ∧ ej1 ∧ eir ∧ ej2 ∧ . . . ∧ ejs

=
∑
I,J

(−1)kaIbJej1 ∧ ei1 ∧ . . . ∧ eir−1 ∧ eir ∧ ej2 ∧ . . . ∧ ejs .

Desde que J tem s elementos, nós obtemos, repetindo o argumento para cada ejq , jq ∈ J ,

w1 ∧ w2 =
∑
I,J

(−1)ksaIbJej1 ∧ . . . ∧ ejs ∧ ei1 ∧ . . . ∧ eir

= (−1)ksw2 ∧ w1.

Dada uma forma w, usaremos a notação abreviada wn := w ∧ . . . ∧ w︸ ︷︷ ︸
n−vezes

.

Observação 1.1.2. Apesar de que ei ∧ ei = 0 não é verdade que para qualquer forma w tem -se

w ∧ w = 0. Por exemplo se w = a1e1 ∧ e2 + a2e3 ∧ e4, temos w ∧ w = a1a2e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4.

1.2 Formas Diferenciais

De agora em diante, M representará uma superfície m−dimensional contida no Rn, de classe Cp,

p ≥ 1, X(M) o conjunto dos campos de vetores de�nidos em M e por TxM o espaço vetorial

tangente a M no ponto x ∈ M . Diremos que uma superfície é orientável se existir um atlas1

{(Uα, φα)} tal que para todo α, β com Uα ∩ Uβ 6= ∅

det(d(φβ ◦ φ−1
α )) > 0. (1.8)

Esse atlas nós chamaremos de orientação e as cartas neste atlas nós chamaremos de cartas positivas.

Mais adiante, usando técnicas de partição da unidade, mostraremos que uma condição necessária

e su�ciente para que superfície n−dimensionalM seja orientável é que exista uma forma de volume

em M .
1Uma atlas numa superfície M é uma coleção de cartas tais que seus domínios cobrem M .
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Uma forma diferencial de grau r numa superfície M é uma aplicação

w : x ∈M 7→ w(x) ∈ Ar(TxM)

que associa a cada ponto x ∈ M uma forma r−linear alternada w(x) no espaço vetorial tangente

TxM .

Representação por meio de parametrizações

Seja ϕ : U0 → U uma parametrização de um aberto U ⊂M . Para cada x = ϕ(u) ∈ U temos uma

base {
∂ϕ

∂u1
(u), . . . ,

∂ϕ

∂um
(u)
}
⊂ TxM. (1.9)

Denotaremos por {du1, . . . , dum} ⊂ (TxM)∗ a base dual de (1.9). Pelo Teorema 1.1.1, para

cada x = ϕ(u) ∈ U , as r−formas duI = dui1 ∧ . . .∧ duir , com I = {i1 < . . . < ir} constituem uma

base de Ar(TxM). Assim dada uma forma diferencial w, de grau r em M , podemos escrever, para

cada x = ϕ(u) ∈ U :

w(x) = w(ϕ(u)) =
∑
I

aI(u)duI (1.10)

Daí, a forma w de�ne, para cada parametrização ϕ : U0 → U em M , as funções aI : U0 → R.

Convém mostrar que esta representação não depende da parametrização. De fato, seja ψ : V0 → V

outra parametrização em M , com U ∩V 6= ∅. Para todo x = ϕ(u) = ψ(v) ∈ U ∩V temos as bases{
∂ψ

∂v1
(v), . . . ,

∂ψ

∂vm
(v)
}
⊂ TxM.

e

{dv1, . . . , dvm} ⊂ (TxM)∗

que se relacionam com as base determinadas por ϕ do seguinte modo:

∂ϕ

∂uj
=

m∑
i=1

∂vi
∂uj

∂ψ

∂vi

dvi =
m∑
j=1

∂vi
∂uj

duj
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Pelo que já vimos na seção anterior, se x = ϕ(u) = ψ(v) ∈ U ∩ V e w(x) =
∑
J

aJ(u)duJ =∑
I

bI(u)dvI então

aJ(u) =
∑
I

det
(
∂vI
∂uJ

)
bI(v), (1.11)

onde

(
∂vI
∂uJ

)
é a matriz r × r formada pelos elementos

∂vi
∂uj

tais que i ∈ I e j ∈ J . Portanto �ca

estabelecido a não dependência da parametrização.

Diremos que uma r-forma diferencial w sobre M é de classe Ck, k < p, quando M pode ser

coberta por imagens U de parametrizações ϕ : U0 → U , de classe Ck, relativamente às quais se

tem w =
∑
I

aIduI as funções aI sendo todas de classe Ck. Salvo menção ao contrário, as formas

tratadas neste trabalho serão de classe C∞.

De�nição 1.2.1. Uma forma de volume em uma superfície n−dimensional M é uma forma

diferencial w de grau n sobre M tal que w(m) 6= 0, ∀m ∈M .

Usaremos a notação Ωr(M) para designar o conjunto das r-formas sobre M . Observe que, pela

Proposição 1.1.2, se r > dimM então Ωr(M) = {0}.

1.2.1 Pull-Back de uma forma

Sejam M e N superfícies e F : M → N uma aplicação de classe Ck, k ≥ 1. Dada uma forma w, de

grau r sobre N, de�niremos o pull-back de w pela função F e escreveremos F ∗w pondo para cada

x ∈M e cada r−lista de vetores w1, . . . , wr ∈ TxM ,

[(F ∗w)(x)](w1, . . . , wr) = w(F (x))(F ′(x).w1, . . . , F
′(x).wr) (1.12)

Em particular, se w é uma 0−forma, ou seja, w = g : Rm → Rn é uma aplicação diferenciável

então

(F ∗g)(x) = (g ◦ F )(x)

De acordo com a de�nição dada em (1.12), temos que

(F ∗w)(x) = [F ′(x)]∗ · w(F (x)). (1.13)
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Pull-back de w pela função F .

Observação 1.2.1. Se F : Rn → Rn uma aplicação diferenciável e w = dx1 ∧ . . . ∧ dxm então,

pela observação (1.1.1),

F ∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn)(x) = det(F ′(x))dy1 ∧ . . . ∧ dyn,

onde y1, . . . , yn são as funções coordenadas de F .

Proposição 1.2.1. Sejam M1,M2,M3 superfícies, f : M1 → M2 e g : M2 → M3 aplicações

diferenciáveis. Então:

a) f∗(cw + w) = cf∗(w) + f∗(w), ∀c ∈ R, ∀w,w ∈ Ωr(M2);

b) (g ◦ f)∗(w) = f∗(g∗(w)),∀w ∈ Ωr(M3);

c) f∗(w ∧ w) = f∗(w) ∧ f∗(w), ∀w ∈ Ωr(M2).

Demonstração.

a) Dado c ∈ R, p ∈M1 e v1, . . . , vr ∈ TpM1, temos que,

f∗(cw + w)(p)(v1, . . . , vr) = (cw + w)(f(p)).(f
′
(p).v1, . . . , f

′
(p).vr)

= cw(f(p)).(f
′
(p).v1, . . . , f

′
(p).vr) +

w(f(p)).(f
′
(p).v1, . . . , f

′
(p).vr)

= (cf∗(w)(p) + f∗(w)(p)) (v1, . . . , vr).

Logo, f∗(cw + w) = f∗(cw) + f∗(w).
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b) Dados arbitrariamente x ∈M1, uma r−forma w ∈M3 e v1, . . . , vr ∈ TxM1, temos que

((g ◦ f)∗w)(x)(v1, . . . , vr) = w(g(f(x))).((g ◦ f)
′
(x).v1, . . . , (g ◦ f)

′
(x).vr)

Por outro lado,

(f∗(g∗(w)))(x)(v1, . . . , vr) = (g∗(w))(f(x))(f
′
(x).v1, . . . , f

′
(x).vr)

= w(g(f(x))).((g ◦ f)
′
(x).v1, . . . , (g ◦ f)

′
(x).vr)

Logo (g ◦ f)∗(w) = f∗(g∗(w)).

c) Inicialmente, seja f1, . . . , fr 1-formas de M2. Omitindo o ponto x e denotando por df a

derivada de f neste ponto, nós obtemos

f∗(f1 ∧ . . . ∧ fr)(v1, . . . , vr) = (f1 ∧ . . . ∧ fr)(df.v1, . . . , df.vr)

= det(fi(df.vj))

= det(f∗(fi(vj)))

= (f∗(f1) ∧ . . . ∧ f∗(fr))(v1, . . . , vr).

Agora, sejam (x1, . . . , xr) coordenadas paraM1 e (y1, . . . , yr) coordenadas paraM2 onde yi =

fi(x1, . . . , xr) sendo fi as funções coordenadas de f : M1 →M2. Sejam w =
∑
I

aI dyI , w =∑
J

bJ dyJ duas k−formas em M2. Então,

f∗w =
∑
I

f∗(aI) f∗dyi1 ∧ . . . ∧ f∗dyik

e

f∗w =
∑
J

f∗(bJ) f∗dyj1 ∧ . . . ∧ f∗dyjk .

Conseqüentemente,

f∗(w ∧ w) = f∗(
∑
I,J

aIbJdyI ∧ dyJ)

=
∑
I,J

(aI ◦ f)(bJ ◦ f)f∗(dyI ∧ dyJ)

=
∑
I,J

(aI ◦ f)(bJ ◦ f)f∗dyI ∧ f∗dyJ

=
∑
I,J

(aI ◦ f)f∗(dyI) ∧
∑
J

(bJ ◦ f)f∗(dyJ)

= f∗(w) ∧ f∗(w)
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Exemplo 1.2.1. Forma elemento de ângulo. Considere a 1−forma α sobre R2 r { 0 } dada por

α(x, y) =
−y dx+ x dy

x2 + y2
. (1.14)

Claro que α(x, y) · v =
−y · v1 + x · v2

x2 + y2
, para todo vetor v = (v1, v2) ∈ R2. Seja ϕ : R → R2 r { 0 }

uma aplicação diferenciável de�nida por

ϕ(t) = (cos t, sen t).

Usando a de�nição (1.12), obtemos que,

[(ϕ∗ α)(t)](q) = α(ϕ(t))(ϕ′(t) · q)

= (−sen t) (−q sen t) + (cos t) (q cos t)

= q

ou seja, ϕ∗α = dq.

Exemplo 1.2.2. Forma induzida por uma aplicação. Seja w ∈ Ωr(M) e ϕ : U0 → U uma

parametrização de M . Em cada ponto x = ϕ(u) ∈ U , os vetores ∂ϕ

∂u1
(u), . . . ,

∂ϕ

∂um
(u) constituem

uma base do espaço vetorial tangente TxM , cuja dual é {du1, . . . , dum} ⊂ (TxM)∗. Escrevendo

duI = dui1 ∧ . . . ∧ duir , com I = {i1 < . . . < ir}, temos w(x) =
∑
I

aI(u)duI . Denote por

dxI = dxi1∧. . .∧dxir , onde {dx1, . . . , dxm} é a base canônica de (Rm)∗, dual de {e1, . . . , em} ⊂ Rm.

Sabemos que ϕ′(u) · ei =
∂ϕ

∂ui
(x). Segue que

(ϕ∗dui)(ej) = dui (ϕ′(u) · ej)

= dui

(
∂ϕ

∂uj

)
=

 0, se i 6= j

1, se i = j
.

Assim ϕ∗dui = dxi. Além disso, se I = {i1, . . . ir}

[ϕ∗w(u)](ei1 ∧ . . . ∧ eir ) = w(x)
(
∂ϕ

∂ui1
(u), . . . ,

∂ϕ

∂uir
(u)
)

= aI(u).

Logo, ϕ∗w =
∑
I

aIdxI .
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1.2.2 Diferencial Exterior

O propósito desta seção é estender a diferencial de funções para uma aplicação

d : Ωr(M) → Ωr+1(M)

para qualquer r ≥ 0.

Iniciaremos com formas em abertos de Rn. Para o que segue, as formas consideradas são pelos

menos de classe C1.

Dado w ∈ Ωr(U), usaremos a representação em termos de parametrização na qual podemos

escrever

w =
∑
I

aIdxI .

De�niremos a diferencial exterior de uma forma w por

dw =
∑
I

daI ∧ dxI

=
∑
j,I

∂aI
∂xj

dxj ∧ dxI .

Observação 1.2.2. A diferencial exterior de funções (0−formas) coincide com a de�nição usual

de diferencial no Rm. De fato, se w é uma 0−forma, ou seja, w = a : U ⊂ Rm → R então

dw = da =
∑
j

∂a

∂xj
dxj .

Agora veremos algumas propriedades deste operador que serão importantes ao longo deste

trabalho.

Proposição 1.2.2. Sejam U ⊂ Rm, V ⊂ Rn abertos, w,w formas diferenciais de classe C1

de�nidas em V e f : U → Rn de classe C2 tal que f(U) ⊂ V . Então:

1. d(w + w) = dw + dw;

2. Se w ∈ C2 então d(dw) = 0;

3. d(w ∧ w) = dw ∧ w + (−1)gr w(w ∧ dw);

4. d(f∗w) = f∗(dw).
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Demonstração. 1. Basta observar que se w =
∑
I

aIdxI e w =
∑
J

bJdxJ então

dw + dw =
∑
j,I

∂aI
∂xj

dxj ∧ dxI +
∑
j,L

∂aL
∂xj

dxj ∧ dxL

=
∑
j,I,L

dxj(
∂aI
∂xj

dxI +
∂bL
∂xj

dxL)

= d(w + w).

2. Seja w =
∑
I

aIdxI então dw =
∑
j,I

∂aI
∂xj

dxj ∧ dxI . Daí,

ddw =
∑
k,j,I

∂2aI
∂xk∂xj

dxk ∧ (dxj ∧ dxI)

=
∑
I

[ ∑
k,j

∂2aI
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj
]
∧ dxI

=
∑
I

[∑
k<j

(
∂2aI
∂xk∂xj

− ∂2aI
∂xj∂xk

)dxk ∧ dxj
]
∧ dxI

= 0,

pelo teorema de Schwarz.

3. Sejam w =
∑
I

aIdxI e w =
∑
J

bJdxJ . Então,

d(w ∧ w) =
∑
r,I,J

∂(aIbJ)
∂xr

dxr ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
r,I,J

bJ
∂aI
∂xr

dxr ∧ dxI ∧ dxJ

+
∑
r,I,J

aI
∂bJ
∂xr

dxr ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
r,I

(
∂aI
∂xr

dxr ∧ dxI) ∧
∑
J

bjdxJ

+ (−1)gr w(
∑
I

aIdxJ) ∧ (
∑
r,J

(
∂bJ
∂xr

dxr ∧ dxJ)

= dw ∧ w + (−1)gr ww ∧ dw

4. Se w é uma 0-forma então, pela regra da cadeia, em todo ponto x ∈ U tem-se

dg(f(x)).f
′
(x) = d(g ◦ f)(x).
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Daí, para todo v ∈ Rm temos f∗(dg)(x).v = dg(f(x)).f
′
(x).v. Logo f∗(dg) = d(g ◦

f) = d(f∗g). Agora, considere w =
∑
I

aIdxI uma r−forma, r ≥ 1. Segue que f∗w =∑
I

(f∗aI)(f∗dxi1 ∧ . . . ∧ f∗dxir ) =
∑
I

(f∗aI) (d(xi1 ◦ f) ∧ . . . ∧ d(xir ◦ f)). Portanto,

d(f∗w) =
∑
j,I

∂(f∗aI)
∂xj

dxr ∧ (d(xi1◦f ) ∧ . . . ∧ d(xir ◦ f))

=
∑
I

(f∗(daI) ∧ (d(xi1 ◦ f) ∧ . . . ∧ d(xir ◦ f)))

= f∗(dw)).

A seguir, de�niremos a diferencial exterior de uma forma em M . Seja w ∈ Ωr(M), classe

C1. Para toda parametrização ϕ : U0 → U ⊂ M , existe uma única forma dϕw, de grau r + 1

em U , tal que ϕ∗(dϕw) = d(ϕ∗w). Isto se deve ao fato de que o pull-back w 7→ ϕ∗w é uma

bijeção das formas em U sobre as formas em U0. Se w|U =
∑
I

aI(u)duI então, pelo exemplo 1.2.2,

ϕ∗w =
∑
I

aI(u)dxI donde d(ϕ∗w) =
∑
I

daI ∧dxI . Logo, a igualdade ϕ∗(dϕw) = d(ϕ∗w) signi�ca

que dϕw =
∑
I

daI ∧ duI .

Vamos veri�car que se ψ : V0 → V é outra parametrização então dϕw = dψw em U ∩ V . Com

efeito, temos que ϕ = ψ ◦ ξ : ϕ−1(U ∩ V ) → U ∩ V , onde ξ é o difeomor�smo de mudança de

parâmetro. Logo ϕ∗ = ξ∗ ◦ ψ∗. Daí, em U ∩ V :

ϕ∗(dψw) = ξ∗ψ∗(dψw)

= ξ∗d(ψ∗w)

= d(ξ∗ψ∗w)

= d(ϕ∗w)

= ϕ∗(dϕw).

Portanto dψw = dϕw em U ∩ V .

De�nimos a diferencial exterior dw da forma w ∈ Ωr(M) como a forma de grau r + 1 em M

cujo valor em cada ponto x ∈ M é dado por (dw)(x) = (dϕw)(x), onde ϕ : U0 → U é qualquer

parametrização em M tal que x ∈ U .
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Por �m, diremos que uma r−forma, de classe C1, w é fechada se dw = 0. Diremos que w

é exata quando existe uma forma α de grau r − 1 e classe C2 tal que dα = w. Em virtude da

proposição acima, toda forma exata é fechada.

1.2.3 Produto Interior

Dado X ∈ X(M), considere a aplicação ιX : Ωr+1(M) → Ωr(M), de�nida por

[(ιXw)(x)] (v1, . . . , vr) := w(x)(X(x), v1, . . . , vr). (1.15)

Quando w ∈ Ω0(M) nós colocaremos ιXw = 0. Esta aplicação é chamada de produto interior, ou

contração, da forma w pelo campo X.

Proposição 1.2.3. Se w1 ∈ Ωr(M) , w2 ∈ Ωl(M) e Y ∈ X(M) então

ιY (w1 ∧ w2) = (ιY w1) ∧ w2 + (−1)rw1 ∧ (ιY w2). (1.16)

Demonstração. Dado x ∈M , considere {e1(x), . . . , em(x)} uma base de TxM e {e1(x), . . . , em(x)}

⊂ (TxM)∗ o dual dessa base. Pelo Teorema 1.1.1 é su�ciente provarmos para w1 = e1 ∧ . . . ∧ er e

w2 = er+1 ∧ . . . ∧ er+s, r + s ≤ m. Observe que, para todo Y ∈ X(M),

ιY (e1 ∧ . . . ∧ er) =
r∑
j=1

(−1)j−1ιY (ej) e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er,

onde êj signi�ca que omitimos o termo ej . De fato, para todo v1, . . . , vr−1 ∈ TxM ,

ιY (e1 ∧ . . . ∧ er)(v1, . . . , vr−1) = det


e1(Y ) e1(v1) . . . e1(vr−1)

...
...

...
...

er(Y ) er(v1) . . . er(vr−1)


=

r∑
j=1

(−1)j−1 ej(Y )(e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er)(v1, . . . , vr−1)

=
r∑
j=1

(−1)j−1ιY (ej)(e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er)(v1, . . . , vr−1).
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Usando este fato obtemos que,

ιY (w1 ∧ w2) =
r+s∑
j=1

(−1)j−1ιY (ej)(e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er+s)

=
r+s∑
l=r+1

(−1)l−1ιY (el)(e1 ∧ . . . ∧ er ∧ . . . ∧ êl ∧ . . . ∧ er+s)

+
r∑
j=1

(−1)j−1ιY (ej)(e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er ∧ . . . ∧ er+s)

= (−1)r
s∑
l=1

(−1)l−1ιY (el)(e1 ∧ . . . ∧ er ∧ . . . ∧ êl+r ∧ . . . ∧ er+s)

+
r∑
j=1

(−1)j−1ιY (ej)(e1 ∧ . . . ∧ êj ∧ . . . ∧ er ∧ . . . ∧ er+s)

= (−1)rw1 ∧ ιY w2 + ιY w1 ∧ w2

1.2.4 Derivada de Lie de formas

Antes de prosseguir, precisamos de algumas de�nições. Um �uxo numa superfície M é uma apli-

cação Φ : R×M →M tal que para todo p ∈M e s, t ∈ R,

1. Φ(0, p) = p;

2. Φ(t,Φ(s, p)) = Φ(t+ s, p).

Um �uxo local é uma aplicação Φ : A → M , onde A é uma aberto com A ⊃ {0} ×M , que

satisfaz as duas propriedade de �uxo no domínio de de�nição. Algumas vezes escreveremos Φt(·)

ou Φt(·) para representar o �uxo Φ(t, ·). Um �uxo ϕt está associado ao campo X se

d

dt
(ϕt) = X ◦ ϕt.

Uma de�nição dinâmica da derivada de Lie é dada a seguir. Seja X um campo de vetores,

de classe C1, em M e w ∈ Ωr(M). A derivada de Lie da forma w com respeito ao campo X, e

escreveremos £X , é uma r-forma dada por

£X(w) :=
d

dt
(ϕ∗tw)

∣∣
t=0

(1.17)

onde ϕt é o �uxo local de X.
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Exemplo 1.2.3. Se w é uma 0-forma, ou seja, w : U ⊂ Rn → R, então, por (1.13),

£X(w) =
d

dt
(ϕ∗t w)

∣∣
t=0

=
d

dt
(w ◦ ϕt)

∣∣
t=0

= dw(X)

= ιX dw.

Existe uma fórmula explícita para o cálculo da derivada de Lie de formas, conhecida como

Fórmula de Cartan. Antes de nós enunciarmos e provarmos esta fórmula, precisamos estabelecer

um par de lemas.

Lema 1.2.1. Para todo X ∈ X(M) temos que

£X(w1 ∧ w2) = (£Xw1) ∧ w2 + w1 ∧ (£Xw2), (1.18)

para quaisquer que sejam w1 ∈ Ωr(M) e w2 ∈ Ωs(M).

Demonstração. Sejam w1 ∈ Ωr(M) e w2 ∈ Ωs(M). Considere ϕt o �uxo local de X ∈ X(M).

Segue do ítem (c) da Proposição (1.2.1) que

ϕ∗t (w1 ∧ w2) = ϕ∗t (w1) ∧ ϕ∗t (w2). (1.19)

Desde que o produto exterior é bilinear, podemos diferenciar a igualdade acima que obtendo

£X(w1 ∧ w2) =
d

dt
ϕ∗t (w1 ∧ w2)

∣∣
t=0

=
d

dt
(ϕ∗t (w1) ∧ ϕ∗t (w2))

∣∣
t=0

=
(
d

dt
ϕ∗t (w1)

∣∣
t=0

)
∧ ϕ∗0(w2) + ϕ∗0(w1) ∧

(
d

dt
ϕ∗t (w2)

∣∣
t=0

)
= (£Xw1) ∧ w2 + w1 ∧ (£Xw2),

onde usamos que ϕ∗0 = id, já que ϕ0(x) = x ∀x ∈M .

Lema 1.2.2. Para todo X ∈ X(M) e w ∈ Ωr(M) temos que

d£Xw = £Xdw. (1.20)



[SEC. 1.2: FORMAS DIFERENCIAIS 33

Demonstração. A partir da de�nição de derivada de Lie de formas e das propriedades de pull-back,

temos que

£X(dw) =
d

dt
(ϕ∗t (dw))

∣∣
t=0

=
d

dt
(d(ϕ∗t w))

∣∣
t=0

= d

(
d

dt
(ϕ∗t w)

∣∣
t=0

)
= d£Xw.

Teorema 1.2.1 (Fórmula de Cartan). Seja X ∈ X(M) e w ∈ Ωr(M). Então

£X(w) = d(ιXw) + ιX(dw). (1.21)

Demonstração. Faremos a prova usando indução sobre o grau da forma w sobre M . Seja X ∈

X(M). Para 0−formas isso foi feito no Exemplo (1.2.3). Admita que (1.21) seja verdadeira para

formas de grau r. Note que uma (r + 1)−forma pode ser escrita como∑
i

dfi ∧ wi ,

onde wi é uma r−forma e fi é uma aplicação diferenciável (0−forma), numa vizinhança de m ∈M .

Pelo Lema (1.2.1) temos que

£X(df ∧ w) = (£Xdf) ∧ w + df ∧ (£Xw)

Por outro lado, juntando a hipótese de indução, a Proposição (1.2.3) e as propriedades de produto

exterior de formas, obtemos as seguintes igualdades

ιXd(df ∧ w) + dιX(df ∧ w) = −ιX(df ∧ dw) + d((ιXdf) ∧ w − df ∧ (ιXw))

= −ιXdf ∧ dw + df ∧ ιXdw + d(ιXdf) ∧ w + ιXdf ∧ dw

+ df ∧ dιXw

= df ∧£Xw + d£Xf ∧ w.

Usando o Lema (1.2.2), segue-se o resultado.

A derivada de Lie pode ser usada na descrição da variação de formas diferenciais, como veremos

no resultado seguinte.
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Teorema 1.2.2 (Teorema da Derivada de Lie). Seja ϕt : M →M o �uxo associado ao campo X.

Então

d

dt
(ϕ∗tw) = ϕ∗t (£Xw) , (1.22)

para toda w ∈ Ωr(M).

Demonstração. Faremos a prova usando indução sobre o grau da forma w sobre M . Se w é uma

0−forma em M então, ∀m ∈M ,

ϕ∗t (£Xw)(m) = (£Xw)(ϕt(m))

=
(
d

dt
(ϕ∗tw)

∣∣
t=0

)
(ϕt(m))

=
(
d

dt
(w ◦ ϕt)

∣∣
t=0

)
(ϕt(m))

=
dw

dt
(ϕt(m))X((ϕt(m)))

=
d

dt
(w ◦ ϕt)(m)

=
d

dt
(ϕ∗tw)(m).

Suponha que (1.22) seja verdadeira para formas de grau r em M . Assim como �zemos anterior-

mente, escrevemos uma (r + 1)−forma como∑
ı

dfı ∧ wı,

onde wi é uma r−forma e fi é uma aplicação diferenciável (0−forma), numa vizinhança de m ∈M .

Usando o ítem (c) da Proposição 1.2.1 temos que

d

dt
(ϕ∗t (df ∧ w)) =

d

dt
(ϕ∗t df ∧ ϕ∗tw).

Por outro lado, juntando a bilinearidade do produto exterior, hipótese de indução e as propriedade

de pull-back teremos que

d

dt
(ϕ∗t df ∧ ϕ∗tw) = d

(
d

dt
ϕ∗t f

)
∧ ϕ∗tw + ϕ∗t df ∧ ϕ∗t£Xw

= d(ϕ∗t£Xf) ∧ ϕ∗tw + ϕ∗t df ∧ ϕ∗t£Xw

= ϕ∗t d(£Xf) ∧ ϕ∗tw + ϕ∗t (df ∧£Xw)

= ϕ∗t (d£Xf ∧ w + df ∧£Xw)

= ϕ∗t£X(df ∧ w)
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Isto �naliza a prova.

Observação 1.2.3. Usando a mesma notação do Teorema 1.2.2, a equação (1.22) pode ser gen-

eralizada para tratar, ainda, a variação de formas diferenciais tempo-dependentes wt:

d

dt
(ϕ∗twt) = lim

h→ 0

ϕ∗t+hwt+h − ϕ∗twt

h

= lim
h→ 0

(
ϕ∗h

(ϕ∗twt+h − ϕ∗twt)
h

+
ϕ∗t+hwt − ϕ∗twt

h

)
=

d

dy
(ϕ∗twy)

∣∣∣
y=t

+
d

dx
(ϕ∗xwt)

∣∣∣
x=t

= ϕ∗t

(
dwy
dy

∣∣∣
y=t

+ ϕ∗t (£Xwt)
)

= ϕ∗t

(
dwt
dt

+ £Xwt

)
Corolário 1.2.1. Se ϕt é o �uxo local associado a X então, para toda forma w,

£Xw = 0 ⇔ ϕ∗tw = w, (1.23)

∀ t onde ϕt está de�nido.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.1, temos que
d

dt
ϕ∗tw = ϕ∗t 0 = 0. Logo ϕ∗tw = c ∀t. Desde que

c = ϕ∗0w = w, tem-se ϕ∗tw = w.

Reciprocamente, se ϕ∗tw = w para todo t, então
d

dt
ϕ∗t (w) = 0, ∀t. Em particular, £Xw =

d

dt
(ϕ∗t (w)) |t=0 = 0.

1.3 Partição da unidade

Seja f uma aplicação de�nida em M . O suporte de f é o conjunto {m ∈M : f(m) 6= 0}. Deno-

taremos este conjunto por supp. f . Dizemos que f tem suporte compacto se supp. f é compacto

em M .

Uma coleção de subconjuntos {Cλ} de M é dita localmente �nita se para cada m ∈ M existe

uma vizinhança U de m em M tal que U
⋂
Cλ = ∅ exceto para uma quantidade �nita de índices

λ.

De�nição 1.3.1. Seja M uma superfície de classe Ck. Uma partição da unidade de classe Ck em

M é uma família de funções ξ = (ξλ)λ∈Λ de classe Ck em M tais que:
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1. Para quaisquer λ ∈ Λ e x ∈M , tem-se ξλ(x) ≥ 0;

2. A família C = (supp.ξλ)ξλ∈Λ é localmente �nita;

3. Para todo x ∈M ,
∑
λ∈Λ

ξλ(x) = 1.

Dizemos que a partição da unidade
∑
α∈Λ

ξα = 1 está subordinada à cobertura C = (Cλ)λ∈Λ′ da

superfície M quando para cada α ∈ Λ existe algum λ ∈ Λ′ tal que supp ξα ⊂ Cλ. Dizemos que a

partição da unidade
∑
α∈Λ

ξα = 1 está estritamente subordinada à cobertura C = (Cλ)λ∈Λ quando

tem índices no mesmo conjunto que as funções ξα e, além disso, supp ξα ⊂ Cα para todo α ∈ Λ.

Teorema 1.3.1. Seja M uma superfície de classe Ck. Para toda cobertura aberta C = (Cλ)λ∈Λ de

M existe uma partição da unidade
∑
λ∈Λ

ξλ = 1 de classe Ck, estritamente subordinada à cobertura

C.

Demonstração. Ver [10].

Com esta ferramenta podemos provar o próximo resultado.

Proposição 1.3.1 (Critério de orientabilidade). Uma superfície n−dimensional M é orientável

se, e somente se, existir uma forma de volume em M .

Demonstração. Seja {(Uα, φα)} uma orientação para M e {pα} uma partição da unidade subordi-

nada a Uα. Assuma que todos os Uα são conexos. De�na

w =
∑
α

pα · (φ∗α(dx1 ∧ . . . ∧ dxn))

Basta mostrar que wx 6= 0 para todo x ∈M . Fixe x ∈M . Então pα(x) 6= 0 para uma quantidade

�nita de índices α, digamos α1, . . . , αk. Daí, juntando a condição de orientabilidade e o observação

1.2.1,

(φ−1
α1

)∗w =
k∑
i=1

(φ−1
α1

)∗(pα · (φ∗α(dx1 ∧ . . . ∧ dxn)))

=
k∑
i=1

(pα ◦ φ−1
α1

) [(φαi ◦ φ−1
α1

)∗ dx1 ∧ . . . ∧ dxn]

=
k∑
i=1

(pα ◦ φ−1
α1

)
[
det d(φαi ◦ φ−1

α1
)
]
dx1 ∧ . . . ∧ dxn

6= ∅.
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Logo wx 6= 0 ∀x ∈M .

Reciprocamente, seja w uma forma de volume emM . Vamos produzir uma orientação {Vβ , ϕβ}

para M do seguinte modo: Considere {(Uα, φα)} uma atlas para M . Podemos assumir que todos

Uα são conexos. Então (φ−1
α )∗w = fα(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn, para alguma fα. Desde que w é não-nula

então fα 6= 0 e como Uα é conexo, fα(x) > 0 ∀x ∈ Uα ou fα(x) < 0 ∀x ∈ Uα. Se fα(x) > 0

de�na Vα = Uα e ϕα = φα. Caso contrário, de�na Vα = Uα e ϕα = T ◦ φα onde T : Rn → Rn

é dada por T (x1, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn). Vamos veri�car que isto de�ne uma orientação em

M . Para tanto, sejam α, β tais que Vα ∩ Vβ 6= ∅. Como (φ−1
α )∗w = fα(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn então

(φ∗α)(φ−1
α )∗w = fα ◦ φα(x)φ∗α(dx1 ∧ . . . ∧ dxn), ou seja,

φ∗α(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) =
w

fα ◦ φα(x)
,

para todo α. Daí,

(φβ ◦ φ−1
α )∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) =

fα

fβ ◦ φβ ◦ φ−1
α

dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Por outro lado, pela observação 1.2.1,

(φβ ◦ φ−1
α )∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = det(d(φβ ◦ φ−1

α )) dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Logo

det(d(φβ ◦ φ−1
α )) =

fα

fβ ◦ φβ ◦ φ−1
α

> 0

como queríamos demonstrar.

1.4 Integração de formas

Nesta seção nós de�niremos a �integração� de uma n−forma numa superfície n−dimensional.

Primeiro consideraremos o caso de um subconjunto aberto conexo U ⊂ Rn com coordenadas

x1, . . . , xn.

Para uma forma w de�na o suporte de w, supp. w, pelo conjuntos {x : w(x) 6= 0}.

Seja w uma n−forma em U ⊂ Rn com suporte compacto. Note então que w estende-se para

todo Rn por 0 com suporte em algum cubo. Sabemos que w pode ser escrita como

w = f(x1, . . . , xn)dx1 ∧ . . . ∧ dxn ,
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para alguma função f . Portanto nós podemos de�nir∫
U

w =
∫

Rn
w =

∫ ∫
. . .

∫
Rn
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn , (1.24)

onde a integral do lado direito é a integral de Riemann usual. Para esta de�nição fazer sentido

necessitamos que f seja Riemann-integrável com suporte compacto.

Agora, suponha que W ∈ Rn é outro conjunto aberto e h : W → U seja um difeomor�smo. Já

vimos na seção 1.2.1 que

h∗w = (f ◦ h) det(h′)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Conseqüentemente, pelo Teorema de mudança de variável,∫
h∗w =

∫ ∫
. . .

∫
Rn
f(h(x1, . . . , xn)) det(h′(x1, . . . , xn))dx1 . . . dxn

= ±
∫ ∫

. . .

∫
Rn
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

= ±
∫
w ,

onde o sinal é o sinal de det(h′).

Assuma que M seja uma superfície n−dimensional orientada, com a orientação positiva. Us-

aremos somente cartas nesta orientação. Seja w uma n−forma na qual seu suporte está contido

num conjunto aberto U domínio de uma carta φ : U → W ⊂ Rn. Sabemos que (φ−1)∗w é uma

n−forma em W ⊂ Rn. Assim nós de�niremos∫
M

w =
∫

Rn
(φ−1)∗w. (1.25)

Para mostrar que esta de�nição independe da escolha da carta, seja ψ outra carta e denote

h := ψ ◦ φ−1. Então ψ−1 ◦ h = φ−1 e pelo que vimos anteriormente∫
(φ−1)∗w =

∫
(ψ−1 ◦ h)∗w

=
∫

(ψ−1)∗w

como queríamos demonstrar.

Agora seja w uma n−forma arbitrária em M com suporte compacto K. Seja {Ui} uma cober-

tura localmente �nita de M e {fi} uma partição da unidade subordinada a esta cobertura. Note

que o conjunto K intersecta somente uma quantidade �nita dos Ui. Nós de�nimos∫
w =

∑
i

∫
fi · w. (1.26)
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Vamos mostrar que isto está bem de�nido. Considere {gj} uma outra tal partição. Então

1 =
∑
i,j

figj . Segue que fi = fi
∑
j

gj =
∑
j

figj . Daí,

∫
fiw =

∑
j

∫
figjw.

Portanto ∫
w =

∑
i

∫
fiw

=
∑
i

∑
j

∫
figjw

=
∑
j

∫
gjw

como queríamos.

Agora, consideremosM eN duas superfícies n−dimensionais conexas e orientáveis e ϕ : M → N

um difeomor�smo que preserva a orientação2. Se w ∈ Ωn(N) tem suporte compacto então∫
M

ϕ∗w =
∫
N

w

De fato, seja {Ui} uma cobertura localmente �nita de M com cada Ui domínio de uma carta,

que denotaremos por ψi, e {fi} uma partição da unidade subordinada a esta cobertura. Auto-

maticamente, {ϕ(Ui)} é uma cobertura localmente �nita de N com cada ϕ(Ui) domínio da carta

ψi ◦ϕ−1 e {fi ◦ϕ−1} é uma partição da unidade subordinada à cobertura {ϕ(Ui)}. De acordo com

a de�nição de integração que vimos aqui, temos que∫
N

w =
∑
i

∫
N

fi ◦ ϕ−1 · w

=
∑
i

∫
ϕ(Ui)

fi ◦ ϕ−1 · w

=
∑
i

∫
ψi(Ui)

(fi ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ψ−1
i ) · (ϕ ◦ ψ−1

i )∗w

=
∑
i

∫
ψi(Ui)

(fi ◦ ψ−1
i ) · (ψ−1

i )∗ ◦ ϕ∗w

=
∑
i

∫
M

fi · ϕ∗w

=
∫
M

ϕ∗w.

2Preservar orientação signi�ca que para toda carta positiva ψ em M , ψ ◦ ϕ−1 é uma carta positiva em N .
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Consequentemente, como todo aberto A ⊂M pode ser considerado uma superfície n−dimensional

conexa e ϕ : A→ ϕ(A) um difeomor�smo, segue que∫
A

ϕ∗w =
∫
ϕ(A)

w. (1.27)

Chamaremos Rnj = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; xj ≥ 0} de j-ésimo semi-espaço de Rn. Um conjunto

M ⊂ Rn chama-se superfície com bordo (de dimensão m e classe Ck) quando cada ponto x ∈ M

pertence a um aberto U ⊂ M que é imagem de uma parametrização ϕ : U0 → U , de classe Ck,

numa aberto U0 de algum semi-espaço de Rm.

O bordo (ou fronteira) de M é o conjunto ∂M formados pelos pontos x ∈ M tais que, para

toda parametrização ϕ : U0 → U , de classe C1, de um aberto U ⊂ M , com x = ϕ(u), tem-se

necessariamente u ∈ ∂U0.

Observação 1.4.1. Sempre que dissermos simplesmente �superfície�, sem quali�cações, estaremos

nos referindo a uma superfície sem bordo, de classe C∞.

Finalizaremos esta seção enunciando o Teorema de Stokes cuja prova pode ser encontrada em

[3].

Teorema 1.4.1 (Stokes). Seja M uma superfície n-dimensional orientável com bordo e w uma

(n− 1)-forma em M com suporte compacto. Então∫
M

dw =
∫
∂M

w. (1.28)

1.5 Topologias Ck

Considere Ck(M,Rs) o espaço das aplicações continuas de classe Ck, 0 ≤ k <∞, de�nidas em uma

superfície compacta M . As operações usuais de soma e produto de funções tornam Ck(M,Rs) um

espaço vetorial. Seja V1, . . . , Vn uma cobertura de M tal que cada Vi esteja contida no domínio de

uma carta local {xi, Ui} com xi(Ui) = B(2) e xi(Vi) = B(1). Estas escolhas são sempre possíveis,

ver [10]. Para f ∈ Ck(M,Rs) denote por f i := f ◦ x−1
i : B(2) → Rs. De�niremos

‖f‖Ck = max
i

sup
u∈B(1)

{‖f i(u)‖, ‖Df i(u)‖, . . . , ‖Dkf i(u)‖}.

Na de�nição acima, considere ‖Dkf i(u)‖ = sup{‖Dkf i(u)(v1, . . . , vk)‖; ‖vi‖ = 1, 1 ≤ i ≤ k},

k ≥ 1.
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Proposição 1.5.1. ‖ ‖Ck é uma norma.

Demonstração. Como estamos tomando o supremo de elementos não-negativos, temos que ‖f‖Ck ≥

0. Além disso, se ‖f‖Ck = 0 então ‖f i‖Ck ≤ ‖f‖Ck = 0 para todo i = 1, . . . , n. Daí, 0 =

f ◦ x−1
i (B(1)) = f(Vi), ∀i = 1, . . . , n. Logo f ≡ 0. É claro que ‖αf‖Ck =| α | ‖f‖Ck , ∀α ∈ R.

Agora, dados f, g ∈ Ck(M,Rs) temos que

‖f + g‖Ck = max
i

sup
u∈B(1)

{‖f i + gi(u)‖, ‖Df i(u) +Dgi(u)‖, . . . , ‖Dkf i(u) +Dkgi(u)‖}

≤ max
i

[ sup
u∈B(1)

{‖f i(u)‖, ‖Df i(u)‖, . . . , ‖Dkf i(u)‖}

+ sup
u∈B(1)

{‖gi(u)‖, ‖Dgi(u)‖, . . . , ‖Dkgi(u)‖}]

= ‖f‖Ck + ‖g‖Ck .

Logo ‖ ‖Ck é de fato uma norma.

Veremos na proposição abaixo que com esta norma o espaço das aplicações de classe Ck de�nidas

numa superfície compacta M é completo.

Proposição 1.5.2. Ck(M,Rs) com a norma ‖ ‖Ck é um espaço vetorial completo.

Demonstração. Devemos mostrar que, nesta norma, toda seqüencia de Cauchy em Ck(M,Rs) con-

verge para algum elemento desse espaço. Seja fλ : M → Rs um seqüencia de Cauchy na norma

‖ ‖Ck . Dado p ∈M , existe l ∈ 1, . . . , n tal que p ∈ Vl e para algum u ∈ B(1) temos que

fλ(p) = f ◦ x−1
l (u).

Daí,

‖fλ(p)− fλ̂(p)‖ ≤ ‖fλ − fλ̂‖Ck < ε ,

Esta desigualdade diz que fλ(p) é uma seqüencia de Cauchy em Rs e portanto converge. Denote

f(p) = lim
λ→∞

fλ(p). Em particular, f iλ(u) → f i(u) para todo u ∈ B(1) e i = 1, . . . , n. Por outro lado,

para cada u ∈ B(1), Df iλ(u) é uma seqüencia de Cauchy em L(Rm × Rm,Rs) e, por conseguinte,

converge para uma transformação linear T i(u). Vamos mostrar que tal convergência é uniforme.

Com efeito, dado ε > 0, existe n0 ∈ Z tal que se λ1, λ2 > n0 então

‖Df iλ1
(u)−Df iλ2

(u)‖ < ε

2
, ∀u ∈ B(1).
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Como, para cada u ∈ B(1), Df iλ(u) → T i(u) então existe n1 ∈ Z que depende de u tal que se

m ≥ n1 então

‖Df im(u)− T i(u)‖ < ε

2
.

Assim, para λ > max{n0, n1},

‖Df iλ(u)− T i(u)‖ ≤ ‖Df iλ(u)−Df im(u)‖+ ‖Df im(u)− T i(u)‖

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Pelo Teorema de derivação termo a termo, ver [10], temos que f i é C1 e Df i = T i. Segue que

fn → f na norma ‖ ‖C1 . Com a mesma argumentação, mostramos, por indução, que f ∈ Ck e

fn → f na norma ‖ ‖Ck .



Capítulo 2

Cohomologia de de Rham

Neste capitulo, salvo menção ao contrário, M,N e P denotarão superfícies contidas no Rn.

2.1 De�nição

Dizemos que duas formas fechadas w1, w2 ∈ Ωr(M) são cohomólogas, e escrevemos w1 ∼ w2, se

existir alguma foma λ ∈ Ωr−1(M) tal que w1 − w2 = dλ. Vamos veri�car que tal relação é de

equivalência. Sejam w1, w2, w3 ∈ Ωr(M) formas fechadas então:

• w1 ∼ w1 pois se λ é uma (r − 1)-forma fechada então w1 − w1 = 0 = dλ;

• Se w1 ∼ w2 e w2 ∼ w3 então w1 ∼ w3 pois existem λ, λ̃ ∈ Ωr−1(M) tais que w1 −w2 = dλ e

w2 − w3 = dλ̃ implicando que w1 − w3 = d(λ+ λ̃);

• Se w1 ∼ w2 então w2 ∼ w1 pois como existe λ ∈ Ωr−1(M) tal que w1−w2 = dλ, basta tomar

λ′ = −λ para obter w2 − w1 = dλ′.

Deste modo, se w ∈ Ωr(M) é forma fechada, denotaremos por

[w] =
{
w + dλ; λ ∈ Ωr−1(M)

}
a sua classe de cohomologia. Repare que a classe [0] é a coleção das r-formas exatas sobre M .

Proposição 2.1.1. O conjunto Hr
dR(M) = { [w] : w ∈ Ωr(M) com dw = 0} forma um grupo

aditivo, para todo r > 0.

43
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Demonstração. Sabemos que se w1, w2 são formas fechadas em M então w1 +w2 é forma fechada

pois d(w1 + w2) = dw1 + dw2 = 0. Assim, de�niremos a operação de adição da maneira natural,

ou seja, dadas w1, w2 são formas fechadas em M então [w1] + [w2] = [w1 + w2]. Logo, as seguinte

propriedades são facilmente veri�cadas:

i) ([w1] + [w2]) + [w3] = [w1] + ([w2] + [w3]), ∀w1, w2, w3 ∈ Ωr(M) formas fechadas;

ii) [w] + [0] = [0] + [w] = [w], ∀w ∈ Ωr(M) forma fechada;

iii) Para toda w ∈ Ωr(M) forma fechada, [−w] é o seu inverso.

Portanto, Hr
dR(M) é, de fato, um grupo.

O grupo Hr
dR(M) é chamado de r-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M . Algumas

vezes escrevermos simplesmente grupos de de Rham.

Por convenção e pela Proposição 1.1.2 temos queHr
dR(M) é o grupo nulo1 se r < 0 ou r > dimM

. Como não existe forma de grau −1, temos que H0
dR(M) = {f : M → R diferenciáveis; df = 0}.

Notemos que se df = 0 então f é localmente constante. Se M for conexa então f é constante e

portanto H0
dR(M) ∼= R. Mas adiante calcularemos H0

dR(M) quando M não for conexa. Decorre

da de�nição que se Hr
dR(M) = 0 então toda r-forma fechada é exata, para 0 < r ≤ dimM .

Note que existe um produto Hp
dR(M) × Hq

dR(M) → Hp+q
dR (M) dado por [w] × [η] 7→ [w ∧ η].

Vamos veri�car que este produto está bem de�nido. Ora, se w e η são formas fechadas, de graus

p e q, respectivamente, então, pela Proposição 1.2.2,

(w + dλ1) ∧ (η + dλ2) = w ∧ η + w ∧ dλ2 + dλ1 ∧ η + dλ1 ∧ dλ2

= w ∧ η + dθ

onde θ = (−1)−gr ww ∧ λ2 + λ1 ∧ η + λ1 ∧ dλ2. Deste modo, [w + dλ1] × [η + dλ2] = [w] × [η],

�cando provado que a aplicação acima está bem de�nida. Assim, dada uma classe [w], denotaremos

[w]n := [w]× · · · × [w].

Na seção 1.2.1, vimos que uma aplicação diferenciável G : M → N induz uma aplicação

G∗ : Ωr(N) → Ωr(M), que a chamamos de pull-back. Além disso, pela Proposição 1.2.2, segue

que

• Se w ∈ Ωr(N) é fechada então G∗w é forma fechada pois d(G∗w) = G∗(dw) = 0;

1Algumas vezes usaremos �0� para denotar este grupo.
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• Se w = dλ é exata então (G∗w) = G∗(dλ) = d(G∗λ).

Existe ainda uma outra aplicação induzida de Hr
dR(N) em Hr

dR(M), que continuaremos a

denotar por G∗, em que se w ∈ Ωr(N) é forma fechada então

G∗[w] = [G∗w].

Chamaremos esta aplicação de aplicação cohomóloga induzida. Perceba que se w′ = w + dλ então

[G∗w′] = [G∗w + d(G∗λ)] = [G∗w]. Assim esta aplicação está bem de�nida. A partir do que já

sabemos de pull-back, segue as seguintes propriedades:

P1. Se F : N → P é outra aplicação diferenciável então

(F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗ : Hr
dR(P ) → Hr

dR(M).

P2. Se IdM denota a aplicação identidade de M então (IdM )∗ é a aplicação identidade de

Hr
dR(M).

Observação 2.1.1. Superfícies difeomorfas têm grupos de cohomologia de de Rham isomorfos.

Com efeito, se F : M → N é difeomor�smo então F ∗ : Ωr(N) → Ωr(M) é um isomor�smo.

Assim, a aplicação cohomóloga induzida F ∗ : Hr
dR(N) → Hr

dR(M) também é isomor�smo.

Exemplo 2.1.1. Os grupos de de Rham do círculo S1 são

Hr
dR(S1) ∼=

 R, se r = 0, 1.

0, se r > 1.

Sendo S1 é conexo então H0
dR(S1) = R. Ademais, Hr

dR(S1) = 0 para r > 1. Falta apenas

H1
dR(S1).

Seja α a 1-forma elemento de ângulo2 sobre U = R2 r {0}. Considerando a aplicação inclusão

i : S1 ↪→ U , temos que i∗α é uma 1-forma em S1. Segue que∫
S1
i∗α =

∫ 2π

0

dθ = 2π. (2.1)

Deste modo, i∗α não pode ser uma forma exata pois se existisse uma 0-forma λ tal que i∗α = dλ

então pelo Teorema de Stokes ∫
S1
i∗α =

∫
S1
dλ = 0

2Vimos a de�nição dessa forma no exemplo 1.2.1.
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e isto contraria (2.1). Mais ainda, toda 1-forma w sobre S1 é fechada pois dw é uma 2-forma em

S1 e pela Proposição 1.1.2 tem-se dw = 0.

Assuma, por um momento, que se λ é uma 1-forma então λ − kdθ é exata para algum k ∈

R. Deste modo, toda 1-forma sobre S1 difere de um múltiplo real de dθ por uma forma exata.

Conseqüentemente, H1
dR(S1) ∼= R.

Vamos provar o que assumimos anteriormente. Escreva λ = f(θ)dθ e seja k =
1
2π

∫
S1
λ.

Considere a seguinte função

g(θ) =
∫ θ

0

(f(θ)− k)dθ.

Note que g(0) = g(2π). Ademais, dg = (f(θ)− k)dθ = λ− kdθ.

2.2 Invariância homotópica

Nesta seção faremos uma generalização da observação 2.1.1, na qual mostraremos que os grupos

de de Rham são topologicamente invariantes. Na verdade eles são algo mais, são homotopicamente

invariantes.

Sejam X e Y espaços topológicos. Diremos que duas aplicações contínuas f, g : X → Y são

homotópicas, e escreveremos f ' g, se existir uma aplicação contínua H : X × [0, 1] → Y tal que

H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) para todo x ∈ X.

Uma aplicação contínua F : X → Y é dita ser uma equivalência homotópica se existir uma

aplicação continua G : Y → X tal que F ◦ G ' IdY e G ◦ F ' IdX . Tal aplicação G é chamada

homotopia inversa de F . Quando existir uma equivalência homotópica entre X e Y diremos que

eles são homotopicamente equivalentes e escreveremos X ' Y .

Exemplo 2.2.1. Sn−1 ' Rn r {0}, n ≥ 1.

De fato, a aplicação inclusão i : Sn−1 ↪→ Rn r {0} é uma equivalência homotópica com homo-

topia inversa r(x) =
x

‖x‖
pois r ◦ i = IdSn−1 e a aplicação identidade de Rn r {0} é homotópica a

i ◦ r via a homotopia H(x, t) = tx+ (1− t)
x

‖x‖
.

Teorema 2.2.1 (Invariância homotópica dos grupos de de Rham). Se M e N são superfícies

homotopicamente equivalente então Hr
dR(M) é isomorfo a Hr

dR(N) para cada r.

Demonstração. Ver [8].
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Em particular, os grupos de de Rham de duas superfícies homeomorfas são também isomorfos

pois todo homeomor�smo é uma equivalência homotópica.

2.3 Alguns exemplos

O cálculo direto dos grupos de de Rham não é nada fácil em geral. Dedicaremos está seção em

calcular alguns casos particulares, tais como Rn, Sn.

Comecemos com uniões disjuntas.

Proposição 2.3.1 (Cohomologia de uniões disjuntas). Seja Mj uma coleção enumerável de su-

perfícies disjuntas e M =
⋃
j

Mj. Para cada r, a aplicação inclusão ij : Mj ↪→ M induz um

isomor�smo de Hr
dR(M) para

∏
j

Hr
dR(Mj).

Demonstração. Os pull-backs i∗j : Ωr(M) → Ωr(Mj) induzem uma aplicação entre Ωr(M) e∏
j

Ωr(Mj), a saber:

i∗ : Ωr(M) →
∏
j

Ωr(Mj)

w 7→ (i∗1w, i
∗
2w, . . .) = (w|M1 , w|M2 , . . .).

Vamos veri�car que esta aplicação é, de fato, um isomor�smo. Note que para qualquer r-forma

w tal que w|Mj
= 0 para cada j então w ≡ 0. Isso prova a injetividade. Agora, seja (w1, w2, . . .)

um elemento de
∏
j

Ωr(Mj), com wj ∈ Ωr(Mj). De�na w ∈ Ωr(M) por w(x) = wj(x) se x ∈ Mj .

Assim, i∗w = (w|M1 , w|M2 , . . .) = (w1, w2, . . .) provando a sobrejetividade.

Por �m, notemos que a aplicação i sugere o isomor�smo î : Hr
dR(M) →

∏
j

Hr
dR(Mj) dado por

î[w] = [i∗w].

Em particular, os grupos de de Rham de uma superfície desconexa é o produto dos grupos

correspondentes nas suas componentes conexas.

Corolário 2.3.1. Se M é uma superfície desconexa então H0
dR(M) ∼= Rc, onde é a quantidade de

componentes conexas de M .
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Demonstração. De fato, como M =
c⋃
j=1

Mj , onde cada Mj é uma componente conexa de M , segue

da Proposição 2.3.1 que H0
dR(M) ∼=

c∏
j=1

H0
dR(Mj) ∼=

c∏
j=1

Rj = Rc.

Examinaremos a cohomologia do espaço Euclideano.

Um subconjunto V ⊆ Rn é dito estrelado com respeito ao ponto q ∈ V se para todo todo x ∈ V ,

o segmento de reta de q a x está inteiramente contido em V . Os subconjuntos convexos e as bolas

(abertas ou fechadas) de Rn são exemplos deste tipo de conjunto.

Teorema 2.3.1 (Poincaré). Se U ⊆ Rn um subconjunto aberto do tipo estrela então Hr
dR(U) = 0,

para r ≥ 1.

Demonstração. Suponha U ⊆ Rn do tipo estrela com respeito a q. Note que existe uma homotopia

H entre a aplicação identidade de U e a aplicação constante τ que envia U em {q} dada por:

H(x, t) = q + t(x− q).

Daí, a aplicação inclusão i : {q} ↪→ U é uma equivalência homotópica pois i ◦ τ = τ ' IdU e

τ ◦ i = Id{q}. Segue do Teorema 2.2.1 que Hr
dR(U) = Hr

dR({q}) = 0 para r ≥ 1.

Exemplo 2.3.1. Grupos de de Rham de Rn.

Como Rn é do tipo estrela, Hr
dR(Rn) = 0 para r ≥ 1.

Corolário 2.3.2. Seja M uma superfície e w uma r−forma fechada em M , r ≥ 1. Para qualquer

q ∈M existe uma vizinhança U de q na qual w|U é exata.

Demonstração. Todo q ∈ M tem uma vizinhança U difeomorfa a uma bola aberta em Rn, a

qual é um conjunto do tipo estrela. Logo, juntando e o Teorema 2.2.1 e a Proposição 2.3.1,

Hr
dR(U) = 0.

Dois caminhos fechados µ1, µ2 : [a, b] → X ⊂ Rn são livremente homotópicos se existir uma

aplicação contínuaH : [a, b]×[0, 1] → X tal queH(s, 0) = µ1(s),H(s, 1) = µ2(s) eH(a, t) = H(b, t)

para quaisquer s ∈ [a, b] e t ∈ [0, 1].

Um subconjunto U ⊂ Rn é simplesmente conexo se é conexo por caminhos e, além disso, todo

caminho fechado em U é livremente homotópico a um caminho constante.

Teorema 2.3.2. Se M é uma superfície simplesmente conexa então H1
dR(M) = 0.
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Demonstração. Ver [8].

Passemos ao cálculo do n-ésimo grupo de de Rham de uma superfície M n-dimensional, com-

pacta e orientável.

Não é difícil veri�car que a aplicação I : Ωn(M) → R dada por I(w) =
∫
M

w é linear. Além

do mais, pelo Teorema de Stokes, a integral de qualquer forma exata é zero. Assim, esta aplicação

nos sugere uma outra aplicação linear, que denotaremos pelo mesmo símbolo, de Hn
dR(M) para R

dada por:

I : Hn
dR(M) → R

[w] 7−→
∫
M

w
(2.2)

Note que tal aplicação esta bem de�nida pois se ŵ = w + dλ (outro representante para a classe

[w]) então

I([ŵ]) =
∫
M

ŵ

=
∫
M

(w + dλ)

=
∫
M

w

= I([w]).

Teorema 2.3.3 (De Rham). Para qualquer superfície compacta, conexa, orientável e n-dimensional

M , a aplicação I : Hn
dR(M) → R é um isomor�smo.

Demonstração. Assumiremos que n ≥ 1 pois o caso 0-dimensional decorre da nossa de�nição. Pela

Proposição 1.3.1 existe uma forma de volume em M e a denotaremos por Ω. Seja c =
∫
M

Ω.

Note que podemos assumir que c > 0 pois podemos reescrever, localmente, a forma Ω como

f(x)dx1 . . . dxn com f(x) 6= 0 para todo x ∈M . Assim, tomamos a orientação de modo que f seja

sempre positiva.

Provaremos, primeiro, a sobrejetividade. Dado qualquer a ∈ R, tome w =
a

c
Ω. Assim,

I([w]) =
∫
M

a

c
Ω =

a

c

∫
M

Ω = a.

Para provar a injetividade, mostraremos que ker I = {[ 0 ]}. Em outras palavras, nós temos

que mostrar que se w ∈ Ωn(M) satisfaz
∫
M

w = 0 então w é exata.

Seja {U1, . . . , Um} uma cobertura �nita deM por abertos que são difeomorfos ao Rn e considere

Mk = U1 ∪ · · · ∪Uk para k = 1, . . . ,m. Como M é conexa, reodernando os conjuntos se necessário,
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podemos assumir que Mk ∩ Uk+1 6= ∅ para cada k.

A�rmação: Se w é uma n-forma com suporte compacto contido em Mk e satisfaz
∫
Mk

w = 0

então existe uma (n− 1)-forma η com suporte compacto contido em Mk tal que dη = w.

Observe que quando k = m, a a�rmação acima resolve o problema da injetividade que queremos,

pois toda forma sobre uma superfície compacta tem suporte compacto.

Prova da a�rmação. Faremos a prova por indução sobre k. Para k = 1, comoM1 = U1 é difeomorfo

a Rn, o a�rmação se reduz às formas com suporte compacto em Rn. Por ser a prova disto um

tanto trabalhosa, deixaremos para mais adiante (Lema 2.3.1). Assumindo isto a partir de agora,

continuaremos com a indução.

Suponha que a a�rmação é verdadeira para k ≥ 1 e que a n-forma w tenha suporte compacto

contido em Mk+1 = Mk ∪ Uk+1 satisfazendo
∫
Mk+1

w = 0. Escolha uma n-forma auxiliar α ∈

Ωn(Mk+1) com suporte compacto em Mk ∩ Uk+1 e que satisfaz
∫
Mk+1

α = 1.

Seja {ϕ,ψ} uma partição da unidade paraMk+1 estritamente subordinada a cobertura {Mk, Uk+1}.

Seja r =
∫
Mk

ϕw. Note que a n-forma (ϕw − rα) tem suporte compacto contido em Mk e

∫
Mk

(ϕw − rα) =
∫
Mk

ϕw − r

∫
Mk

α = 0.

Portanto, por hipótese de indução, existe uma (n− 1)-forma λ com suporte compacto contido em

Mk tal que dλ = ϕw − rα. Analogamente, (ψw + rα) é uma n-forma com suporte compacto em

Uk+1 e ∫
Uk+1

(ψw + rα) =
∫
Mk+1

(1− ϕ)w + r

∫
Mk+1

α

=
∫
Mk+1

w −
∫
Mk+1

ϕw + r

= 0

Logo, pelo Lema 2.3.1, existe outra (n − 1)-forma β com suporte compacto em Uk+1, tal que

dβ = ψw+rα. Ambas λ e β podem ser estendidas para zero de forma suave com suporte compacto

em Mk+1. Assim,

d(λ+ β) = (ϕw − rα) + (ψw + rα) = (ϕ+ ψ)w = w (2.3)

o que completa o passo indutivo.
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Lema 2.3.1. Seja n ≥ 1 e w ∈ Ωn(Rn) com suporte compacto tal que
∫

Rn
w = 0. Então existe

uma (n− 1)-forma η com suporte compacto em Rn tal que dη = w.

Demonstração. Faremos a prova por indução por n. Para n = 1, podemos escrever w = f dx para

alguma função f suave com suporte compacto. Escolha R > 0 tal que supp.f ⊆ [−R,R], e de�na

F : R → R por

F (x) =
∫ x

−R
f(t) dt.

Segue que dF = F ′(x) dx = f dx. Quando x < −R, F (x) = 0 pela escolha do R. Se x > R então,

pelo fato de
∫

Rn
w = 0, temos que

F (x) =
∫ x

−R
f(t) dt =

∫ R

−R
f(t) dt+

∫ x

R

f(t) dt = 0.

Diante disso, supp.f ⊆ [−R,R]. Isto completa a prova para o caso n = 1.

Agora, seja n ≥ 1 e suponha que este Lema é verdadeiro para Rn. Vamos considerar Rn+1 como

espaço produto R × Rn, com coordenadas (y, x) = (y, x1, . . . , xn). Seja Ω(y, x) = dx1 ∧ . . . ∧ dxn
uma n-forma sobre R× Rn.

Suponha que w é qualquer (n+ 1)-forma com suporte compacto em R× Rn tal que∫
R×Rn

w = 0.

Então podemos escrever w como

w = fdy ∧ Ω

para alguma função suave f com suporte compacto. Escolha R > 0 tal que supp.f ⊆ {(y, x); |y| ≤

R e |x| ≤ R}.

Seja ϕ : R → R uma função bump com suporte em [−R,R] e satisfaz
∫

R
ϕ(y)dy = 1. De�na

funções suaves e,E, F, F̃ : R× Rn → R como segue:

e(y, x) = ϕ(y);

E(y, x) =
∫ y

−R
ϕ(t)dt;

F (y, x) =
∫ y

−R
f(t, x)dt;

F̃ (y, x) =
∫ R

−R
f(t, x)dt.

Estas funções têm as seguintes propriedades:
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P1.
∂e

∂xj
=
∂E

∂xj
= 0;

P2.
∂E

∂y
= e;

P3.
∂F

∂y
= f ;

P4.
∂F̃

∂y
= 0.

Denote por Σ = i∗(F̃Ω), onde i : Rn ↪→ R× Rn é o mergulho i(x) = (0, x). Note que∫
Rn

Σ =
∫

Rn
F̃ (0, x) dx1 . . . dxn

=
∫

Rn

∫
R
f(y, x) dydx1 . . . dxn

=
∫

Rn

∫
R
w

= 0.

Logo, pela hipótese de indução, existe uma (n− 1)-forma σ com suporte compacto em Rn tal que

dσ = Σ.

De�namos uma n-forma η em R× Rn por

η = (F − F̃E)Ω− e dy ∧ π∗σ,

onde π : R × Rn → Rn é a projeção canônica. Quando y < −R, nós temos F = E = e = 0 então

η ≡ 0. Se y > R então e = 0, E ≡ 1 e F = F̃ , assim η ≡ 0 também. Logo η tem suporte compacto

em R× Rn.

Para mostrar que dη = w, comecemos calculando

dη = dF ∧ Ω− F̃ dE ∧ Ω− E dF̃ ∧ Ω− de ∧ dy ∧ π∗σ + e dy ∧ d(π∗σ).

Analisaremos cada um destes termos separadamente. Como dxj ∧ Ω = 0, o 1o termo �ca

dF ∧ Ω =
(
∂F

∂y
dy +

∂F

∂xj
dxj

)
∧ Ω

= f dy ∧ Ω

= w.

Para o 2o termo nós temos que

−F̃ dE ∧ Ω = −F̃ ∂E
∂y

dy ∧ Ω = −F̃ e dy ∧ Ω.
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Desde que
∂F̃

∂y
= 0, o 3o termo reduz para

−E dF̃ ∧ Ω = −E ∂F̃

∂xj
dxj ∧ Ω = 0.

O 4o termo também é igual a zero pois de ∧ dy = ϕ′(y)dy ∧ dy = 0. Por �m, para o 5o termo,

nós observamos que π∗i∗F̃ = F̃ pois F̃ é independente de y e π∗i∗Ω = Ω por um calculo direto e

portanto π∗Σ = F̃Ω. Deste modo

e dy ∧ d(π∗σ) = e dy ∧ π∗dσ

= e dy ∧ π∗Σ

= F̃ e dy ∧ Ω,

que cancela com o 2o termo. Logo dη = w.

Finalizando esta seção, enunciaremos um teorema (Mayer-Vietoris) que pode ser usado para

calcular os grupos de de Rham de diversos espaços, expressando como uniões de subconjuntos

abertos com cohomologia simples.

Dados i : A→ B e j : B → C homomor�smo de grupos, diremos que uma seqüência A
i−→ B

j−→

C é exata se Im(i) = ker(j).

Considere M uma superfície e U, V subconjuntos abertos de M tal que U ∪ V = M . Temos o

seguinte diagrama de inclusões:

U
k // M

U ∩ V

i

OO

j
// V

l

OO (2.4)

o qual as aplicações pull-back induzem o seguinte diagrama sobre as formas diferenciais:

Ωp(U) i∗ // Ωp(U ∩ V )

Ωp(M)

k∗

OO

l∗
// Ωp(V )

j∗

OO
(2.5)

Claro que também existe um diagrama análogo a (2.5) para os grupos de cohomologia de de

Rham.
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De�na as aplicações (k∗×l∗) : Ωp(M) → Ωp(U)×Ωp(V ) e (i∗−j∗) : Ωp(U)×Ωp(V ) → Ωp(U∩V )

por

(k∗ × l∗)(ω) = (k∗ω, l∗ω),

(i∗ − j∗)(ω, η) = i∗ω − j∗η.

Teorema 2.3.4 (Mayer-Vietoris). Seja M uma superfície e U, V subconjuntos abertos de M tais

que U ∪ V = M . Para cada p, existe um operador linear δ : Hp
dR(U ∩ V ) → Hp+1

dR (M) tal que a

seguinte seqüência é exata:

· · · δ−→ Hp
dR(M) k∗× l∗−−−−→ Hp

dR(U)×Hp
dR(V )

i∗−j∗−−−−→ Hp
dR(U ∩ V ) δ−→ Hp+1

dR (M) k∗× l∗−−−−→ · · · (2.6)

Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [8]. A seqüência (2.6) é chamada se-

qüência Mayer-Vietoris para a cobertura aberta {U, V }.

Usaremos este fato para calcular os grupos de cohomologia de de Rham da esfera.

Exemplo 2.3.2. Grupos de de Rham de Sn, n ≥ 1.

Vamos veri�car que para n ≥ 1,

Hp
dR(Sn) ∼=

 R, se p = 0 ou p = n

0, se 0 < p < n.
(2.7)

Seja N e S o pólo norte e o pólo sul de Sn, respectivamente, e considere U = Sn r {S} e

V = Snr{N}. Pela projeção estereográ�ca, sabemos que U e V são difeomorfos ao Rn, e portanto

U ∩ V é difeomorfo a Rn r {0}.

Parte da seqüência de Mayer-Vietoris para {U, V } é

Hp−1
dR (U)×Hp−1

dR (V ) −→ Hp−1
dR (U ∩ V ) −→ Hp

dR(Sn) −→ Hp
dR(U)×Hp

dR(V ).

Desde que U e V são difemorfos a Rn então, pelo exemplo 2.3.1, Hp
dR(U) = Hp

dR(V ) = 0 para

p > 1. Daí, Hp
dR(Sn) ∼= Hp−1

dR (U ∩ V ). Visto que U ∩ V é difeomorfo a Rn r {0} e, pelo exemplo

2.2.1, Rn r {0} ' Sn−1 então, para p > 1,

Hp
dR(Sn) ∼= Hp−1

dR (Sn−1). (2.8)

Seguiremos agora por indução sobre n. O caso n = 1 já foi feito no exemplo 2.1.1, assim

suponha que n ≥ 2 e que (2.7) é verdadeira para Sn−1. Sabemos que H0
dR(Sn) ∼= R e pelo Teorema
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2.3.2 temos que H1
dR(Sn) = 0. Para p > 1, juntamos a hipótese de indução e (2.8) e obtemos que

Hp
dR(Sn) ∼= Hp−1

dR (Sn−1) ∼=

 R, se p = n

0, se p < n.

Isto completa nossa veri�cação.
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Capítulo 3

Topologia Simplética

3.1 Álgebra linear simplética

De�nição 3.1.1. Um espaço vetorial simplético é um par (V,w) onde V é um espaço vetorial real

de dimensão �nita e w é uma 2-forma que satisfaz a seguinte propriedade:

1. (não degenerescência) A aplicação F : V → V ∗ dada por F (v) = w(v, ·) é isomor�smo linear

de V sobre o seu dual V ∗. Isto é equivalente a dizer que se w(v, u) = 0 para todo u ∈ V

então v = 0.

Exemplo 3.1.1. Considere em R2n a aplicação w0 de�nida por

w0(u, v) = 〈 J · u, v〉, ∀u, v ∈ R2n

onde

J =

 0n In

−In 0n


2n×2n

,

com 0n e In representando a matriz nula e a matriz identidade de Rn, respectivamente. Observe

que JT = −J e det J 6= 0. Como 〈 Ju, v〉 = 〈u, JT v〉 = −〈u, Jv〉 então w0 é anti-simétrica. Agora,

�xando u ∈ R2n, note que se w0(u, v) = 0 para todo v ∈ R2n então, por propriedade de produto

interno, temos que u = 0. Isto diz que w0 é não degenerada. Logo R2n com a forma w0 é um

espaço simplético. Observe que se denotarmos por z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n então

w0 =
n∑
i=1

dyi ∧ dxi.

57
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De fato, dados u, v ∈ R2n temos que

w0(u, v) = 〈 J · u, v〉

=
n∑
i=1

(viui+n − uivi+n)

=
n∑
i=1

dyi ∧ dxi(u, v).

Este espaço é também chamado �espaço simplético padrão�.

Um conceito fundamental em espaços simpléticos é o de ortogonalidade, o qual é dado a seguir.

Seja (V,w) um espaço simplético. Dados u, v ∈ V dizemos que u é ortogonal a v (no sentido

simplético), e escreveremos u ⊥ v, se w(u, v) = 0. Se E é subespaço vetorial de V , de�namos o

complemento ortogonal simplético por

Ew = {u ∈ V ; w(u, v) = 0, ∀ v ∈ E}

Não é difícil veri�car que Ew é um subespaço vetorial de V .

Observação 3.1.1. Se E ⊂ V então dimEw + dimE = dimV .

De fato, escolhendo uma base e1, . . . , ed em E, o subespaço Ew é o núcleo dos funcionais

linearmente independentes w(ej , ·) em V de modo que dimEw = dimV − dimE.

Observação 3.1.2. E e Ew não são necessariamente subespaços complementares.

Com efeito, observe que todo v ∈ V é ortogonal a si mesmo pois w(v, v) = −w(v, v), ou seja,

w(v, v) = 0. Logo se dimE = 1 então E ⊆ Ew.

Isso nos motiva a seguinte a próxima de�nição.

De�nição 3.1.2. Seja (V,w) um espaço vetorial simplético. Um subespaço E ⊆ V é dito

• simplético se E ∩ Ew = {0};

• isotrópico se E ⊆ Ew;

• coisotrópico se Ew ⊆ E;

• lagrangiano se E = Ew.
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Observação 3.1.3. Um subespaço E ⊆ V é simplético se, e somente se, w restrita ao subespaço

E é, ainda, não degenerada. Com efeito, w|E é não degenerada ⇔ quando w(v, u) = 0 para todo

u ∈ E então v = 0 ⇔ E ∩ Ew = {0}.

O próximo resultado é o análogo simplético do fato de que todo espaço vetorial com produto

interno admite uma base ortonormal.

Proposição 3.1.1. A dimensão de todo espaço simplético (V,w) é par. Se dimV = 2n existe uma

base {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} de V tal que para i, j = 1, 2, . . . , n,

w(ei, ej) = 0

w(fi, fj) = 0

w(fi, ej) =

 1, i = j

0, i 6= j

(3.1)

Demonstração. Comece escolhendo algum vetor e1 6= 0 em V . Como w é não degenerada, podemos

encontrar um vetor u ∈ V tal que w(u, e1) 6= 0. De�na

f1 =
u

w(u, e1)

Conseqüentemente, f1, e1 são linearmente independentes. Considere E = span{e1, f1}1. A�r-

mamos que E ∩ Ew = {0}. Para veri�car este fato, tome v ∈ E ∩ Ew. Como v ∈ E então

existem constantes α, β tais que v = αe1 + βf1. Desde que v ∈ Ew, temos que 0 = w(v, f1) = α

e 0 = w(v, e1) = β. Portanto v = 0, como queríamos. Logo, E é subespaço vetorial simplético de

dimensão 2. Se dimV = 2 então a proposição está provada. Se dimV > 2, repita a argumentação

acima para o complementar do subespaço simplético Ew de V e numa quantidade �nita de passos

encontraremos a base desejada.

De�nição 3.1.3. Sejam (V1, w1) e (V2, w2) espaços vetoriais simpléticos. Uma aplicação linear

T : V1 → V2 é dita simplética se

T ∗w2 = w1 (3.2)

Exemplo 3.1.2. No caso (V1, w1) = (V2, w2) = (R2n, w0), uma matriz A é simplética ⇔

〈 JAu,Av〉 = 〈 Ju, v〉 para todo u, v ∈ R2n. Equivalentemente,

ATJA = J. (3.3)

1span{v1, . . . , vn} representa o espaço gerado pelos vetores v1, . . . , vn.
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A partir de (3.3) obtemos que |detA| = 1. Em particular, matrizes simpléticas em (R2n, w0)

preservam volume.

Observação 3.1.4. Aplicações lineares simpléticas são sempre injetivas.

De fato, seja T : (V1, w1) → (V2, w2) uma aplicação linear simplética. Vamos veri�car que

kerT = {0}. Se v ∈ kerT então T · v = 0. Como T é simplética então

0 = w2(T · v, T · u) = w1(v, u), ∀u ∈ V1.

Desde que w1 é não degenerada obtemos que v = 0. Portanto kerT = {0}.

Proposição 3.1.2. Todo espaço simplético é simplectomorfo a (R2n, w0).

Demonstração. Seja (V,w) um espaço simplético. Seja {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} ⊂ V a base dada

pela Proposição 3.1.1. Dados u, v ∈ V , podemos reescreve-los nesta base como segue

u =
n∑
i=1

xiei + xn+ifi

v =
n∑
i=1

yiei + yn+ifi

com x = (x1, . . . , x2n), y = (y1, . . . , y2n) ∈ R2n. Daí, usando as propriedades da nossa base e a

multi-linearidade da forma w, obtemos que

w(u, v) =
n∑
j=1

xjw(ej ,
∑
i

yiei + yn+ifi) +
n∑
j=1

xn+jw(fj ,
∑
i

yiei + yn+ifi)

=
n∑
i=1

(−xi yn+i + xn+i yi)

= w0(x, y).

Agora, seja {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} ⊂ R2n a base dada pela Proposição 3.1.1. Considere a

aplicação linear T : V → R2n em que T (ei) = ei e T (f i) = fi para todo i = 1, . . . , n. Pelo que

vimos acima, T ∗w0 = w.

3.2 Variedades simpléticas

Nesta seção veremos o conceito de variedade simplética. Claro que nem toda superfície(m-dimensional)

admite uma estrutura simplética pois a existência de um tal estrutura impõe sobre uma superfície



[SEC. 3.2: VARIEDADES SIMPLÉTICAS 61

M certas condições. Por exemplo, uma superfície com uma tal estrutura deve ter dimensão par e

ser orientável.

De�nição 3.2.1. Uma estrutura simplética em uma superfície M é uma 2−forma w em M sat-

isfazendo:

i) dw = 0, ou seja, é fechada;

ii) Para cada x ∈M , w(x) é não degenerada no espaço vetorial tangente TxM .

De�nição 3.2.2. O par (M,w) é chamado variedade simplética.

Exemplo 3.2.1. ConsidereM = R2n com a forma w0, de�nida no exemplo 3.1.1. Já sabemos que

w0 é não degenerada e como w0 é constante, temos que dw0 = 0. Logo (R2n, w0) é uma variedade

simplética.

Decorre da de�nição acima que se (M,w) é uma variedade simplética então, para cada x ∈M ,

(TxM,w(x)) é um espaço vetorial simplético. Em particular, M tem dimensão par.

Uma importante generalização do exemplo 3.2.1 são os �brados cotangentes, como veremos no

próximo exemplo.

Exemplo 3.2.2 (Fibrados Cotangentes). Seja Q uma superfície n-dimensional orientável arbi-

trária. Para cada q ∈ Q, denotaremos por T ∗qQ := (TqQ)∗ o espaço dos funcionais do espaço

tangente TqQ de Q no ponto q. Chamaremos de �brado cotangente o conjunto T ∗Q = {(q, ξ) :

q ∈ Q, ξ ∈ T ∗qQ}. Vamos veri�car que este conjunto é, na verdade, um superfície de dimensão 2n.

Como Q é uma superfície, para cada q ∈ Q, existe uma parametrização φ : U0 ⊂ Rn → U ⊂ Q

com q = φ(x) ∈ U , para algum x ∈ U0. Sabemos que
{
∂φ
∂q1

(x), . . . , ∂φ∂qn (x)
}

constituem uma

base do espaço vetorial tangente TqQ. Denotaremos por {dq1, . . . , dqn} ⊂ T ∗qQ o dual desta base.

Assim, dado ξ ∈ T ∗qQ existem (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn tais que ξ =
n∑
i=1

ξi dqi. Isto nos induz outra

parametrização ψ : U0 × Rn → T ∗Q dada por ψ(x, ξ1, . . . , ξn) = (φ(x),
n∑
i=1

ξi dqi). Algumas vezes

chamaremos estas cartas de coordenadas cotangentes. Isso mostra que T ∗Q é, de fato, uma super-

fície 2n-dimensional. Agora, veremos que todo �brado cotangente possui uma estrutura simplética

canônica. Seja (q1, . . . , qn) ∈ U ⊂ Q coordenadas locais para Q e (q1, . . . , qn, ξ1, . . . , ξn) ∈ T ∗U .

De�na a 2-forma w em T ∗U por

w(q, ξ) =
n∑
i=1

dqi ∧ dξi. (3.4)
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Para veri�car que esta de�nição não depende das coordenadas, considere a 1-forma em T ∗U

α(q, ξ) =
n∑
i=1

ξidqi. (3.5)

Evidentemente, w = −dα. Bem, basta mostrarmos que α não depende das coordenadas. Sejam

(U, q1, . . . , qn, ξ1, . . . , ξn) e (U ′, q′1, . . . , q
′
n, ξ

′
1, . . . , ξ

′
n) duas coordenadas cotangentes com U∩U ′ 6= ∅.

Note que se q ∈ U ∩ U ′ e ξ ∈ T ∗qQ então

ξ =
n∑
i=1

ξidqi =
n∑
i,j

ξi

(
∂qi
∂q′j

)
dq′j =

n∑
j=1

ξ′jdq
′
j

onde ξ′j =
n∑
i=1

ξi

(
∂qi
∂q′j

)
. Pelo que vimos acima, α =

n∑
i=1

ξidqi =
n∑
j=1

ξ′jdq
′
j = α′, o que mostra que

α não depende das coordenadas. �

De�nição 3.2.3. Sejam (M1, τ1) e (M2, τ2) variedades simpléticas. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M1 →M2 é dita simplética se

ϕ∗τ2 = τ1 (3.6)

Observação 3.2.1. Aplicações simpléticas são automaticamente imersões. Basta notar que, para

todo x ∈M1, ϕ′(x) : TxM1 → Tϕ(x)M2 é uma aplicação linear entre espaços vetoriais simpléticos.

Dai, pela Observação 3.1.4, ϕ′(x) é injetiva.

Exemplo 3.2.3. Seja ϕ : (R2n, w0) → (R2n, w0) um difeomor�smo simplético. A partir da

de�nição,

〈 Jϕ′(x) a, ϕ′(x) b〉 = 〈 J a, b〉 ⇐⇒ ϕ′(x)T Jϕ′(x) = J, ∀x ∈ R2n

Daí, |detϕ′(x)| = 1. Portanto, pelo Teorema de mudança de variável, difeomor�smos simpléticos

em (R2n, w0) preservam volume.

3.2.1 Teorema de Darboux

Este teorema foi provado pela 1a vez em 1882 pelo próprio Darboux. A prova que daremos aqui será

seguindo a idéia de J. Moser [12], o qual descobriu uma prova mais elegante para este resultado.

Convém observar que se M é uma superfície n−dimensional e Λ ∈ Ω2(M), r ≤ n, é uma forma

não-degenerada em M então a aplicação

X(M) → Ω1(M)

X 7→ ιXΛ
(3.7)
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é um isomor�smo. De fato, dados X,Y ∈ X(M) e c ∈ R vemos que, usando a linearidade da forma

Λ,

[ιX+cY Λ(x)](·) = Λ(x)(X + cY, ·)

= Λ(x)(X, ·) + cΛ(x)(Y, ·)

= ιXΛ(x)(·) + c ιY Λ(x)(·) ,∀x ∈M

O que prova a linearidade desta aplicação. Para mostrar que é isomor�smo, veri�caremos que o

seu núcleo contém apenas o campo nulo. Ora, se X ∈ X(M) é tal que ιXΛ(x) = 0, ∀x ∈M, então

Λ(x)(X, ·) = 0. Como Λ é não-degenerada temos que X = 0. No caso em que Λ é forma de volume

em M obtemos um isomor�smo entre X(M) e Ωr−1(M).

Teorema 3.2.1 (Darboux). Suponha que w é uma 2−forma não degenerada em uma superfície

M de dimensão 2n. Se dw = 0 então para cada p ∈ M existem coordenadas (U,ϕ) onde ϕ :

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n → q ∈ U ⊂M satisfaz ϕ(0) = p e

ϕ∗w = w0 =
n∑
i=1

dyi ∧ dxi.

Demonstração. Inicialmente, como w é uma aplicação bilinear não-degenerada e anti-simétrica,

podemos escolher alguma coordenada local tal que w é uma 2−forma em R2n dependente em

z ∈ R2n e que p corresponde a z = 0. Pela Observação 3.1.2 temos que

w(0) = w0 =
n∑
i=1

dyi ∧ dxi

em z = 0. Agora, nosso objetivo é encontrar um difeomor�smo ϕ numa vizinhança de 0 deixando

a origem �xa e que satisfaz

ϕ∗w = w0.

Resolveremos esta equação por argumentação de deformação. Vamos interpolar w e w0 por uma

família wt de formas de�nidas por

wt = w0 + t(w − w0), 0 ≤ t ≤ 1,

tal que wt = w0 para t = 0 e w1 = w, e olhemos para a família ϕt de difeomor�smos satisfazendo

ϕ0 = id e

(ϕt)∗wt = w0, 0 ≤ t ≤ 1. (3.8)
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Observe que a equação (3.8) para t = 1 é a solução do nosso problema. Para encontrar ϕt nós

construiremos um campo de vetores t−dependentes Xt gerando ϕt como seu �uxo. Diferenciando

(3.8) e usando a Observação (1.2.3), obtemos que tal campo de vetores Xt terá que satisfazer a

identidade:

0 =
d

dt
(ϕt)∗wt = (ϕt)∗

(
£Xtwt +

d

dt
wt

)
(3.9)

Note que dwt = d(w0 + t(w − w0)) = 0, isto é, dwt são formas fechadas. Usando a formula de

Cartan em (3.9) encontramos

0 = (ϕt)∗(d(ιXtwt) + w − w0).

Como w − w0 é uma 2−forma fechada, pelo Lema 2.3.1, existe uma 1−forma λ que localmente

satisfaz

w − w0 = dλ e λ(0) = 0.

Portanto, basta que o campo Xt satisfaça a seguinte equação:

ιXtwt + λ = 0. (3.10)

Já que wt(0) = w0 então as 2−formas wt são não-degeneradas, para cada t ∈ [0, 1], numa

vizinhança de 0. Isto implica que a aplicação, para cada t ∈ [0, 1],

X(M) → Ω1(M)

X 7→ ιXwt

é isomor�smo, e portanto existe um único campo de vetores Xt tal que

ιXtwt = −λ (3.11)

o qual é solução de (3.10). Como nós normalizamos λ(0) = 0 e pelo fato de wt ser não-degenerada,

temos que Xt(0) = 0. Então há uma vizinhança de 0 na qual o �uxo ϕt de Xt existe para todo

0 ≤ t ≤ 1 e ainda satisfaz ϕ0(0) = id e ϕt(0) = 0. Por construção, estes difeomor�smos satisfazem

a equação
d

dt
((ϕt)∗)wt = 0, 0 ≤ t ≤ 1.

Portanto (ϕt)∗wt = (ϕ0)∗w0 = w0 para todo 0 ≤ t ≤ 1, como nós queríamos provar.
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Observação 3.2.2. As coordenadas locais (U,ϕ) dadas pelo teorema anterior são chamadas �co-

ordenadas simpléticas�.

Corolário 3.2.1. Toda variedade simplética é orientável.

Demonstração. Seja (M,Ω) uma variedade simplética. Pelo Teorema 3.2.1, temos que existem

coordenadas locais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

Ω =
n∑
i=1

dyi ∧ dxi

De�na a 2n−forma

Λ =
(−1)

n(n−1)
2

n!
Ω ∧ . . . ∧ Ω︸ ︷︷ ︸
n−vezes

(3.12)

Pela expressão de Ω em coordenadas, a�rmamos que, em coordenadas locais,

Λ = dy1 ∧ . . . ∧ yn ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn. (3.13)

Veri�caremos isso por indução sobre n. Para n = 1 temos diretamente que Λ = dy1 ∧ dx1.

Assume que (3.13) seja válida para n. Denote por w0 =
n∑
i=1

dyi ∧ dxi. Então, para n + 1,

Ω = w0 + dyn+1 ∧ dxn+1. Note que

Ω ∧ Ω = (w0 + dyn+1 ∧ dxn+1) ∧ (w0 + dyn+1 ∧ dxn+1)

= w0 ∧ w0 + 2 · w0 ∧ dyn+1 ∧ dxn+1.

Repetindo este processo, obteremos

Ω ∧ . . . ∧ Ω︸ ︷︷ ︸
n+1−vezes

= w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸
n+1−vezes

+(n+ 1) · w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸
n−vezes

∧ dyn+1 ∧ dxn+1. (3.14)
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Assim, juntando (3.12) e (3.14) com a hipótese de indução, vemos que

Λ =
(−1)

n(n+1)
2

(n+ 1)!

w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸
n+1−vezes

+(n+ 1) · w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸
n−vezes

∧ dyn+1 ∧ dxn+1


=

(−1)n

n+ 1

 (−1)
n(n−1)

2

(n)!
w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸

n−vezes

 ∧ w0

+
(−1)n

n+ 1

 (−1)
n(n−1)

2

(n)!
(n+ 1)w0 ∧ . . . ∧ w0︸ ︷︷ ︸

n−vezes

 ∧ dyn+1 ∧ dxn+1

=
(−1)n

n+ 1
dy1 ∧ . . . ∧ yn ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ w0

+ (−1)ndy1 ∧ . . . ∧ yn ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn+1 ∧ dxn+1

= dy1 ∧ . . . ∧ yn ∧ dyn+1 ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dxn+1.

Logo, de�nimos uma forma de volume sobre M . Portanto, pela Proposição 1.3.1, M é orientável.

Corolário 3.2.2. A mudança de coordenadas numa variedade simplética preserva a forma.

Demonstração. De fato, considere (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2) cartas coordenadas numa variedade sim-

plética (M,w), com U1 ∩ U2 6= ∅, tal que o Teorema de Darboux é válido, ou seja,

ϕ∗jw = w0, j = 1, 2.

Portanto

(ϕ−1
2 ◦ ϕ1)

∗
w0 = (ϕ∗1) ◦ (ϕ−1

2 )∗w0

= (ϕ∗1)w

= w0.

De�nição 3.2.4. Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensão 2n. Chamaremos de forma

de volume simplético a forma de volume wn. De�niremos o volume simplético como o volume dado

pela forma de volume simplético, ou seja, para todo A ⊂M aberto,

volw(A) :=
∫
A

wn. (3.15)
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Devemos pontuar que difeomor�smos simpléticos preservam o volume simplético. De fato,

sejam (M1, w1) e (M2, w2) variedades simpléticas e ϕ : M1 →M2 difeomor�smo simplético. Pelas

propriedades de pull-back, segue que

ϕ∗(w2)n = ϕ∗(w2 ∧ . . . ∧ w2)

= ϕ∗(w2) ∧ . . . ∧ ϕ∗(w2)

= w1 ∧ . . . ∧ w1

= (w1)n.

Portanto, por (1.27), volw1(A) = volw2(ϕ(A)) para todo A ⊂M aberto.

3.2.2 Teorema de Moser

Já vimos na seção 1.4 que se M é uma superfície orientável e ϕ : M → M um difeomor�smo que

preserva a orientação e ϕ∗w2 = w1, onde w1 e w2 são formas de volume em M , então
∫
M

w1 =∫
M

w2.

O nosso propósito é prover, com mais alguma hipótese, a recíproca deste fato.

Teorema 3.2.2 (Moser). Seja M uma superfície m-dimensional, compacta, conexa, orientável.

Se Λ0 e Λ1 são duas formas de volume tais que∫
M

Λ0 =
∫
M

Λ1 (3.16)

então existe um difeomor�smo ϕ de M satisfazendo

ϕ∗Λ1 = Λ0.

Demonstração. Considere a família Λt de formas de�nidas por

Λt = tΛ0 + (1− t)Λ1. (3.17)

Para construir o difeomor�smo ϕ, de�niremos uma família ϕt de difeomor�smos deM de modo

que ϕ0 = id e

(ϕt)∗Λt = Λ0. (3.18)

Como Λ0 6= 0 e Λ1 6= 0 então, para cada t, Λt 6= 0. Visto que Λ0 e Λ1 têm a mesma integral

sobre M então, pelo Teorema 2.3.3, existe (m− 1)-forma λ em M tal que

Λ1 = Λ0 + dλ.
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Conseqüentemente,

Λt = Λ1 + tdλ. (3.19)

Por esta expressão, vemos que dΛt = 0. Como M é compacta, podemos de�nir ϕt através do

campo de vetores Xt que o gera, ou seja,

d

dt
ϕt = Xt ◦ ϕt.

Uma condição necessária e su�ciente para que estes difeomor�smos satisfaçam (3.18) é que cumpram

a igualdade

0 =
d

dt

((
ϕt
)∗ Λt

)
=
(
ϕt
)∗( d

dt
Λt + £XtΛt

)
. (3.20)

Daí, podemos usar a formula de Cartan para obter que
d

dt
Λt + dιXtΛt = d(ιXtΛt + λ). Assim, a

expressão em (3.20) se torna

0 = (ϕt)∗(d(ιXtΛt + λ)). (3.21)

Portanto, basta que os campos Xt satisfaçam

ιXtΛt + λ = 0. (3.22)

Desde que Λt é forma de volume, para cada t, a aplicação

X(M) → Ωm−1(M)

X 7→ ιXΛt

é isomor�smo. Então, para cada t, (3.22) tem solução única. Por construção, (ϕt)∗Λt = Λ0 e

ϕ = ϕ1 é o difeomor�smo desejado.

3.2.3 Algumas obstruções

Já vimos que a existência de uma estrutura simplética numa superfície torna obrigatório que tal

superfície seja orientável e tenha dimensão par. É natural perguntarmos se uma superfície M

satisfazendo tais condições sempre admite alguma estrutura simplética. A resposta em geral é não.

Descreveremos nessa seção uma simples obstrução na cohomologia (de de Rham) de M .

Proposição 3.2.1. Seja M uma superfície compacta de dimensão 2n. Se M admite alguma

estrutura simplética, então existe um elemento a ∈ H2
dR(M) tal que an 6= 0.



[SEC. 3.2: VARIEDADES SIMPLÉTICAS 69

Demonstração. Se w ∈ Ω2(M) é estrutura simplética, seja a = [w] ∈ H2
dR(M). Vimos no Corolário

3.2.1 que wn ∈ Ω2n(M) é uma forma de volume, e portanto∫
M

wn 6= 0.

Por outro lado, se an = 0 então wn é exata, ou seja, existe uma 1-forma θ tal que wn = dθ. Pelo

Teorema de Stokes, temos ∫
M

wn =
∫
M

dθ =
∫
∂M

θ = 0,

o que não é possível. Portanto an 6= 0.

É imediato desta proposição que S2n, n > 1, não possui estrutura simplética pois como vimos

no exemplo 2.3.2, H2
dR(S2n) = 0 para n > 1.

3.2.4 Funções geradoras

Nesta seção, veremos que toda aplicação simplética pode ser localmente representada em termos

de uma função escalar, também chamada de função geradora.

Comecemos com aplicações de�nidas em (R2n, w0) pois pelo Teorema de Darboux toda var-

iedade simplética, localmente, pode ser vista assim.

Consideremos uma aplicação simplética ϕ : (η, ξ) 7→ (x, y) em (R2n, w0) representada por x = a(η, ξ)

y = b(η, ξ)
(3.23)

em que a, b são funções suaves em R2n. Vamos assumir que

det(aξ) 6= 0. (3.24)

Então, pelo Teorema da Função Implícita, existe uma função α tal que, localmente,

ξ = α(η, x)

Inserindo esta solução na 2a equação de (3.23), nós encontramos a seguinte representação equiva-

lente para a aplicação ϕ:  ξ = α(η, x)

y = β(η, x),
(3.25)
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onde β(η, x) = b(η, α(η, x)). Ademais, diferenciando a 1o igualdade de (3.23) com relação a x,

obteremos que

det(aξ) · det(αx) = 1. (3.26)

A vantagem de arrastarmos as variáveis para esta maneira aparentemente desagradável é que a

condição para ϕ ser simplética é mais fácil expressar em termos de α e β que em termos de a e b.

Proposição 3.2.2. Toda aplicação simplética ϕ como em (3.23) satisfazendo (3.24) pode ser

localmente representada na forma implícita
ξ =

∂S

∂η
(η, x)

y =
∂S

∂x
(η, x),

(3.27)

para alguma função suave S com det
(
∂2S

∂x∂η

)
6= 0.

Demonstração. Comecemos por considerar, em R4n, a 1−forma

σ(η, ξ, x, y) =
n∑
j=1

yjdxj + ξjdηj .

Pelo que vimos acima, (3.24) ⇒ (3.25). Sejam f1, f2 : R2n → R4n aplicações de�nidas por

f1(η, x) = (η, α(η, x), x, β(η, x))

f2(η, ξ) = (η, ξ, a(η, ξ), b(η, ξ)).

Como a condição (3.24) implica (3.26), podemos de�nir um difeomor�smo local F : R2n → R4n

por

F (η, x) = (η, α(η, x)).

Daí, segue que f1 = f2 ◦ F . Não é difícil veri�car que (f∗2 dσ) = ϕ∗w0 −w0. De fato, considerando

a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn) temos

[(f∗2 dσ)(η, ξ)] · (u, v) = dσ(f2(η, ξ)) · (f ′2(η, ξ) · u, f ′2(η, ξ) · v)

=
n∑
j=1

(dbj ∧ daj) (a′(η, ξ) · u, b′(η, ξ) · v)− (dnj ∧ dξj)(u, v)

= [(ϕ∗w0 − w0)(η, ξ)] · (u, v)
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para todo (η, ξ) ∈ R2n e (u, v) ∈ R4n. Conseqüentemente,

d(f∗1σ) = f∗1 (dσ)

= F ∗(f∗2 dσ)

= F ∗(ϕ∗w0 − w0).

Deste modo, se ϕ é simplética então f∗1σ é fechada. Logo, pelo Lema 2.3.1, existe uma função S

tal que, localmente,

f∗1σ(η, x) =
n∑
j=1

βj(η, x)dxj + αj(η, x)dnj

= dS(η, x) =
n∑
j=1

∂w

∂xj
(η, x)dxj +

∂w

∂ηj
(η, x)dηj .

Por construção, det
(
∂2S

∂x∂η
(η, x)

)
= det

(
∂α

∂x
(η, x)

)
6= 0, como queríamos.

Observação 3.2.3. Se S é uma função suave satisfazendo (3.27) então uma aplicação tal como

(3.23) é simplética.

Com efeito, seja S = S(η, x) qualquer função suave satisfazendo (3.27). Como

dS(η, x) =
n∑
j=1

∂w

∂xj
(η, x)dxj +

∂w

∂ηj
(η, x)dηj

=
n∑
j=1

yjdxj + ξjdηj

temos que

0 = ddS =
n∑
j=1

dyj ∧ dxj − dηj ∧ dξj .

Tomando uma aplicação ϕ tal como (3.23), teremos conseqüentemente que

ϕ∗w0 − w0 =
n∑
j=1

dbj ∧ daj − dηj ∧ dξj .

=
n∑
j=1

dyj ∧ dxj − dηj ∧ dξj

= 0,

ou seja, ϕ é simplética.
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Exemplo 3.2.4. Considere ϕ = idR2n , ou seja, ϕ(x, y) = (x, y) com (x, y) ∈ R2n. Esta aplicação

naturalmente preserva a 2-forma w0. Seja S : R2n → R dada por S(x, y) = 〈x, y〉. Calculando

suas derivadas parciais temos que
∂

∂x
S(x, y) = y e

∂

∂y
S(x, y) = x e det

(
∂2S

∂x∂y
(x, y)

)
= 1. Logo

S é uma função geradora de ϕ.

Exemplo 3.2.5. Seja S : R2n → R dada por S(η, x) = −‖η − x‖2

2
. Como

∂S

∂ηi
(η, x) = xi − ηi e

∂S

∂xi
(η, x) = ηi− xi segue que det

(
∂2S

∂η∂x
(η, x)

)
= 1. Pela proposição anterior, podemos construir

uma aplicação ϕ : (η, ξ) 7→ (x, y), em (R2n, w0), simplética, bastando que

ξi =
∂S

∂ηi
(η, x) = xi − ηi

yi =
∂S

∂xi
(η, x) = ηi − xi

Explicitamente, ϕ(η, ξ) = (η + ξ,−ξ).

Passemos para a um caso mais geral, ou seja, consideraremos aplicações simpléticas f : (M,σ) →

(N, τ) entre variedades simpléticas arbitrárias e procuraremos, localmente, expressar f em termos

de alguma função S. Antes disso, precisamos de mais um par de de�nições.

De�nição 3.2.5. Seja (M,w) uma variedade simplética e ψ : M → R uma aplicação de classe

Cr, r ≥ 1. De�na o campo de vetores associado a ψ, Xψ, por

w(Xψ(x), ·) = −dψ(x) ∀x ∈M. (3.28)

Os campos que satisfazem (3.28) são chamados de campos Hamiltonianos e o �uxo associado a

este campo é chamado de �uxo Hamiltoniano.

Um caso particular, e bem interessante, é quando consideramos na de�nição acima a variedade

simplética (R2n, w0). Neste caso, a condição (3.28) é equivalente a 〈 J Xψ(x), ·〉 = −〈∇ψ(x), ·〉.

Como J2 = −I2n, estes campos �cam explicitamente determinados, a saber:

Xψ(x) = J∇ψ(x), x ∈ R2n. (3.29)

Uma propriedade interessante dos �uxos Hamiltonianos são que eles preservam as estruturas

simpléticas, ou seja, se φt é um �uxo associado a um campo Hamiltoniano então (φt)∗ w = w para

toda estrutura simplética w.
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Para veri�car este fato, pelo Corolário 1.2.1, basta mostrarmos que se Xψ é um campo Hamil-

toniano tendo φt como seu �uxo então £Xψw = 0. Ora, usando a fórmula de Cartan vemos

que

£Xψw = d (ιXψw) + ιXψ ( dw).

Como dw = 0 e d (ιXψw) = −d(dψ) = 0, nós obtemos £Xψw = 0.

De�nição 3.2.6 (Colchete de Poisson). Seja (M,w) variedade simplética. O colchete de Poisson

de duas funções diferenciáveis F,G : M → R é a aplicação de�nida por

{F,G} := −w(XF , XG), (3.30)

onde XF , XG são os campos Hamiltonianos associados a F e G, respectivamente.

Claramente, {F,G} = −{G,F}. Desde que w(XF , ·) = −dF , nós temos

{F,G} = dF (XG) = −dG(XF ). (3.31)

Lema 3.2.1. Seja (R2n, w0) o espaço simplético padrão e gi, 1 ≤ i ≤ m < n, m funções de�nidas

numa vizinhança de 0 ∈ R2n e satisfazendo as seguintes condições:

1. {gi, gj}(0) = 0, para 1 ≤ i, j ≤ m;

2. {dg1(0), . . . , dgm(0)} formam um conjunto linearmente independente.

Então existe uma base simplética {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} tal que dgj(0) = dfj para 1 ≤ j ≤ m.

Demonstração. Considere Xgi , 1 ≤ i ≤ m, o campo Hamiltoniano associado a gi, ou seja,

Xgi =
(
∂gi
∂y1

, . . . ,
∂gi
∂yn

,− ∂gi
∂x1

, . . . ,− ∂gi
∂xn

)
.

Como {dg1(0), . . . , dgm(0)} é um conjunto linearmente independente então se
n∑
i=1

αidgi(0) = 0

temos α1 = · · · = αn = 0. Em outras palavras, denotando

zi =

 xi , se 1 ≤ i ≤ n

yi , se n+ 1 ≤ i ≤ 2n

se
2n∑
i=1

λi
∂gl
∂zi

(0) = 0 então cada λi = 0. Daí, segue que {Xg1(0), . . . , Xgm(0)} é um conjunto de

vetores linearmente independentes. A condição (1) é o mesmo que

−w0(Xgi(0), Xgj (0)) = 0
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para todo 1 ≤ i, j ≤ m. Tome ei = Xgi(0), 1 ≤ i ≤ m. Podemos completar {e1, . . . , em} para uma

base simplética {e1, . . . , en, f1, . . . , fn}. Portanto,

dgj(0) · fi = −w0(Xgj (0), fi)

= w0(fi, Xgj (0))

= w0(fi, ej)

= δij

= dfj(fi),

para todo 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Observação 3.2.4. Se a aplicação g : R2n → Rn tem por funções coordenadas g1, . . . , gn como

no lema acima, então podemos escolher coordenadas simpléticas tal que det(Dyg(x, y)) 6= 0 numa

vizinhança de 0 ∈ R2n. Em particular, Dyg(x, y) é um isomor�smo numa vizinhança de 0 ∈ R2n.

De fato, escolhendo a base simplética {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} dada pelo lema acima, temos que

dgi(0) = dfi, i = 1, . . . , n. Como

dgi(0) · fj =
n∑
l=1

∂gi
∂yl

(0) dfl(fj) =
∂gi
∂yj

(0),

segue que
∂gi
∂yj

(0) = δij . Portanto det(Dyg(0)) 6= 0. Por continuidade, det(Dyg(x, y)) 6= 0 numa

vizinhança de 0 ∈ R2n.

Teorema 3.2.3. Sejam (M,σ) e (N, τ) variedades simpléticas tais que dimM = dimN = 2n.

Se f : M → N é uma aplicação simplética de classe Ck, k ≥ 1, então para todo m ∈ M existem

cartas simpléticas (U, φ) em M e (V, ψ) em N com m ∈ U , f(m) ∈ V e f(U) ⊂ V tal que para a

representação F de f , F := ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Ck(φ(U), ψ(V )) dada por

F (x, y) = (ξ, η) (3.32)

nós temos 
ξ =

∂S

∂η
(x, η)

y =
∂S

∂x
(x, η)

(3.33)

com S ∈ Ck+1(W ), para algumW ⊂ R2n, satisfazendo det
(
∂2S

∂x∂η
(x, η)

)
6= 0 para todo (x, η) ∈W.
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Demonstração. Seja f ∈ Ck(M,N), k ≥ 1, simplética. Dado m ∈ M , pelo teorema de Darboux,

podemos escolher cartas simpléticas (U, φ) e (V, ψ) com m ∈ U , f(m) ∈ V , f(U) ⊂ V , φ(m) = 0 e

ψ(f(m)) = 0. De�na F = ψ ◦ f ◦ φ−1. Daí F (0) = 0. Escreveremos F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)) =

(ξ, η) com u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) e (x, y) ∈ φ(U) ⊆ R2n. Considere as 1−formas

θ1(x, y) =
∑
i

xi dyi ,

θ2(ξ, η) =
∑
i

ξi dηi.

Desde que f é simplética e pela escolha das cartas, temos que F ∗(dθ2) = dθ1. Como

F ′(z) =



∂u1

∂x1
(z)

∂u1

∂x2
(z) · · · ∂u1

∂xn
(z)

∂u1

∂y1
(z) · · · ∂u1

∂yn
(z)

...
...

...
...

...
...

...
∂un
∂x1

(z)
∂un
∂x2

(z) · · · ∂un
∂xn

(z)
∂un
∂y1

(z) · · · ∂un
∂yn

(z)

∂v1
∂x1

(z)
∂v1
∂x2

(z) · · · ∂v1
∂xn

(z)
∂v1
∂y1

(z) · · · ∂v1
∂yn

(z)

...
...

...
...

...
...

...
∂vn
∂x1

(z)
∂vn
∂x2

(z) · · · ∂vn
∂xn

(z)
∂vn
∂y1

(z) · · · ∂vn
∂yn

(z)


temos que

duk(F ′(z) ·Xvi) =
∑
l

(
∂uk
∂xl

· ∂vi
∂yl

− ∂uk
∂yl

· ∂vi
∂xl

)
dvk(F ′(z) ·Xvi) = 0

para todo 1 ≤ i, k ≤ n. Isto diz que

det

 duk(F ′(z) ·Xvi) duk(F ′(z) ·Xvj )

dvk(F ′(z) ·Xvi) dvk(F ′(z) ·Xvj )

 = 0

para todo 1 ≤ i, j, k ≤ n. Logo,

{vi, vj}(z) = dθ1(z) · (Xvi , Xvj )

= [(F ∗dθ2)(z)] · (Xvi , Xvj )

=
∑
k

det

 duk(F ′(z) ·Xvi) duk(F ′(z) ·Xvj )

dvk(F ′(z) ·Xvi) dvk(F ′(z) ·Xvj )


= 0,
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para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Visto que v1, . . . , vn são linearmente independentes então pela Observação 3.2.4 podemos en-

contrar uma transformação simplética tal que Dyv(x, y) é um isomor�smo numa vizinhança de 0.

Assim, pelo Teorema da função implícita, existe uma única aplicação b ∈ Ck, com b(0) = 0 tal que

y = b(x, η) satisfazendo η = v(x, y). Vamos, agora, de�nir a ∈ Ck por meio de ξ = u(x, b(x, η)) :=

a(x, η).

Resta de�nir S ∈ Ck+1 tal que a =
∂S

∂η
e b =

∂S

∂x
. Para isso, considere as aplicações locais

σ1 : (x, η) 7→ (x, b(x, η)) e σ2 : (x, η) 7→ (a(x, η), η). Evidentemente que σ1(0) = 0 e σ2(0) = 0.

Para o que segue é necessário mostrar que σ1 é um difeomor�smo local. De fato, como v(x, y) =

v(x, b(x, η)) = η podemos derivar em relação a η e obter que Dyv ◦ Dηb = I. Isto implica que

det(Dηb) 6= 0. Por outro lado,

det(σ′1) = det

 I 0

Dxb Dηb


= det(Dηb)

6= 0.

Daí, pelo teorema da aplicação inversa, temos que σ1 é um difeomor�smo local.

Agora, como podemos escrever F = σ2 ◦ σ−1
1 , no domínio adequado, obtemos que σ2 é um

difeomor�smo local. Vamos mostrar que a 1−forma λ = adη + bdx é fechada. Denotando por

θ3(x, y) =
∑
i

yidxi, podemos escrever λ = σ∗2θ2 + σ∗1θ3. Segue que
(
σ−1

1

)∗
λ = F ∗θ2 + θ3. Desta

maneira
(
σ−1

1

)∗
dλ = F ∗dθ2 + dθ3 = F ∗dθ2 − dθ1. Como F é simplética temos que (σ−1

1 )∗dλ = 0

e portanto dλ = 0.

Como toda forma fechada é localmente exata, existe uma abertoW e uma função S ∈ Ck+1(W )

tal que a =
∂S

∂η
e b =

∂S

∂x
em W . Por construção,

∂2S

∂η∂x
(x, η) =

∂b

∂η
(x, η) 6= 0 para (x, η) ∈W .

Observação 3.2.5. A recíproca do Teorema 3.2.3 é válida, ou seja, se S é uma função satisfazendo

(3.33) então a aplicação f é simplética.

De fato, seja F a representação local de f como (3.32) e S uma função que satisfaz (3.33).

Podemos escrever F = σ2 ◦ σ−1
1 onde σ1(x, η) = (x,DxS(x, η)) e σ2(x, η) = (DηS(x, η), η) são

difeomor�smos locais. Denotando por θ3 =
∑
k

ykdxk, segue que dS = (σ2)∗θ2 + (σ1)∗θ3. Como
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dθ3 = −dθ1 então

F ∗(dθ2)− dθ1 = (σ−1
1 )∗(d(σ∗2θ2 + (σ1)∗dθ3))

= (σ−1
1 )∗ddS = 0.

Em particular, f é simplética.

Observação 3.2.6. Uma função S satisfazendo (3.33), com det
(
∂2S

∂x∂η

)
6= 0, será chamada

�função geradora local� de f e representaremos isso por F := E(S).
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Capítulo 4

Aproximações de funções

Finalmente chegamos ao objetivo deste trabalho. Neste capítulo abordaremos dois tipos de aprox-

imações ou suavizações de funções. O primeiro deles, já bem conhecido, é o que chamamos de

suavização padrão. Infelizmente, neste método não conseguimos garantir que a função aproximada

preserva volume . No entanto, nem tudo está perdido. Na seção 4.2 veremos que podemos resolver

este problema usando técnicas com funções geradoras.

4.1 Suavização padrão

Nesta seção temos por objetivo provar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. SejaM uma superfície compacta. O subconjunto C∞(M,Rs) é denso em Cp(M,Rs),

p ≥ 1.

Dadas duas funções h1, h2 : U ⊂ Rn → R integráveis, de�niremos a convolução de h1 com h2

como uma aplicação h1 ∗ h2 : U ⊂ Rn → R dada por

h1 ∗ h2(u) =
∫
U

h1(v)h2(u+ v)dv. (4.1)

Para provar o Teorema 4.1.1, comecemos provando o seguinte lema.

Lema 4.1.1. Seja U ⊂ Rm aberto e f : U → Rs uma aplicação de classe Cp, p ≥ 1. Considere

K ⊂ U compacto. Dado ε > 0, existe uma aplicação de classe C∞ g : Rm → Rs tal que ‖f−g‖Cp <

ε em K.

79
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Demonstração. Considere ϕ : Rm → Rs uma função de classe C∞, com suporte em U , e que vale

1 em K e igual a zero fora de uma vizinhança de K contida em U . De�na h : U ⊂ Rm → Rs por

h = ϕ · f . Note que h = f em K e h = 0 fora de U . Como K é compacto e h é de classe Cp(K),

temos que, para todo 1 ≤ j ≤ p, djh : K → L(Rm,Rs) é uniformemente contínua, ou seja, dado

ε > 0 existe δ > 0 tal que

sup{‖djh(u+ v)− djh(u)‖ : u ∈ K, |v| < δ} < ε. (4.2)

Seja ϕδ : Rm → R, de classe C∞, tal que ϕδ(v) = 0 se |v| ≥ δ e
∫
ϕδdv = 1. Tome g : Rm → Rs

dada por g := ϕδ ∗ h. Note que com uma simples mudança de variável obtemos que g(u) =∫
ϕδ(z − u)h(z)dz. Então, diferenciando em relação a u,

djg(u) =
∫
ϕδ(v)djh(u+ v)dv (4.3)

= (−1)j
∫
djϕδ(z − u)h(z)dz. (4.4)

Daí, pela igualdade (4.4) temos que g é C∞. Por outro lado, pela igualdade (4.3),

‖djg(u)− djh(u)‖ =
∥∥∥∥∫ [ϕδ(v)djh(u+ v)− ϕδ(v)djh(u)]dv

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ ϕδ(v)[djh(u+ v)− djh(u)]dv
∥∥∥∥

<

∥∥∥∥∫ ϕδ(v)εdv
∥∥∥∥ = ε,

para todo u ∈ K, ‖v‖ < δ e 0 ≤ j ≤ p.

Agora, considere {V1, . . . , Vn} uma cobertura para K. Sejam {(Ui, φi)} coordenadas locais tais

que cada Vi ⊂ Ui ⊂ U e φi(Ui) = B(2), φi(Vi) = B(1). Denote por f i = f ◦ φ−1
i e gi = g ◦ φ−1

i .

Pelo que vimos acima, dado ε > 0 podemos supor que, em K, ‖djf(v)−djg(v)‖ < ε

max
i
{‖φ−1

i ‖Cp}
para todo 0 ≤ j ≤ p.

Deste modo,

‖djf i(u)− djgi(u)‖ ≤ ‖djf(φ−1
i (u))− djg(φ−1

i (u))‖ ‖djφ−1
i (u)‖

<
ε

max
i
{‖φ−1

i ‖Cp}
‖djφ−1

i (u)‖ < ε.

Logo, a função g satisfaz a condição desejada.

Demonstração do Teorema 4.1.1
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Sejam {(Ui, φi)}, i = 1, . . . , n cartas locais com φi(Ui) = B(2) e M ⊂
⋃
i

Vi onde Vi =

φ−1
i (B(1)). Tomemos uma partição da unidade {ϕi : M → R} de classe C∞ estritamente sub-

ordinada a cobertura {Vi}. Sejam f ∈ Cp(M,Rs) e ε > 0. Denote por f i = f ◦ φ−1
i . Pelo

Lema 4.1.1, dado δ > 0 existe gi : Rm → Rs, C∞, tal que ‖f i − gi‖Cp < δ em B(1). Dimin-

uindo δ de necessário temos que ‖ϕif − ϕig
i ◦ φi‖Cp <

ε

n
. Logo g =

n∑
i=1

ϕig
i ◦ φi é C∞ em M e

‖f − g‖Cp = ‖
n∑
i=1

ϕif − ϕig
i ◦ φi‖Cp ≤

n∑
i=1

‖ϕif − ϕig
i ◦ φi‖Cp < ε. �

4.2 Suavização Simplética

O alvo do nosso trabalho está no teorema abaixo, cuja prova será dada mais adiante.

Teorema 4.2.1. Seja (M,σ) e (N, τ) variedades simpléticas. O conjunto dos difeomor�smos

simpléticos de classe C∞ de M em N é denso no espaço dos difeomor�smos simpléticos de classe

Ck de M em N , para k ≥ 1.

Comecemos por mostrar o seguinte:

Lema 4.2.1. Seja W ⊂ R2n aberto. Considere o conjunto Dk+1(W ) := {S ∈ Ck+1(W ) :

det
(
∂2S
∂x∂η (x, η)

)
6= 0,∀(x, η) ∈ W}, k ≥ 1. Se S, S1 ∈ Dk+1(W ) e ‖S − S1‖Ck+1(K1) então

‖E(S)−E(S1)‖Ck(K2), onde K1 ⊂W e K2 contido no dominio de E(S) são conjuntos compactos.

As próximas duas proposições nos ajudaram na prova deste lema.

Proposição 4.2.1. Sejam U, V ⊂ R2n conjuntos abertos e K1 ⊂ U e K2 ⊂ V conjuntos compactos.

Denote por Difk(U, V ) o conjunto dos difeomor�smos de classe Ck de U em V . Para k ≥ 1, se

f, g ∈ Difk(U, V ) e ‖f − g‖Ck(K1) então ‖f−1 − g−1‖Ck(K2).

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre k. Admita que f, g : K1 → K2 seja ainda

difeomor�smo. Comecemos com k = 1. Dado ε > 0, suponha que ‖f − g‖C1(K1) <
ε
2 , ou seja,

|f(x)−g(x)| < ε
2 e |Df(x)−Dg(x)| < ε

2 para todo x ∈ K1. Como f |K1 é uniformemente contínua,

dados x, y ∈ K1 com |x − y| < ε
4 pode-se supor que |f(x) − f(y)| < ε

2 . Daí, se x, y ∈ K1 tal que

|x− y| < ε
4 então

|f(x)− g(y)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− g(y)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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Fato análogo com as funções Df e Dg. Sendo f difeomor�smo, dado arbitrariamente w ∈ K2

existe a1 ∈ K1 tal que f(a1) = w. Pelo que vimos acima, f(a1) ∈ g
(
B(a1; ε4 ) ∩K1

)
⊂ B(w; ε).

Então, existe a2 ∈ B(a1; ε4 ) ∩K1 tal que g(a2) = w. Segue que

|f−1(w)− g−1(w)| = |f−1(f(a1))− g−1(g(a2))| = |a1 − a2| <
ε

4
< ε.

Deste que w é arbitrário, |f−1(w)− g−1(w)| < ε para todo w ∈ K2.

Notemos que como f−1 ◦ f = id e g−1 ◦ g = id então Df−1(f(x)) = [Df(x)]−1 e Dg−1(g(x)) =

[Dg(x)]−1, ∀x ∈ K1. Visto que a aplicação inversão de matrizes, com determinante não nulo, é

contínua, sendo |Df(x)−Dg(y)| < ε
2 podemos supor que

∣∣[Df(x)]−1 − [Dg(y)]−1
∣∣ < ε, ∀x, y ∈ K1.

Por outro lado, para cada w ∈ K2 existem a1, a2 ∈ K1 tais que w = f(a1) = g(a2) e como

|Df(a1)−Dg(a2)| < ε
2 então

∣∣Df−1(w)−Dg−1(w)
∣∣ =

∣∣[Df(a1)]−1 − [Dg(a2)]−1
∣∣ < ε. Portanto,

temos provado que
∥∥f−1 − g−1

∥∥
C1(K2)

< ε.

Agora, assuma que a proposição seja verdadeira para k > 1. Dado ε > 0, suponha que

‖f − g‖Ck+1(K1) <
ε
2 . Note que, para ponto x ∈ K1, Df(x) e Dg(x) são difeomor�smos de classe

Ck. Como ‖Df(x) − Dg(x)‖Ck < ε
2 , ∀x ∈ K1, por hipótese de indução, podemos supor que∥∥[Df(x)]−1 − [Dg(x)]−1

∥∥
Ck < ε. Desde que Df−1(f(x)) = [Df(x)]−1 e Dg−1(g(x)) = [Dg(x)]−1

para todo x ∈ K1, temos que ‖Df−1(f(x))−Dg−1(g(x))‖Ck < ε. Em particular, como f e g são

difeomor�smos, ‖Df−1(y) − Dg−1(y)‖Ck < ε, ∀y ∈ K2. Pelo que já vimos nos casos anteriores,

podemos supor que |f−1(y)− g−1(y)| < ε para todo y ∈ K2. Assim, ‖f−1− g−1‖Ck+1(K2) < ε.

Proposição 4.2.2. Sejam U, V,W ⊂ R2n conjuntos abertos. Então, para k ≥ 1,

a. Sejam Φ : V → W é uma função de classe Ck, K1 ⊂ U e K2 ⊂ V conjuntos compactos

e h1, h2 ∈ Ck(U, V ). Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se ‖h1 − h2‖Ck(K1) < δ então

‖Φ ◦ h1 − Φ ◦ h2‖Ck(K1) < ε.

b. Sejam Ψ : U → V é uma função de classe Ck, K ⊂ U conjunto compacto e f1, f2 ∈ Ck(V,W ).

Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se ‖f1 − f2‖Ck(Ψ(K)) < δ então ‖f1 ◦Ψ− f2 ◦Ψ‖Ck(K) < ε.

c. Sejam f1, f2 ∈ Ck(U, V ) e g1, g2 ∈ Ck(V,W ). Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se ‖f1 −

f2‖Ck(K1) < δ e ‖g1 − g2‖Ck(K2) < δ então ‖g1 ◦ f1 − g2 ◦ f2‖Ck(K1) < ε, onde K1 ⊂ U e

K2 ⊂ V são compactos.

Demonstração.
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a. Dado ε > 0, suponhamos que ‖h1 − h2‖Ck(K1) < ε
‖Φ‖Ck(K2)

, ou seja, |h1(x) − h2(x)| <
ε

‖Φ‖Ck(K2)
e |Djh1(x) −Djh2(x)| < ε

‖Φ‖Ck(K2)
, para todo x ∈ K1 e j = 1, . . . k. Como Φ|K2

uniformemente contínua, podemos supor que |Φ ◦ h1(x)− Φ ◦ h2(x)| < ε para todo x ∈ K1.

Além disso, para todo x ∈ K1 e j = 1, . . . k,

|Dj (Φ ◦ (h1(x)− h2(x))) | ≤ |DjΦ(h1(x)− h2(x))| |Dj(h1(x)− h2(x))|

≤ ‖Φ‖Ck(K2)‖h1 − h2‖Ck(K1) < ε,

Portanto, ‖Φ ◦ h1 − Φ ◦ h2‖Ck(K1) < ε.

b. Notemos que

|Dj(f1(Ψ(x))− f2(Ψ(x)))| ≤ |Djf1(Ψ(x))−Djf2(Ψ(x))| |DjΨ(x)|

≤ ‖f1 − f2‖Ck(Ψ(K))‖Ψ‖Ck(K)

(4.5)

para todo x ∈ K e j = 1, . . . k. Vamos veri�car os dois casos possíveis.

Caso 1. ‖Ψ‖Ck(K) ≤ 1. Neste caso, suponha que ‖f1 − f2‖Ck(Ψ(K)) < ε. Em particu-

lar, |f1(Ψ(x)) − f2(Ψ(x))| < ε para todo x ∈ K. Além disso, por (4.5), |Dj(f1(Ψ(x)) −

f2(Ψ(x)))| < ε, para todo x ∈ K e j = 1, . . . k. Portanto, ‖f1 ◦Ψ− f2 ◦Ψ‖Ck(K) < ε.

Caso 2. ‖Ψ‖Ck(K) > 1. Para esse caso, suponha que ‖f1 − f2‖Ck(Ψ(K)) <
ε

‖Ψ‖Ck(K)
. Isto

implica que |f1(Ψ(x)) − f2(Ψ(x))| < ε
‖Ψ‖Ck(K)

para todo x ∈ K. Por (4.5), |Dj(f1(Ψ(x) −

f2(Ψ(x)))| < ε, para todo x ∈ K e j = 1, . . . k. Como ε
‖Ψ‖Ck(K)

< ε, |f1(Ψ(x))−f2(Ψ(x))| < ε

para todo x ∈ K. Portanto ‖f1 ◦Ψ− f2 ◦Ψ‖Ck(K) < ε.

c. Sejam K1 ⊂ U e K2 ⊂ V compactos e ε > 0. Pelo ítem (a), existe δ1 > 0, tal que se

‖f1− f2‖Ck(K1) < δ1 então ‖g2 ◦ f1− g2 ◦ f2‖Ck(K1) <
ε
2 . Pelo ítem (b), existe δ2 > 0, tal que

se ‖g1 − g2‖Ck(K2) < δ2 então ‖g1 ◦ f1 − g2 ◦ f1‖Ck(K1) <
ε
2 . Deste modo, dado ε > 0, tome

δ = max{δ1, δ2}, e se ‖f1 − f2‖Ck(K1) < δ e ‖g1 − g2‖Ck(K2) < δ implica que

‖g1 ◦ f1 − g2 ◦ f2‖Ck(K1) ≤ ‖g1 ◦ f1 − g2 ◦ f1‖Ck(K1) + ‖g2 ◦ f1 − g2 ◦ f2‖Ck(K1)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Demonstraçao do Lema 4.2.1.
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Sejam S1, S2 ∈ Dk+1(W ) e K ⊂ W compacto. Dado ε > 0, tome δ > 0 tal que ‖S1 −

S2‖Ck+1(K) < δ. Escolha U como sendo o contra-domínio da aplicação σ1 : W → U dada por

σ1(x, η) =
(
x, ∂S1

∂x (x, η)
)
.

Sabemos que tanto a aplicação σ1 como σ2 : W → V dada por σ2(x, η) =
(
∂S1
∂η (x, η), η

)
, são

difeomor�smos (ver Teorema 3.2.3). Analogamente para as aplicações τ1 : W → U e τ2 : W → V

dadas por

τ1(x, η) =
(
x, ∂S2

∂x (x, η)
)

τ2(x, η) =
(
∂S2
∂η (x, η), η

)
.

Evidentemente, como S1 e S2 estão Ck−próximas, ‖σ1 − τ1‖Ck(K) < δ e ‖σ2 − τ2‖Ck(K) < δ.

Daí, pela Proposição 4.2.1, as funções σ−1
1 e τ−1

1 estão Ck−próximas. Denotemos F1 := E(S1) e

F2 := E(S2). Como vimos no Teorema 3.2.3, podemos reescrever estas funções por:

F1 = σ2 ◦ σ−1
1

F2 = τ2 ◦ τ−1
1 .

Portanto, pelo ítem (c) da Proposição 4.2.2, ‖F1 − F2‖Ck(K1) < ε, onde K1 ⊂ U é compacto.

Observação 4.2.1. Podemos suavizar um difeomor�smo simplético F = E(S) através de uma

suavização(padrão) na sua função geradora S.

De fato, seja F = E(S) um Ck-difeomor�smo simplético, k ≥ 1, de U ⊂ R2n em V ⊂ R2n, U

simplesmente conexo e U compacto, o qual é dado pela função geradora S ∈ Ck+1(W ) como no

Teorema 3.2.3. Podemos escrever F = σ2◦σ−1
1 onde σ1 : W → U e σ2 : W → V são difeomor�smos.

Vamos escolher subconjuntos W2,W3 ⊂ W abertos tais que W 3,W 2 são compactos e W 3 ⊂ W2 e

W 2 ⊂W (abreviaremos isto por W3 ⊂⊂W2 ⊂⊂W ).

Para aproximar S em W3 por uma função C∞, comecemos escolhendo funções ζ ∈ C∞
0 (W2)

com ζ ≡ 1 em W 3 e γ ∈ C∞
0 (W ) com γ ≡ 1 em W 2.

Pelo Lema 4.1.1, dado ε > 0, existe uma função Xε ∈ C∞
0 (W ) tal que

‖γ · [(ζ · S)−Xε ∗ (ζ · S)]‖Ck+1(W ) < ε.

De�na S1 ∈ Ck+1(W ) por

S1 = S − γ · [(ζ · S)−Xε ∗ (ζ · S)].
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Segue que ‖S − S1‖Ck+1(W ) < ε. Além disso, S1 = S em W \ W 2, pois ζ ≡ 0 fora de W2, e

S1 = Xε ∗ S em W3, pois γ ≡ ζ ≡ 1 em W3. Portanto S1|W3 ∈ C∞.

Agora, para ε su�cientemente pequeno escolhemos U3 ⊂⊂ U2 ⊂⊂ U tal que U3 ⊂ σ1(W3) e

σ1(W2) ⊂ U2. De�na

F1 := E(S1).

Como podemos escrever F1 = τ2 ◦ τ−1
1 , com τ1(x, η) = (x, ∂S1

∂x (x, η)) e τ2(x, η) = (∂S1
∂η (x, η), η),

se ε é su�cientemente pequeno então

(P1) F1|U3 ∈ C∞(U3), pois τ1 e τ2 são C∞ em W3.

(P2) Pelo Teorema 3.2.3, F1 é um difeomor�smo simplético de U em F (U).

(P3) F1 = F em U \ U2, pois como S = S1 em W \W 2 então σ1 = τ1 e σ2 = τ2 em W \W 2.

(P4) F1 é de classe Cp, k ≤ p ≤ ∞ nos abertos em que F é de classe Cp, pois nestes abertos a

função S1, de�nida acima, será de classe Cp+1 e como F1 = E(S1) então então F1 será de

classe Cp.

(P5) Pelo Lema 4.2.1, ‖F1 − F‖Ck(U) < δ(ε) com δ(ε) → 0 quando ε→ 0.

Demonstração do Teorema 4.2.1

Seja f ∈ Ck(M,N) um difeomor�smo simplético deM em N eWf uma vizinhança aberta, su�cien-

temente pequena de f na topologia Ck. Escolha uma cobertura localmente �nita deM , consistindo

de cartas simpléticas (Ui, φi), 1 ≤ i ≤ ∞, com as seguinte propriedades:

1. U i é compacto;

2. h(Ui) ⊂ Vi para todo h ∈ Ck(M,N)∩Wf , com (Vi, ϕi), 1 ≤ i ≤ ∞ sendo um atlas simplético

em N .

Além disso, tomemos uma cobertura (U (3)
i ), 1 ≤ i ≤ ∞, em M , tal que U (3)

i ⊂⊂ U
(2)
i ⊂⊂ Ui

e em Ui todo simplectomor�smo na vizinhança Wf é dado pela função geradora local de f como

no Teorema 3.2.3, onde a construção local é tomada previamente com respeito a φi(U
(3)
i ) ⊂⊂

φi(U
(2)
i ) ⊂⊂ φi(Ui).
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Agora, de�niremos uma seqüencia de funções (fn) tal que f0 = f e fn|U(3)
1 ∪···∪U(3)

n
é C∞.

A partir das propriedades da nossa cobertura, a aplicação local F1 := ϕ1◦f◦φ−1
1 ∈ Ck(φ1(U1), ϕ1(V1))

é um simplectomor�smo de φ1(U1) sobre a sua imagem, o qual é dado por F1 := E(S1), onde S1

é a função geradora local de F1. Pela Observação 4.2.1, existe uma aplicação G1 tal que

• G1 = F1, fora de φ1(U
(2)
1 );

• G1|φ1(U
(3)
1 )

é de classe C∞;

• G1 é Cp nos abertos onde F1 é Cp;

• G1 é simplectomor�smo;

• Existe δ1 > 0 tal que ‖G1 − F1‖Ck(φ1(U1)) < δ1.

Denote por f0 = f . De�na a função f1 por

f1(z) =

 f0(z), z ∈M \ U (2)
1(

ϕ−1
1 ◦G1 ◦ φ1

)
(z), z ∈ U1

Note que f1|U(3)
1

é C∞ e é de classe Cp nos abertos em que f0 é Cp. Além disso, se δ1 é escolhido

su�cientemente pequeno então f1 ∈ Ck(M,N) ∩Wf e é um simplectomor�smo.

Assuma que, para n ≥ 2, fn−1 ∈ Ck(M,N) ∩Wf está de�nido e

1. fn−1 é simplectomor�smo;

2. fn−1|U(3)
1 ∪···∪U(3)

n−1
é C∞;

3. fn−1 é Cp nos abertos em que fn−2 é Cp.

Deste modo, para o simplectomor�smo Fn := ϕn ◦fn−1 ◦φ−1
n ∈ Ck(φn(Un), ϕn(Vn)) existe uma

função Gn tal que

• Gn = Fn, fora de φn(U
(2)
n );

• Gn|φn(U
(3)
n )

é de classe C∞;

• Gn é Cp nos abertos onde Fn é Cp;

• Gn é simplectomor�smo;

• Existe δn > 0 tal que ‖Gn − Fn‖Ck(φn(Un)) < δn.
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Logo, de�na

fn(z) =

 fn−1(z), z ∈M \ U (2)
n(

ϕ−1
n ◦Gn ◦ φn

)
(z), z ∈ Un

Se δn é escolhido su�cientemente pequeno então fn é simplectomor�smo de M sobre N , o qual

pertence a vizinhança Wf de f , e fn|U(3)
1 ∪...∪U(3)

n−1∪U
(3)
n

é de classe C∞.

Finalmente, de�na g(z) := lim
n→∞

fn(z). Este limite não é difícil de calcular pois a cobertura

(U (3)
n ) é localmente �nita. Com a escolha adequada de (δn) nós concluímos que g ∈ C∞(M,N)∩Wf

é um simplectomor�smo de M sobre N e satisfaz o desejado.

�
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Capítulo 5

Aproximações C1 e outros resultados

O problema de aproximar um difeomor�smo (resp. �uxo) Ck (k ≥ 1) preservando volume numa

variedade compacta com ou sem bordo por um difeomor�smo (resp. �uxo), tem motivações nos

sistemas dinâmicos e foi colocado por Palis e Pugh (ver [22]). Esse problema, apesar de sua

aparente simplicidade para os menos familiarizados com o assunto, esconde uma complexidade e

di�culdade técnica extremamente apurada.

Até o momento, respostas para esse problema são parciais e a questão principal, quando k = 1,

permanece em aberto. O interesse no estudo dessa questão solidi�cou-se recentemente com o

desenvolvimento de técnicas em sistemas dinâmicos que valem genericamente para difeomor�smos

C1 e com o desenvolvimento de técnicas em teoria ergódica que valem para difeomor�smos C2. A

resposta positiva para tal pergunta, nos levará a conexões interessantes entre sistemas dinâmicos

e teoria ergódica (ver Arbieto-Matheus, [18], para um exemplo de tais conexões).

Assim, apresentaremos neste capítulo alguns resultados parciais envolvendo aproximações de

funções que preservam volume. No nosso trabalho apresentamos como Zehnder provou para caso de

difeomor�smos simpléticos em superfícies sem bordo. É natural perguntarmos se existem extensões

para tais resultados. Vamos a algumas delas:

5.1 Aproximações C1,α

Denotaremos por Ck,α, k ≤ 0 e 0 < α < 1, o espaço de Hölder usual e se f ∈ Ck,α de�niremos

‖f‖α := sup
x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

89
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Para difeomor�smos C1,α que preservam volume temos uma resposta satisfatória feita por

Zehnder, a saber,

Teorema 5.1 (Zehnder, 77). Seja M uma variedade compacta, de classe C∞, de dimensão d

com forma de elemento de volume µ. Seja f ∈ C1,α(M) um difeomor�smo preservando volume,

0 < α ≤ 1. Então f pode ser aproximada por um difeomor�smo, de classe C∞, preservando volume

no seguinte sentido. Existe uma seqüência (fn) de difeomor�smos, de classe C∞, com f∗nµ = µ,

tal que

‖fn − f‖C1
n→∞−−−−→ 0 (5.1)

‖fn‖α ≤ k, (5.2)

com a constante k > 0 dependendo de ‖f‖α, mas independente de n.

Vale frisar que a demonstração do resultado acima utiliza Teoria de Hodge e difere completa-

mente do caso simplético.

5.2 Fluxos C1

Seja M uma superfície m-dimensional, m ≥ 2, sem fronteira. Dizemos que um campo de vetores

X é conservativo se div X = 0 e denotamos por X ∈ Xm(M). Uma condição equivalente para que

uma aplicação f de classe C1 preserve o volume é que |detDf | ≡ 1. Uma prova desse fato pode

ser vista em [19].

Agora, suponha que f t seja o �uxo associado ao campo de vetores X, de classe C1. A fórmula

de Liouville exprime o jacobiano de f t em termos do divergente div X do campo de vetores X:

detDf t(x) = exp
(∫ 1

0

div X(fs(x))ds
)

(5.3)

Vemos facilmente que, por (5.3), se X é um campo conservativo então o seu �uxo preserva volume.

O resultado abaixo provado por Zuppa, [20], (ver também Arbieto-Matheus, [18] ), mostra que

�uxos de classe C1 podem ser aproximados (no sentido da topologia C1) por �uxos de classe C∞.

Teorema 5.2 (Zuppa, 1979). X∞
m (M) é C1-denso em X1

m(M).
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5.3 Aproximações em Regiões com Bordo

Tratando-se da questão de aproximar difeomor�smos em regiões com bordo do Rn, veremos uma

resultado mais forte do Teorema de Moser feito por Dacorogna e Moser.

Consideremos Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, conexo e limitado e duas formas de volume τ, β

τ = f(x)dx1 ∧ . . . dxn, β = g(x)dx1 ∧ . . . dxn,

com f, g > 0.

Podemos mostrar, sob certas condições de regularidade em Ω, f, g, que existe um difeomor�smo

ϕ : Ω → Ω mantendo a condição de fronteira �xa e tal que

ϕ∗β = λ τ

onde λ =
∫
β
/ ∫

τ .

O resultado acima é equivalente a

Teorema 5.3 (Dacorogna-Moser, 90). Seja k ≥ 0 inteiro e 0 < α < 1. Seja Ω ⊂ Rn conjunto

aberto, limitado, conexo e com fronteira ∂Ω de classe Ck+3,α. Seja f, g ∈ Ck,α(Ω), f, g > 0 em Ω.

Então existe um difeomor�smo ϕ com ϕ,ϕ−1 ∈ Ck+1,α(Ω; Rn) satisfazendo g(ϕ(x)) det∇ϕ(x) = λf(x), x ∈ Ω

ϕ(x) = x, x ∈ ∂Ω
(5.4)

onde λ =
∫
g
/ ∫

f .

Para a prova deste teorema, ver [17].

É interessante notar que a solução utiliza a teoria clássica das Equações Diferenciais Parciais

Elípticas, sendo a redução do problema a encontrar um campo que satisfaça um problema do tipo divY (x) = h(x), x ∈ Ω

Y (x) = 0, x ∈ ∂Ω
(5.5)

onde h é uma função Cα convenientemente escolhida.

Uma tentativa natural para solucionar tal problema é tentar achar uma solução do tipo divY =

∇u, o que transforma a equação (5.5) na equação envolvendo o operador Laplaciano ∆u = h(x), x ∈ Ω

∇u(x) = 0, x ∈ ∂Ω
(5.6)
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Com métodos tradicionais (estimativas de Schauder) prova-se a existência e regularidade das

soluções da equação (5.6). Ao tentarmos tratar o caso α = 0 pelos métodos nos deparamos

com a equação (5.5) com a função h somente contínua. Neste caso, nos deparamos com o seguinte

resultado negativo devido a McMullen:

Teorema 5.4 (McMullen, 1998). Para qualquer n > 1 existe uma função f ∈ L∞(Rn) a qual não

é o divergente de qualquer campo de vetores Lipschitz.

Ver demonstração deste teorema em [21]. Com base neste teorema, Bourgain e Brezis em [23]

obtiveram uma resultados negativos muito interessantes no estudo da equação 5.5, quando h é

somente uma função contínua.
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