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Resumo

Provaremos a existéncia de Estados de equilibrio, incluindo medidas de entropia
méxima, para uma classe robusta (aberta) de transformagoes expansoras e nao-
uniformemente expansoras sobre uma variedade compacta e conexa.

Abstract

We prove existence of Equilibrium states, including measures of maximal
entropy, for a robust (open) class of expanding and non-uniformly expanding
maps on compact and connect manifolds.

Palavras-chave: Teoria ergodica, estados de equilibio, ndo-uniformemente
expansor.
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Introducao

A Teoria dos estados de equilibrios tem origem no estudo da mecanica
estatistica e estd bem desenvolvida para os classicos sistemas dindmicos
hiperbélicos desde as décadas de 70 e 80, estudados especialmente por Bower,
Parry, Ruelle, Sinai e Walters.

Em geral, dados uma transformacao continua f : M — M sobre um
espaco métrico compacto e uma fungao continua, também chamada de potencial,
¥ : M — R, chamamos de estado de equilibrio com respeito ao par (f, 1) a uma
medida de probabilidade sobre os borelianos, (., tal que

Py (f) +/¢du¢ = ilég{hu(f) +/wdu},

onde o supremo é considerado sobre o conjunto das probabilidades f-invariantes.

Observamos que esse é um tipico problema variacional, i.e, considerando o
operador Py : Z — R definido por Py (1) = h,(f)+ [ ¥dp, desejamos maximizar
esse operador.

Em um trabalho pioneiro feito por Ruelle foram desenvolvidas novas técnicas
para demonstracao de tais resultados (ver [Ru68]). Um dos mais relevantes
conceitos que iremos utilizar ¢ o de operador de Ruelle-Perron-Frobenius ou
operador de transferéncia associado ao par (f,v), L, : CY — C° o qual ¢é
definido por

Lyglx) = Y e"Wy(y).
y:f (y)==

Utilizando técnicas que envolvem esse operador é possivel garantir unicidade
de estados de equilibrio para transformacoes expansoras e potenciais Holder-
continuos. Ainda utilizando o operador de Ruelle e possivel garantir unicidade
de estados de equilibrio para transformagoes nao-uniformemente expansoras que
satisfazem propriedades ndo téo restritivas e potenciais Holder, ver [OV04].

As técnicas utilizadas neste trabalho seguem basicamente os papers de
Ruelle, ver [Ru68], Oliveira e Viana, ver [0103] e [OVO05].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo nos preocupamos em revisar conceitos bésicos da Teoria
Ergodica que sao necessarios para o bom entendimento dos préximos capitulos.

Para maiores detalhes ver [Ke98] e [Wa82] .

1.1 Medidas Invariantes
Seja (X, A, ) um espago de medida.

Definicao 1.1. Dizemos que uma transformacao f : X — X € mensurdvel se
fY(A) € A, para cada A € A. Dizemos também que uma medida € f-invariante

se u(f=1(A)) = pu(A), para cada A € A.
Exemplo 1.1. Consideremos a transformagao f :[0,1] — [0,1] definida por

1
2z, seO§m<§
w(B) = 1
2z — 1, se§§x<1.

A medida de Lebesque em [0,1] é f-invariante.

Agora um exemplo de uma transformagao sem medidas invariantes

x
3"
Suponha que f admite alguma probabilidade invariante. Usando o Teorema de

Exemplo 1.2. Consideremos a fungao f : (0,1] — (0,1] dada por f(x) =

Recorréncia de Poincaré (ver [Ol05]) garantimos que quase todo ponto de (0,1]
€ recorrente com respeito a essa probabilidade. Porém ¢é simples de se ver que a
orbita de todo ponto converge a zero e em particular nao acumula em torno do

ponto inicial.



Dai nosso objetivo neste momento é dar condi¢oes para que existam medidas
invariantes com respeito a uma transformagao, pois, como visto no exemplo
1.2, pode ocorrer de nao existir medidas invariantes com respeito a uma
transformacao.

Seja X um espago métrico compacto, denotaremos por M o conjunto das
medidas de probabilidade sobre a o-dlgebra de Borel de X. Introduziremos
neste espago uma topologia que o torna um espago métrico compacto.

Usando que X é compacto garantimos que o espago C'(X) é separavel (ver
[Rud81]), i.e, podemos encontrar uma sequéncia (v,), densa na bola unitaria

de C(X) com a norma do supremo. Usando essa sequéncia podemos definir a

/’Undﬂ — /vndu

Essa fungdo é uma métrica em M (ver [Ol05], pagina 44). A topologia obtida

fungao d por
o0

d(p,v) = Z 2%

k=1

através dessa meétrica é denominada topologia fraca*.

Vamos agora caracterizar a convergéncia de medidas de uma outra forma

Lema 1.1. Uma sequéncia de probabilidades (in,)n converge em M para uma

/Ud/f"n - /Ud/,l,,

para toda u : X — R fung¢do continua.

1w E M se e somente se,

Demonstragao. Ver [0105], pagina 42.

Uma conseqiiéncia muito interessante do Lema 1.1 é
Corolario 1.1. Se a sequéncia (un)n converge para p na topologia fraca®, entao

1. limsup p, (K) < u(K), para todo fechado K C M.

n—00

2. liminf p, (A) > u(A), para todo aberto A C M.

Demonstragao. Ver [0105], pagina 43 ou ver [Wa82], pagina 149.

O

Com essas definigbes e resultados conseguimos extrair uma propriedade

muito interessante do conjunto M, a saber



Teorema 1.1. A topologia fraca® torna M um espago métrico compacto e

convezo.
Demonstragao. Ver [0l05], pagina 46 ou ver [Wa82], pagina 150.
(I

Observe que de posse desse resultado temos duas caracteristicas boas para
M, que sao a convexidade e compacidade. Mais adiante utilizaremos essas
propriedades sem fazer maiores comentarios. Para mais detalhes sobre esse
assunto ver [Wa82|, paginas 146 -152.

Nosso objetivo neste momento e garantir a existéncia de medidas invariantes

para f. Para isso vamos utilizar o seguinte operador:
fe M —M

o~ fo(p)(A) == u(fH(A)).

Observemos que encontrar medidas invariantes para uma certa
transformacao f equivale a encontrar medidas que sejam pontos fixos para o
operador f,. Com efeito, y é f-invariante se e somente se, u(f~1(A)) = u(A)
para todo boreliano A, i.e, f.(u) = p.

Lema 1.2. Se f: X — X € uma transformag¢ao continua, entdo o operador f

€ continuo na topologia fraca™.
Demonstragao. Ver [0105], pagina 48.

O

Teorema 1.2 (Krylov-Bogolubov). Seja X um espagco métrico compacto.
Se f: X — X € uma transformacgao continua, entdo f possui ao menos uma

probabilidade invariante.

Demonstragao. Basta utilizar o Lema 1.2 para garantir que o operador
f« & continuo. Visto que M é convexo e compacto, podemos aplicar o Teorema
do Ponto Fixo de Tychonoff-Schauder para garantir um ponto fixo para f, i.e.,

uma probabilidade invariante com respeito & f.
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Observagao: Para uma outra demonstragio do resultado anterior ver [Ke98|,

pagina 15.

Definicao 1.2. Seja p uma probabilidade invariante por f : X — X. Dizemos

que i € ergddica quando para todo boreliano A se verifica:

fHA) = A implica u(A)u(A) = 0.
Definicao 1.3. Uma funcao ¥ : M — R € f-invariante com respeito a i se
para p-quase todo ponto x em M wale Y(f(z)) = ().

Com esses conceitos introduzidos agora podemos enunciar um dos mais

importantes resultados da Teoria Ergodica basica, a saber

Teorema 1.3 (Birkhoff). Seja f : X — X wma transformagdo preservando
uma probabilidade p. Dada uma fungdo @ integrdvel, entao existe o* tal que

n—1

1
1~ - n — F
Jim =D o fr(@) = ¢ (@),
7=0
para | quase todo ponto v € X. Além disso, ¢* € f-invariante e vale
/ prdp = / pdp.
Demonstragao. Ver [Ke98|, pagina 23 ou ver [Wa82|, pagina 34.

O

O resultado que segue nos mostra que as medidas ergddicas tém um papel

muito importante no conjunto das medidas M.

Teorema 1.4 (Decomposi¢ao Ergodica). Suponha que X é um espago
métrico compacto e f : X — X € uma transformacao continua que preserva uma
probabilidade 1. Entao existe uma familia de probabilidades ergddicas (pz)zex

definidas para u quase todo x € X tal que para cada u : X — R integrdvel vale

/udu= / [/U(y)dum(y)} dp().

Demonstragao. Ver [Ke98|, pagina 36.

11



1.2 Entropia

Nesta segao (X, A, 1) indicara sempre um espago de probabilidade, onde X

é um espago métrico compacto.

Defini¢ao 1.4. Sejam U = (Uy,), eV = (V,,), coberturas de um espago métrico

e compacto X. O refinamento delUd eV € a cobertura
Uvy={UnviUeld eV eVv}.

Vamos denotar por N(U) o menor namero de elementos em uma
subcobertura U' C U.

Seja f : X — X uma transformagado continua.

Definicao 1.5. A entropia da cobertura U, H(U), € definida como sendo o
logaritmo de N(U). A entropia da transformagao f com respeito a cobertura U

€ por defini¢do
n—1
WU = lim %H (\/ fi(u>> .
i=0

Para examinar com detalhes que essa definigdo é bem colocada ver [Maii,

pagina 277 ou ver [Wa82], pagina 87.

Definigao 1.6. Seja f : X — X wuma transformagdo continua. A entropia

topoldgica de f é
hiop(f) :=sup{h(f,U)| U cobertura finita}.

Passamos agora a definir o conceito de entropia meétrica, o qual depende

bastante de uma medida suportada sobre o conjunto X.

Definic¢ao 1.7. Uma cole¢io P = (P,), de conjuntos mensurdveis de X € dita
uma parti¢ao se p(P;NP;) =0 para i # j, X\UPi =0 e u(P;) >0 para

2
todo 1.

12



Definigcao 1.8. Seja f : X — X wuma transformagio preservando a
probabilidade . Dada uma particio P, finita, de X, a entropia da parti¢ao
P com respeito a p €
Hy(P) := = > u(P)log u(P),
PEP

onde convenciona-se que 0log0 =0 e log € o logaritmo natural.

O refinamento de duas partigoes de um espago (X, A, ) é idéntico ao
ja referido na definicdo 1.4 apenas acrescentamos que escolhemos apenas os
elementos de medida nao-nula.

Consideremos uma transformagao continua f: X — X.

Definigao 1.9. A entropia da transformagao f com respeito a particio P e a

uma probabilidade f-invariante p é
1 (N
ha(f,P) = Jim H, (\/ f-%m) .
i=0
Além disso, a entropia métrica de f com respeito a pu é

hy(f) == sup{h,(f, P)| P particao finita}.

Novamente, para examinar com detalhes que essa definicao é bem colocada
ver [Mail|, pagina 277 ou ver [Wa82|, pagina 87.

Existe uma dificuldade muito grande em calcular a entropia métrica de uma
transformagao. Devido a isso precisamos de melhores técnicas para tais calculos.
Um resultado devido a Kolmogorov e Sinai nos da condig¢oes suficientes e mais

simples para o calculo da entropia. Para tanto precisamos do seguinte conceito

Definigao 1.10. Seja f : X — X wuma transformagao invertivel preservando

uma probabilidade p no espago (X, A, ). Uma particio U é dita f-geradora

+o0
mddulo zero se \/ f~4U) gera a o-dlgebra A. No caso em que f € ndo-
i=—00
+oo
invertivel, entdo U € f-geradora mddulo zero se \/ ' (U) gera a o-dlgebra
i=0

A.

O resultado comentado é

13



Teorema 1.5 (Kolmogorov-Sinai). Seja f : X — X uma transformagdao

preservando uma probabilidade p e P uma particao f-geradora. Entao,

hu(f) = h#(f,P).

Demonstragao. Ver [Wa82]|, pagina 95.

Um resultado que faz a ligagdo entre os conceitos de entropias é

Teorema 1.6 (Principio Variacional). Sejam X um espago métrico

compacto e f: X — X uma transformacao continua. Entao vale

hiop(f) = Slelg hu(f)v
m

onde I € o conjunto das probabilidades invariantes por f.
Demonstragao. Ver [Wa82|, pagina 188.

O

Uma interessante interpretagdo da entropia métrica foi dada por Shannon,
Mc Millan e Breiman. Algum tempo depois os matematicos Brin e Katok deram
um novo impulso nessa diregao.

Para enunciar o resultado o qual desejamos é necessaria a defini¢cdo de bola

din&dmica o qual passamos a definir

Definicao 1.11. A bola dindmica de tamanho n e raio € em torno do ponto x

€ o conjunto
B(e,n,x) = {y € M;d(f'(x), f'(y)) < €,i=0,....,n—1}.
Observagao: Decorre da definicao de bola dindAmica que
n—1
Ble,na) = () FH(B(f*(@))).
k=0

O proéximo resultado nos mostra que a entropia é nada mais do que a taxa

de decrescimento exponencial das medidas das bolas dindmicas de raio fixado.

14



Teorema 1.7 (Brin-Katok). Seja f : X — X wma transformagdo continua

no espaco métrico e compacto X. Entao vale

ho(f) = —/ (!iir(l)limsup ! 10g,u(B(e,mm))> du.

n—oo ﬁ
Demonstragao. Ver [BK81].
O

Até agora nossas hipdteses eram sempre que a transformacao f: X — X
é continua. Porém, apenas com a continuidade nao esperamos muito além
do ja obtido para esses sistemas. Dai vamos trabalhar com a hipdtese de
diferenciabilidade e veremos que a uma certa melhora na busca por resultados
que desenvolvam a teoria.

Primeiramente, vamos abordar os expoentes de Lyapunov, os quais
"medem", de certa forma, o crescimento ou decrescimento da derivada do

sistema.

Definigao 1.12. Seja f : M — M um difeomorfismo local em uma variedade
riemanniana M. Um ponto x € M € regular se existem nimeros A\ < ... < )\
e uma decomposicao T, M = E1(x) ® ... ® Ey(x) tal que para cada vetor em E;
vale

: 1 n
Jim —log || Df"()v = Ai(z).
Um resultado muito interessante devido a Oseledets é

Teorema 1.8 (Oseledets). Seja f : M — M um endomorfismo de classe C*
em uma variedade compacta M. Entao u(A := {x € M|z é regular}) = 1, para

toda probabilidade invariante por f. Além disso,
1. Se p € ergddica, entio l(x), \1(z),..., \i(x) sdo constantes para pi-q.t.p.
l
2. Se p € ergddica, entao [log|det Df(z)|du(x) = Z i
i=1
Demonstragao. Ver [Man], pagina 341 ou ver [Wa82], pagina 234.

(]

Um resultado muito importante na Teoria ergddica é devido aos mateméticos
Ruelle e Pesin, os quais fazem uma conexao entre os expoentes de Lyapunov e

a entropia de um sistema. Os resultados sao

15



Definamos a fungao 2 : A — R por
Qx):= Y Ai(z)dimE;(x).
A1($)>0
Teorema 1.9 (Desigualdade de Ruelle). Se u é uma probabilidade
invariante para um endomorfismo de classe C' em uma variedade compacta
M, entao
() < [ o)dnta).
Demonstragao. Ver [Maii], pagina 342.

O

Teorema 1.10 (Férmula de Pesin). Se u € uma probabilidade invariante
e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque para um

endomorfismo de classe C*% de wma variedade compacta M, entio

hAﬂ:/m@W@l

Demonstragdo. Ver [Man|, pagina 342.

1.3 Pressao Topolégica

Vamos considerar durante todo essa secao que X é um espago métrico
compacto com a métrica d, f : X — X é uma transformagao continua e
¢ : X — R é uma funcdo continua.

Seja U uma cobertura aberta de X. Um cilindro de comprimento n com

n—1
respeito a U é simplesmente um elemento de \/ ).
i=0
Definimos o nimero
n(U)—1
m(a, N,U) := inf Z exp | —an(U) + sup Z o(fF(x)) )
¢ | veg 2€U =0

onde o infimo é tomado sobre toda colecao finita ou enumeravel de cilindros G
de U tais que n(U) = comprimento de U > N, para U € G.

Defina agora o seguinte ntimero
m(o,U) = A}im m(a, N,U).

Agora estamos aptos a definir a pressao com respeito a uma cobertura

16



Definigao 1.13. A pressdo de ¢ com respeito a cobertura U €
P(¢,U) :=inf{a: m(a,U) = 0}.

Lema 1.3. O seguinte limite existe ‘Lllilm P(o,U).
—0

Demonstragao. Ver [Pe97], pagina 69.
O

O valor do limite no Lema 1.3 é denotado por P(¢) e é conhecido como
pressao topoldgica.
Vamos mostrar outra maneira de se calcular a pressao topolégica.

Para isso considere o seguinte ntimero

n—1
m(a, N,d) := inf Z exrp (an + sup Z ¢(fk($))> )
g B(é,n,x)EG 2€B(8n,2) k=0

onde o infimo é tomado sobre toda colecao G finita ou enumeréavel de bolas
dindmicas de raio é e comprimento n com n > N, onde G cobre M.

Consideremos também os nimeros

m(a,d) ;== lim m(a, N, )

N—oo

P($,0) := inf{a : m(c, 0) = 0}.
A maneira de calcular a pressao é dada pelo seguinte resultado
Teorema 1.11. P(¢) = ;irr(l) P(¢,9).

Demonstragdo. Ver [Pe97|, pagina 74.
Existe outro resultado importante que envolve a pressao topologica, e é o
que comentaremos agora.

Para isso vamos definir o que seria a pressao métrica.

Definigao 1.14. A pressdo métrica da medida 11 € o nimero

Py(p) == hu(f)+ | ¢ du,
M

onde h,(f) € a entropia métrica de f com respeito a p.

17



Observemos que Py4(.) define um operador no espaco das medidas. E um
resultado que faz conexa@o entre o conceito agora enunciado e o de pressao

topologica é

Teorema 1.12 (Principio Variacional). Se X € um espago métrico compacto

e f: X — X é uma transformagdo continua, entao

P(¢) = sup Py (),
HETL
onde ¢ : X — R é uma func¢do continua.
Demonstragao. Ver [Wa82], pagina 218.

d

Para mais detalhes sobre o conceito de pressao topolégica ou métrica ver

[Pe97], pagina 68 ou ver [Wa82|, pagina 207.

18



Capitulo 2

Transformacoes Expansoras

Neste segundo capitulo vamos garantir a existéncia de estados de equilibrio
para transformacoes expansoras e potenciais continuos. Depois disso, vamos
garantir que se o potencial é Holder-continuo entao o estado de equilibrio é
dnico. Agora descrevemos os passos da primeira segao.

Nossa estratégia nesta primeira segao é

e Garantir existéncia de particao geradora comum para toda medida f-

invariante .
e Garantir a semi-continuidade superior do operador Fy.

e Utilizar argumentos de compacidade para garantir a existéncia dos estados

de equilibrio.

2.1 Existéncia de Estados de Equilibrio

Iniciamos esta se¢do com a definicado do nosso objeto de estudos neste
primeiro capitulo, as transformagoes expansoras.

Consideremos M uma variedade compacta sem bordo e conexa.

19



Definigao 2.1. Uma transformagéio f : M — M de classe C* ¢ dita expansora

se existir uma métrica riemanniana || . || e um nidmero o > 1 tal que
[ Df(x)-v|[=zo[lvl
para todo x € M e v € T,(M).
Definigao 2.2. Seja v : M — R uma fungdo, a qual chamaremos de potencial.

Uma medida f-invariante, py, € dita wm estado de equilibrio (ou medida de

equilibrio) com respeito ao par (f,1) se

a0+ [0 dy =sup { )+ [ ar},
onde o supremo € tomado sobre todas as medidas v que sao f-invariantes.
O resultado principal dessa segao é

Teorema 2.1 (Existéncia de Estados de Equilibrio). Sejam M uma
variedade compacta, conexa e C°(M) o conjunto das fungoes v : M — R
continuas. Se f : M — M € uma transformacao expansora, dada qualquer

W € CO(M), existe ao menos um estado de equilibrio com respeito ao par (f,1)).

Vamos agora desenvolver a teoria necessdria para provarmos O Nosso

resultado principal.
Lema 2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo local, entao

(i) Para cada x € M, existem ey > 0, dependendo apenas de f, e vizinhanga
V(x) tal que
f:V(x) = Be,(f(2))

€ um difeomorfismo.

(i) Existe n € N tal que para todo y € f(M) vale
8 (y) =n.
(iii) Se f € uma transformacgao expansora, valem os item (i), (ii) e

d(h(y1), h(y2)) < o~ - d(y1,y2), YY1, Y2 € Be, (y),

onde h € o ramo inverso de f~1 que envia f(x) em x.

20



Demonstragao. Visto que f é um difeomorfismo local, dado = € M, existem

e(z) > 0 e uma vizinhanca V' (x), de z, tal que

¢ um difeomorfismo. Consideremos a cobertura U = {B.(,)(f(x))} de f(M).
Pela compacidade de f(M), podemos extrair uma cobertura finita U =
{Be,y-y Be, } de f(M). Sejam § > 0 o namero de Lebesgue da cobertura U
e ¢ = min{ey, ..., e, 5 }. Esse € satisfaz o item (i).

Com respeito ao segundo item, observemos que f~!(y) é compacto. Logo

f~1(y) & discreto e finito, i.e., f~1(y) = {z1, ..., Tn}-

Afirmacao 1. O conjunto Ay, := {y € f(M);#f(y) = k} é aberto.

Prova. Com efeito, se y € Ay temos que para todo y; € f(M) com
d(y,y1) < €o vale #f ~*(y1) > t#f~(y). Invertendo os papéis de y e y;, obtemos
a desigualdade inversa. Logo Be,(y) C A, e portanto Ay ¢ aberto.

Pela conexidade de M garantimos que todo ponto de f(M) tem o mesmo
nimero de pré-imagens por f.

Provamos assim o item (i).

Para o dltimo item, observe que se f é expansora, entdao f é difeomorfismo
local e sobrejetora. Segue-se que f satisfaz os itens (i) e (i). Para finalizarmos,
consideremos vy : [0,1] — M curva minimizando a distancia entre y; e ya
pertencentes a B, (f(x)). Dai, a curva § := h o~y liga os pontos h(y1) e h(yz).

Sendo assim vale que,
1 1 1
d(h(y1), h(y2)) < /0 |68 (s)ds = /O [Dh(v(s))(s)|ds < /0 [IDR(y(s)II-[7'(5)]ds.
Usando a regra da cadeia obtemos
IDh(2)l| = [|Df(h(x))) | < o
Portanto,
d(h(y1), h(y2)) < o~ d(y1, y2).
O

Observagao: Reduzindo, se necessario, o niimero ¢y pode-se considerado de
tal modo que as bolas de raio ¢y sao fortemente convexas.

Agora vamos definir a classe de transformagoes expansivas.
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Definigao 2.3. Uma transformagdao f : M — M € dita expansiva se existir
uma constante €9 > 0 tal que: dados x,y € M com x # y, entdo existe N € 7

tal que

d(f(z), f¥(y)) > eo.

O resultado seguinte garante que a classe das transformagoes expansivas

contém a classe das transformagoes expansoras.

Lema 2.2. Se f : M — M ¢é uma transformacao expansora, entao f : M — M

€ uma transformacgao expansiva.

Demonstragao. Pelo Lema 2.1 existe h™ : B, (y) — M, composigao de

ramos inversos de f tal que

d(h™(y1),h"(y2)) < o~ "d(y1,92),¥ y1,y2 € Bey(y)-

Para finalizar, basta considerar ¢y dado no Lema 2.1. Vejamos que ¢y é a
constante de expansividade de f. Seja 0 < € < €y. Suponha, por absurdo, que
d(f™(u), f*(v)) < e para todon >0 e u # v.

Dai, como u e v pertencem a B, (y), vale:
A, 0) = AP (F (), A (F(0))) < o~ "d(f (), f7(0)) < 0.

Portanto, quando n — oo temos que d(u,v) — 0, ou seja, u = v.

Consideremos ¢y > 0 dado no Lema 2.1

Corolario 2.1. Se P € parti¢io de M tal que
diam(P) < €,
entao P € f-geradora com respeito a qualquer medida f-invariante.

Demonstragao. Consideremos
P = {C™ = Py 0 f (P f 0P, )

Seja P(™)(z) os elementos de P™) que contém .
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Afirmagao 2. Para todo x € M vale:

lim diamP™ (z) = 0.

n—oo

Prova. Suponha, por absurdo, que existe, para cada n € N, y,, € P(")(x)
tal que d(yn,x) > § > 0. Pela compacidade de M podemos extrair uma
subseqiiéncia y,, convergente, isto é, klim Yn, = Y. Dali, y € P(”)(x) para

— 00

todo n, ou seja, d(f™(z), f"(y)) < p, contradizendo o fato de d(y,x) > § > 0.

Vamos mostrar que dados A C M boreliano e € > 0, existem Cfn), e Cr(,?)

em P" tal que

1 (CJ q.(”)AA) <e

i=1

Consideremos K; C A e Ko C A° compactos tais que

< % e W(A°AK,) <

DN o

Seja r = dist(K1,K3) > 0. Pelo Afirmagdo 2, vale para n suficientemente
grande, diamP"(x) < g, para todo x € M.

Consideremos os C{n), e C’fﬁb ) em P que intersectam K;. Entao,

Hw (G OZ(H)AA> =pu (G Ci(n) —A) tpu (A— Gcz(n)>
=1

i=1 i=1

<A - Ky) 4+ p(A° — Ks) < e
O

Observagao: Mostramos que dado A boreliano em M e § > 0, podemos

encontrar A,, unido de elementos de P" tal que u(AAA,) <4, ie,

lim p(AAA,)=0.

n—oo

Corolario 2.2. Para toda p medida f — invariante e toda particio P com

didmetro menor que €g vale

hu(f) = h#(f,P).

Demonstragao. Decorre diretamente do Corolario 2.1 e do Teorema de

Kolmogorov-Sinai.
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O préximo resultado é o ingrediente fundamental para o Teorema principal

desta secao.

Lema 2.3. Dado uma fungao v : M — R continua, o operador Py, : T — R
definido por
Polh) = () + [ 6 du

€ semi-continuo superiormente.

Demonstracao. Fixe pg € Z e seja ¢g > 0 dado no Lema 2.1. Visto que
M é compacta podemos encontrar uma particao P de M tal que diamP < €q
e po(OP) = 0, para todo P € P (ver [Wa82|, pagina 187). Dai, usando que
n—1 n—1
H,(P) =— Z v(P)logv(P) e que m (P, | c U f71(0P;,) temos
PcP j=0 j=0
que a aplicagao v — %HV(P(”)) é continua em pg, para todo n > 0. Assim a
aplicagdo v — h,(f, P) é semi-continua superiormente em pq (ver [Ke98§]).
Visto que escolhemos a particao P com didmetro menor que €y, temos pelo
Corolario 2.2 que h,(f) = h,(f, P) para toda p € Z.
Portanto concluimos que a aplicagdo v +—— h,(f) é semi-continua
superiormente em (. Para finalizar basta observar que a aplicagao integral

v+ [ dv é continua em 7.

O
Demonstragao do Teorema 2.1.  Decorre diretamente do Lema 2.3 e

do fato que o conjunto das medidas f-invariantes é compacto.
O
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2.2 Unicidade de Estados de Equilibrio

Nesta se¢ao vamos abordar outros métodos e ferramentas da Teoria ergodica
para garantir a unicidade dos estados de equilibrio para potenciais Holder-

continuos. A estratégia é a seguinte

e Utilizando um resultado de Analise Funcional garantimos a existéncia de
automedidas para o dual do operador de transferéncia. Usando algumas
estimativas também garantiremos a existéncia de autofungoes para o

operador de transferéncia.

o Garantir a existéncia da medida que maximiza o operador Py. Por tltimo,

garantir a unicidade da tal medida.
O resultado principal que vamos demonstrar nessa segao é

Teorema 2.2 (Ruelle-1968). Sejam f : M — M wuma transformagdao
expansora e ¥ : M — R uma fung¢ao y-Hélder. Entdo existe um unico estado de
equilibrio associado ao par (f,). Além disso, a pressao topoldgica é exatamente

o logaritmo do raio espectral do operador de transferéncia.
Vamos aos conceitos necesséarios para a prova do Teorema 2.2.

Definicao 2.4. Sejam f : M — M wuma transformacao continua, localmente
injetiva e p uma probabilidade. Dizemos que a funcao integravel F' € o Jacobiano

de f com respeito a u se
() = | P

para todo boreliano A C M tal que f|a seja injetiva. Geralmente denotamos o

Jacobiano por J, f.

O resultado seguinte garante que o Jacobiano de uma transformagao com

respeito a uma medida é tinico, com respeito a essa medida.
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Lema 2.4. Sejam f : M — M transformagdo continua, localmente injetiva e

w uma probabilidade. Se o Jacobiano de f existir, entdo ele € unico em u-q.t.p.

Demonstragao. Suponhamos que F' e G sejam Jacobianos de f. Considere
os conjuntos A = {x € M|F(z) > G(z)} e B = {z € M|F(z) < G(z)}.
Particione A e B em conjuntos com didmetro suficientemente pequeno de forma
que f seja injetiva nos elementos das partigoes. Usando resultados de teoria da
medida é possivel mostrar com essa hipoteses que A e B tém medida nula. Dai

concluimos que F' = G em p-q.t.p.
O

Consideremos 9 : M — R uma funcdo continua e f : M — M um

difeomorfismo local.

Definicao 2.5. O operador Ly : CO(M) — C°(M) definido por

Lyglx)= > W .g(y),¥ge (M),

y€f~1(x)
€ chamado de Operador de Ruelle-Perron-Frobenius ou Operador de

Transferéncia associado ao par (f,v).

Uma observagao relevante é que o operador de transferéncia é continuo na

topologia C°. Com efeito,

I £49(x) llsup< 87" () - eIl | g flup < Cte- || g llsup,

ja que 9 é continua e M é compacta.

Outra propriedade importante do operador de transferéncia é que se uma
funcao g é positiva, entdo Ly g é positiva.

E de grande importancia considerar o dual do operador de transferéncia
restrito ao conjunto das medidas M, o qual fica totalmente definido pela

igualdade
/gd(ﬁi‘pu) = /EwgduNg € C'(M).
O resultado seguinte garante a existéncia de automedidas para o dual do

operador de transferéncia.
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Lema 2.5. Eziste v € M tal que Lj,v = Av, onde A = lim {/| L}1 [|sup-

Demonstracdo. E um fato da Analise Funcional que para operadores
T : C°(M) — C°M) positivos, o seu raio espectral é um autovalor do seu

adjunto T*. Para uma demonstracdo rigorosa ver [De|, pagina 235.
([l
Observacao: E facil ver que \ = [ L1 dv, onde v ¢ a medida associada a .
Lema 2.6. Se v é uma medida tal que E;V = v, onde \ > 0, entao
J,f = Xe .

Além disso, se considerarmos h : M — (0,00) uma fung¢do e yu = hv, entdo

ﬂbhof'
h

Juf = Ae

Demonstragdo. Seja A C M um boreliano tal que f|a é injetiva.
Consideremos uma seqiiéncia {g, }nen em C°(M) tal que g, — X4 em v-q.t.p

e ||gnlloo < 2, para todo n > 1. Entao

Ly(e ¥ gn)(z) = Z e?We Wy, (y) = Z gn(y) = Xp(a)
yef~1(x) yef—(z)

em v-q.t.p. Seja d = §f (), o qual independe de = pelo Lema 2.1. Daf temos

Lole™Vg)@] < Y lgaI< D lgnll < 2d,¥n > 1. (2.1)

yef~(z) yef~1(x)

Usando 2.1 e o Teorema da Convergéncia Dominada (ver [Rud81]), vale
/)\e_wgndu = /e‘¢gnd(Au) = /e_wgnd(ﬁz,u)

= /E,([,(ewgn)dv — /Xf(A)dV =v(f(4)).

//\efwgndl/—> /)\eﬂ/’XAdV:/ e Ydu.
A

V(f(A)):/)\eﬂl’dl/.

A

Por outro lado,

Portanto,
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Para provar a segunda parte usamos o Teorema de Radon-Nikodym (ver

[Rud81]) e obtemos

/)\ - th gnd/l:/e_w-hof-gnd(ﬁz)l/):/Ew(e_w'hof'gn)dy

/Zho /Zho (y)dv(z)

fy)= f(y)=z

~ [ 3 onlw)avta) - / B(x) L€ gu) (@)du(z) = / Lo(ega)dp.

fly)==

Usando a defini¢do do operador de Transferéncia temos que

/A v hot = /Z gndp — p(f(A)).

fly)==

Por outro lado

/)\e_w-%-gndue/}l)\e_w-hzfd,u.

Pela unicidade do limite conclui-se o resultado.
O

Lema 2.7. Seja f : M — M expansora. Dado U C M aberto nao vazio, entdo

existe N € N tal que fN(U) = M, i.e, f € topologicamente misturadora.

Demonstragao. Sejam z € U e r > 0 tal que B(z,r) C U. Suponhamos,
por absurdo, que f™(U) # M, para todo n > 1. Dali, existe w : [0,1] — M com
w(0) = f"(x),w(l)=ye M — f*(U) e l(w) < (diamM) + 1.

Sejam h"™ o ramo inverso de f" e uma curva w, = h"w : [0,1] —» M
satisfazendo w, (0) = z e w, (1) =y, € M — U. Dai, como h" contrai a taxa de

o™ vale r < l(wy) <o~ ™-{(diamM) + 1}. Contradicao, pois r esta fixo.

Definigao 2.6. Seja € M. Definimos o suporte de p como
supp(p) := fecho{x € M ; ¥V vizinhanca V de x, u(V') > 0}.

O proximo resultado garante que se uma medida possui Jacobiano positivo,

entao ela esta suportada sobre toda variedade.
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Lema 2.8. Se f : M — M ¢€ expansora e pn € M possui Jacobiano J,, f positivo,

entao

supp(p) = M.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que existe V' C M aberto com
u(V) = 0. Consideremos uma particdo G = {41,...,A4;} de V tal que f|a, é
injetiva para todo i.

Dai

u((40) = [ Jupau=o.

pois u(A;) =0.

Logo, pela propriedade aditiva da medida, temos p(f(V)) = 0. Usando
indugéo sobre n obtemos que p(f™(V)) = 0, para todo n > 1. Agora, pelo
Lema 2.7 existe N tal que f¥(V) = M, e dai terfamos que u(M) = 0, o que é

um absurdo.

O

n—1

Lema 2.9. Seja ¢ - M — R um potencial y-Hélder ¢ Sy =) wo f'. Se
=0
d(f™(z), f*(y)) < €o, entao

[Sntp(z) — Sntp(y)| < A-d(f" (), [" ()

Demonstragao. Usando a desigualdade triangular e o fato de 1 ser uma

funcao y-Holder, temos

1S0(x) — Sub(@)] < 3 [ (@) —w(Fw)] < 3 C-d(f (@), i)
i=0 =0

Usando os ramos inversos de f, garantidos pelo Lema 2.1, vale

d(f'(@), f'(y)) < "7 d(f" (), f" ().

Dali,

n—1
1S (@) =St (y)] < O3 06V d(f7(2), ()T < — (@), £ ().
1=0

~1—0

Basta tomar A =

1 — para finalizar o resultado.
— 0
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Lema 2.10. Seja f : M — M uma transformagao expansora e p € M tal que
Juf € estritamente positivo e Holder-continuo. Se d(f™(x), f*(y)) < € entdo

existe K1 > 0 tal que
< Juf"(2)

< Kj;.

=7 =

Demonstragao. Usando as manipulagoes necessarias teremos

n—1
[I2urF @y | | .
Juf" () =0 <11 Juf (P W) + 1 uf (f7 (@) = Juf (f ()]

- 6 Juf (f(y))

K_

Jufr(y) nt

I17.rFw)
j=0

Observando que ¢ = inj& Juf(x) > 0, temos
e

n

f[ LA @) — (P W),

#f"x

an y
Usando que o jacobiano é y-Hélder e os ramos inversos de f, garantidos pelo

Lema 2.1, temos

8 < f[ L+ CA( @), Py ﬁ 1t Lot i), )7,
W j=0 izo
Visto que d(f"(x), f*(y)) < €o vale

L@ . Cel

ety < L Sy <emn (20

C Y
Basta tomar K7 = exp ((160—7)) para finalizar o resultado. E para obter
c(l—o

a desigualdade contraria s6 é trocar os papéis de x e y.
O

Definigao 2.7. Sejam f : M — M e p uma probabilidade. Dizemos que p €

uma medida nice com respeito a [ se
1. Existe o Jacobiano J, f e € estritamente positivo.

2. Ezxiste ¢g > 0 tal que para todo 0 < € < €y pode-se encontrar K. > 0
satisfazendo

K- < u(B(e,n,x)) - Juf"(x) < Ko

para todon >0 e todo x € M.
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Um resultado que decorre diretamente do Lema 2.10 é

Corolario 2.3. Se p € uma probabilidade que admite J,, [ estritamente positivo

e Hélder-continuo, entao pu € uma medida nice.

Demonstragao. Seja 0 < § < ¢y. Sabemos, pela expansividade de f, que

fM(B(0,n,x)) = B(f"(x),d). Consideremos U = {41, ..., 4;} uma cobertura
]

de M por bolas de raio < 5 € 0 = _Erllin lu(Ai) > 0 (pois u é positiva sobre

ceey

abertos). Denotando por B; a bola dinAmica que é levada em A; por f™ teremos

5. < p(A) = / Tufrdn < Ko™ (@)u(By).

i

Por outro lado,
U2 ) = [ ufndn = KT @)
Tomando K, = % segue-se o resultado.
O

Definicao 2.8. Uma medida de probabilidade p € dita exata com respeito a f

quando para todo A € ﬂ F7R(B(M)) vale que u(A) =0 ou 1, onde B(M) € a
£>0
o-dlgebra de Borel em M.

Lema 2.11. Suponha que f : M — M € uma transformacao expansora e p €
uma probabilidade f-invariante. Se o Jacobiano J, f € estrito positivo e Hélder,

entao p € exata. Em particular, p é uma medida misturadora com respeito ao

par (f; ).

Demonstragdo. Ver [Cr85], pagina 29.
[

O resultado que se segue é de grande interesse, pois o mesmo faz uma
relacao entre a entropia métrica de uma transformagao com o Jacobiano da
transformacao com respeito a medida considerada. Esse tipo de resultado é um

dos motivadores do estudo do Jacobiano de transformagoes.
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Teorema 2.3 (Férmula da Entropia). Se p é uma medida f-invariante e
nice, entao

ha(f) = / log J,,fdu

Demonstracao. O Teorema de Brin-Katok afirma que se p é f-invariante

entao

1
h,(f) = —/lim limsup — log pu(B(e, n, x))dpu.

e—0 n n

Visto que p € nice, temos

Juf™@) K < p(Bleon,a) < T (0) K

€

sempre que € é menor que a constante de expansividade de f.
Dai,
N 1 . 1
— lim lim sup — log pu(B(€, n, x)) = limsup — log J,, " (z).
e—0 n n n n
Por outro lado,

n—1
Clog Juf"(r) =+ 3 log Juf(f7(x).
j=0

Pelo Teorema de Birkhoff, temos

1
/limsupglogJuf"(a?)du: /logJufdu.

Portanto,
hu(f) z/logJMfd,u.
|
O resultado que acabamos de provar existe para uma classe bem mais
ampla do que a das transformacgoes expansoras. Sendo o mesmo de grande

importancia, vamos fornecer o seu enunciado. Para isso vamos descrever a

classe das transformacgoes para as quais o resultado se verifica.
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Sejam f : M — M uma transformagao mensuravel e p uma probabilidade
f-invariante. Suponha que existe uma particao finita ou enumeravel U de M

tal que
(a) f élocalmente injetiva, digamos que esta é injetiva sobre os dtomos de U.

(b) diametro de U™ (z) tende a zero quando n cresce arbitrariamente, para

1 quase todo .

Teorema 2.4 (Férmula de Rokhlin). Se p € uma probabilidade f-invariante

e [ satisfaz (a) e (b) acima, entdo

alf) = [ 10 1,(5) d:
Demonstragao. Ver [OV05], pagina 7.
([

A partir de agora vamos fazer algumas estimativas sobre o operador de

transferéncia para poder demonstrar o nosso resultado principal.

Lema 2.12. Se f : M — M € expansora, entio existe C > 0 tal que
1 (L71)(x)

c = =

para todo x,y € M e todo m > 1.

Demonstragao. Vamos dividir o nosso problema em dois casos.
1° Caso (local): Sejam x e y; as pré-imagens por ™ de z e y que estdo na
mesma bola dindmica de comprimento n e raio . Desde que d(z,y) < €g, temos

usando o Lema 2.9

e~ Ad@y)! < Snt(@)=Sndb(y1) < pA-d@y)” (2.2)
Visto que
esnw(ll)
Ezl(l') _ )=
£7J)1(y) Z eSn¥(y1)
f(yi)=y
temos
e~ Ad(z,y)Y < £¢1(x) < eAd@y)T (2.3)
L31(y)
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Donde,

oAl < ﬁzﬁl(m) < Al
Ewl(y)
2° Caso (global): Consideremos x,y € M quaisquer. Seja v : [0,1] — M,
diferenciavel por partes, ligando = a y. Usando que 7 é continua e [0,1]

é compacto, garantimos a existéncia de bolas Bi,..., By de raio %O tal que
k
v([0.1)) c | JBie BinBia #0,i=1,...k— L.
i=1
Escolha x; € B; N B;41, entao

(L) (LgD()  (LpD(x)  (LF1)(xr-1) < (A

(LrD(y) — (LpD(x) LDz (L)

Visto que M é compacta, temos que diam(M) < oo. Donde, o nimero
k<9 diam(M) +1

Portanto, basta tomar C' > (e?'%0)* para finalizar o
€0

resultado.
O

Corolario 2.4. A segiiéncia {)\*”Eﬁl} ¢ limitada na topologia C°, i.e,

ALY |sup < K3, para algum K3 >0 e todo n > 1.
Demonstracgao. Pela defini¢ao de A temos:
/x\‘"[ﬁZldi/ =1,

para todo n > 1.
Portanto devem existir s,, € M, para cada n > 1, tal que )\_"Egl(sn) < 1.

Usando o Lema 2.12 temos que

ATLEL() < C-ATLE(s,) < C,

para todo x € M e todo n > 1. Basta tomar K3 > C.
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Teorema 2.5. Ezxiste Ky > 0 tal que
ALY (1) — AL ()| < Ky - d(21,22)7,
desde que d(x1,z2) < €.
Demonstragao. Usando expansao de Taylor vale
et Ad@iz)” _ 1) < Cf - d(xy, 22)7. (2.4)
Utilizando as desigualdades (2.3) e (2.4) temos
L01(xq)

—Co - d(w1, )7 < 2

——— — 1< Cp - d(z1,x2)7.
£11(2) 0 1, T2

Portanto,
|)\_n531(.’]§‘1>—)\_n£$)1($2)| S Co-d(l'l,xz)w")\_nﬁzﬂ(l‘g)l S CO'Kg'd(.T17$2)’Y.

Basta tomar K, = Cj - K3 para finalizar o resultado.

Corolario 2.5. A seqiiéncia {\""L}1} € equicontinua.
Demonstragao. Segue-se diretamente do Teorema 2.5.
|

Definigao 2.9. Uma funcao ¢ : M — R é dita Hélder-continua com constante

de Hélder v se

para todo x ey em M. Denotaremos o conjunto de tais fungées por C%7(M).

Vamos considerar agora em C%7(M) a norma

¢lly.s = l@llsup +  sup == ——==.
7 s 0<d(z,y)<d d(xv y)FY
E um fato de Analise Funcional que (C%7,]|.||,.s) é um espago de Banach (ver

[Rud81]).
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Corolario 2.6. A segiiéncia {\""L}1} € limitada na norma ||.|[ys, i.e,

||)\_”£$1||%5 < K5, para algum Ky > 0.
Demonstragao. Basta tomar K5 > K3 + K.

O

Teorema 2.6. Sejam f : M — M wma transformagao expansora e ¥ : M — R
uma fungdo y-Holder. Se Ly9 = Ag, com g positiva, A > 0, e Lyv = Av, entao

a medida = g-v € f-invariante, ergodica e satisfaz a identidade

log A = hy,(f) +/¢ du.

Demonstragao. Vejamos que p é f-invariante:

/uofdp:/uof.gdy:xl/(uof)-gd(c;;u):xl/ﬁ,p((uof).g) dv

Pela definicado do Operador de Ruelle temos

Juesan=nt [{ 3 o s)-gw) | dvio).

fy)==z
i.e

/uofd,u:)\_l/u(x) S W gy | @)

fy)=z

= A_l/uﬁwgdyz /\_1/u/\gdu = /udu.

Pelo Lema 2.6 temos que J, f = e ¥ M. Logo J,, f é v-Hoélder e estritamente
9
positivo, entao pelo Corolario 2.3 temos que p é nice. Agora usando o Teorema

2.3 temos que:
hulf) = [0 1 d
— [ogx v +log(g o 1) ~ lostg) du = oA~ [ d.
pois p é f-invariante.
Portanto

log A = h(f) + [ dn

O fato de p ser ergodica decorre dos Lemas 2.6 e 2.11.
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Teorema 2.7. Se f : M — M expansora e ¢ : M — R é vy-Hdélder, entio

existe uma funcao g : M — R vy-Hélder e estritamente positiva tal que
(a) Lyg =g, com A > 0.
(b) g€ COY(M) com [gdv=1.
(c) g € tnica a menos de multiplicagdo por escalares.

Demonstragao. Consideremos a seqiiéncia
1 n—1
i —jpi
Jn = - Z A Ewl.
§=0

Pelo Corolario 2.5 e o Corolario 2.6 temos que {gn}nen € uma seqiiéncia
equicontinua e uniformemente limitada. Usando o Teorema de Arzela-Ascoli
(ver [El03]), existe uma subseqiiéncia {gy, } convergindo uniformemente para
uma g € C°(M). Devido ao Teorema 2.5 temos que g € C%7(M).

Vamos mostrar que g é uma autofungao do operador de Ruelle.

Vejamos:

nkfl nkfl

Lyg =Ly | lim -~ > oA = lim — >oaTit
j=0 j=0

Dai
1 i pit 1o
Lypg = Alim — ATUTILIT = Alim — AL
¥vg um -~ ZO » im -~ Zl Wl
j= j=
ou seja,
ng—1 ]
Lyg = Aim -~ DAL= ALY+ AT LR
j=0

Usando o fato que )\_”LZI é limitado, entao
1 et
Lyg= )\lilgnn—k Z ATILLT = Ag.
§=0
Observe que utilizamos o fato do operador £, ser continuo.

Vamos fazer alguns calculo para nos auxiliar na integral de g. Vejamos

1 nkfl . 1 nkfl ) 1 nk,*l
/gnkdu :/Fk > AL ldy = - > oA (/%1dy> - AN =1L
j=0 =0

=0
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Visto que g, converge uniformemente para g temos

/gduzl.

Vamos mostrar que g é estritamente positiva. Com efeito, usando que

/)ﬁ"ﬁﬁldu =1,
para todo n > 1, garantimos a existéncia de x,, € M, para cada n > 1, tal que
ALY () > 1.

Pelo Lema 2.12 vale

1 1

ALY () > ALy () - c > rok

para todo x € M e todo n > 1.
1
Pela permanéncia do limite e por (2.5) vale que g > Yok
Vamos agora demonstrar o altimo item, justamente a unicidade da fungao

unitaria g. Para isso vamos fazer uso do seguinte resultado

Lema 2.13. Sejam n uma medida de probabilidade positiva sobre os abertos de

M e {¢,} C C° uma seqiiéncia limitada e equicontinua. Se existir ¢ tal que

/uqzﬁn dn — /u(b dn, para toda u € C°.
Entao, ¢, — ¢.

Demonstragao. Seja ¢y um ponto de acumulagao da seqiiéncia ¢,,. Entao,

pela convergéncia em C°

0= /u(¢0 — ¢) dn, para toda u € C°. (2.6)

Suponha que ¢g # ¢. Pela continuidade de ¢g—¢ garantimos uma vizinhanga
V tal que ¢pg — ¢ > 6 > 0 ou ¢9g — ¢ < § < 0. Suponha o primeiro caso.
Pela arbitrariedade da fungao u podemos escolhe-14 estritamente positiva com
suporte em V.

Dai,
/U((ﬁo (15) mn = / u((250 <;5) > /u Ui >

Porém isto contradiz (2.6). Portanto ¢, — ¢.
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Voltando a demonstracdo do Teorema, vamos fazer alguns calculos que nos
auxiliarao. Seja v a automedida do dual do operador de transferéncia associada

ao raio espectral de £,. Temos

24

/u()\_” 1)y = /A—”Lz(uof%)du: /uof”gbdu = /uof"g n

Usando que (f, u) é misturador, pois p é exata, vale

Juemegoris = [uo L ( fuan) ([ ) = [ (o f o)

Vamos mostrar que {/\_”Ezu} satisfaz as condigbes do Lema 2.13. Basta
mostrar que a seqiiencia {A\"Lju} ¢ equicontinua e limitada.

Sejam x; e y;, © = 1,...,k, as respectivas pré-imagens dos pontos x e y
pelos respectivos ramos inversos de f~™ que estdo na mesma bola dinmica de
comprimento n e raio menor que € (€9 dado no Lema 2.1).

Seja v € CY7. Entao vale
u(xi) < u(y:) + Cu)d(zi, yi)" < u(y:) + Clu)o™""d(z, y)7,

onde C(u) é uma constante que depende de u.

Usando as desigualdade (2.2) e (2.4) vale

S (@) < Snv W) (1 4 Cd(x,y)7).

Entao,

k k
pule) = 30 eV Eu(e) £ 37 S0 (14 Cd(ay)) (i) + Clwa~d(a,y)")

i=1
< L3uly) + Cluyed(w,y) £31(y)(1 + Cel) + Cd(a, y) Lu(y)
< EZu(y) + o077 d(z,y)"C(w)CA™ (1 + Ce}) + Cd(z, y)"CA" || u [ sups

onde usamos que Ly 1(z) < Cte A™.
Donde
AT Lpu(x) — AT Lyu(y) < Cte. || u ||y 5 d(z,y)7.

Pela simetria da fungdo distancia vale que
AT Lju(x) — AT Lyu(y)| < Cte. || uly,s d(z,y)7,
para n > 1 e z,y tais que d(z,y) < €.
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Isto mostra que a seqiiéncia {)\’"EZu} é equicontinua, para toda u € C°
(usamos nesta passagem que C%7 é denso em C°). Agora que esta é limitada

decorre do Corolério 2.6, pois
AT L sup<|| AL l[supll w lsup< Ks ||  [[sup -
Pelo Lema 2.13 vale que
AT Lhu — g/u dv, para todo u € C°.

Com isso vamos mostrar que g é a tnica autofuncao unitaria nao-negativa.
Com efeito, suponha que gy é autofungao do operador de transferéncia, i.e,

Lygo = Aogo- Entao,

N, Ao\
A w90=<)\0> 90—>9/godV-

Como v é positiva sobre os abertos e gy é nao - negativa, entao [ go dv > 0.

Donde \g =X e go =g [ go dv.
O

Teorema 2.8. Se f : M — M € expansora e v : M — R ¢é ~-Hélder, entio

para toda n f-invariante vale

() + [ vdn < tog
Além disso, a igualdade ocorre se e somente se, n = gv.

Demonstragao. A estratégia é simplesmente garantir que se um estado de
equilibrio ergddico satisfaz a igualdade entao ele coincide com gv.
Relembre que v é a automedida de »» associada ao raio espectral de Ly e g

¢ a autofuncao de L, construida no Teorema 2.7.

Defina h : M — (0, 00) por h(z) = Alew(z)giq]‘(zva:)))'
Observemos que
Z 6w(y)g(y) "
_ v _ Lugla)
Z h(y) = ) T og(z) L

y:f(y)==

Com a notagdo acima vamos enunciar e provar dois resultados que nos
auxiliarao na demonstragao do resultado. Utilizaremos, a priori, que a pressao
topologica P(1)) é igual a log A, porém s6 demonstraremos esse fato no fim da

prova do Teorema.
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Lema 2.14. Seja n um estado de equilibrio ergédico com respeito ao par (f, ).

Entao
1. hy(f)+ [logh dn=0.

2. Jnf(y) =

1
——, para 1 quase todo ponto.
h(y)

Demonstragao. Visto que 7 é um estado de equilibrio vale que

h(f)+ / log hdip = hy(f)+ /  dn—log A+ / llog(g(x))~log(g(f(x)))] di = 0,

onde usamos que 7 ¢é f-invariante e log A = P ().
Para provarmos a segunda parte do Lema vamos utilizar a formula de
Rokhlin a qual afirma que h,(f) = [logJ, f dn.

Usando o primeiro item do Lema e a formula de Rokhlin, temos que

/ tog 77 () = 0,

hy ()
1
onde h, = —.
1 Jnf
Usando a definicao de Jacobiano temos que

Z hy(y) log h()dn:O.

y:f(y)== (y)

Usando a convexidade da fungao logaritmo temos que

0< Y hyly)log MY) o > hy(y) ily)

h
y:f(y)== "(y) y:f(y)== ”(y)
= log Z h(y) | =logl =0,
fy)=z

h(y)
= para todo y € f
) (z) ()
A invariancia de 7 garante que Z hn(y) =1 em n-q.t.p.
y:f (y)==
Donde,
Z hn(y)
yifly)==
c(x) = =1
Z By
y:f(y)=
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Temos assim que h = h, em um conjunto cuja pré-imagem tem medida total.

Usando a invariéncia de 7, temos h = h, em um conjunto de medida total.

Uma conseqiiéncia importante do Lema 2.14 é

Corolario 2.7. Se n é um estado de equilibrio ergddico com respeito ao par
(f, 1), entio L3 (g 'n) = Xg~'n).

Demonstragao. Seja ¢ uma fungdo continua qualquer. Temos que
Jeacigm=[ ¥ e Wewatsw) an
y:f(y)=z
Usando a defini¢ao da funcao h, temos que

/ Ed(Cs (g n) = / S Me)o(y) " hiy) dn = A / £(x)g(x) " dn = / £d(rg),

y:f(y)==

onde usamos a definigdo de Jacobiano na segunda igualdade.
O

Voltando a demonstragao do Teorema 2.2, podemos garantir usando o
Corolario 2.7, Lema 2.6 e Corolario 2.3 que g~ 'n é uma medida nice.
Logo,
K=" < g7 'n(Ble,n,2))J, () < K.

Usando a expressao do Jacobiano de f com respeito & 7 podemos garantir que

existe constante K tal que

-1 9_177(3(677%33))
tS Bena) =

para todon >0 e todo x € M.

Visto que as bolas dindmicas formam um conjunto gerador, podemos concluir
que 1 e u = g sao equivalentes. Visto que as mesmas sao ergoddicas, temos que
n=H.

Para finalizarmos o Teorema falta apenas mostrar que A = e’ ¥ o que
passamos a fazer.

Devido ao Lema 2.6 temos que J,f(z) = Ae %), Donde J,f"(z) =
e"108A=5n9(2) “onde v é a automedida associada ao raio espectral de Ly. Pelo

Corolario 2.3, a medida v é nice.
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Portanto
K~'w(B(e,n,2)) < 5@~ < Ky(B(e,n,x)),

onde P=log\, z € M en > 0.
Utilizando o Lema 2.9, para € < ¢y temos que
Civ(B(e,n,x)) <exp(—nP + sup Sp¥(y)) < Cov(B(e,n,x)).
yEB(e,n,z)

Somando sobre todas as colegoes G, finitas ou enumeraveis de bolas dindmicas

de raio € e comprimento n, n > N, tais que G,, cobre M, temos

C < Z exp(—nP + sup  Spu(y)) < Cy Z v(B(e,n,x)).

B(e,n,2)€G veB(en,z) B(en,2)€G

Usando o Lema da cobertura de Besicovitch (ver [EG92], pagina 30.), passando
a uma subcobertura se necessério, podemos garantir que os elementos em G,, se
intersectam no méaximo L vezes, onde L depende apenas da variedade M.
Dai,
) < Z exp(—mP + sup  Spy(y)) < CoLv(M).
B(e,n,z)€G, yeB(en,a)

Portanto P(¢,€) = log A, onde € < ¢y. Tomando o limite quando o ¢ tende a
zero temos pelo Teorema 1.11 que P(v) = log A.

Isto encerra o Teorema.
]

Demonstragao de Teorema 2.2. Decorre diretamente dos Teoremas 2.6,

2.7e28.
(]

Observagao: Garantimos com o Teorema 2.2 a existéncia de uma tunica
medida com entropia maxima para a classe das transformagoes expansoras, i.e,
uma medida cuja sua entropia métrica coincide com a entropia topoldgica da

transformacao.
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Capitulo 3

Transformacoes nao
uniformemente expansoras

Neste capitulo o objeto geral é obter uma classe mais ampla de
transformacoes que possuem estados de equilibrio. Vamos seguir as idéias do
primeiro paragrafo do segundo capitulo, porém surgirao leves mudangas, as

quais descrevemos agora

e Exibir um subconjunto K de medidas invariantes tal que todos seus
expoentes de Lyapunov sao positivos e quase todo ponto possui infinitos

tempos hiperbélicos.

e Mostrar a existéncia de uma particao geradora para toda medida em .
Deste fato e do Teorema de Kolmogorov-Sinai garantimos a existéncia de

medidas maximizando o operador Py sobre o conjunto K.

e Provar que se o potencial tem variagao baixa, entao o maximo obtido sobre

KC é de fato o méximo global para P, sobre o conjunto Z.

3.1 Estados de Equilibrio para transformacoes
tipo 1

Nesta secio vamos considerar transformacdes f : M — M de classe C1* e
que sejam difeomorfismo local. Como antes, M é uma variedade compacta, sem

bordo e conexa.
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Definigao 3.1. Seja f : M — M um difeomorfismo local de classe C'**. Diz-se

que [ € uma transformacao tipo 1 se:
H1. Eziste uma cobertura {B, ..., Bp, ..., Bpyq} de M tal que f|p, € injetiva e

o f expande uniformemente para todo x € By U ...U Bp:
I1Df(2) Ml < (L +61)7
e f nao contrai muito:

IDf(@)~H] < (1 + do),
para todo x € M.

H2. f expande volume: |det Df(x)| > o1 com o1 > q.

Definamos o conjunto
V={zeM|Df(z)""|| > (1+6) "}
H3. Emiste um conjunto W C Bpy1 U ..U Bpy, contendo V' tal que
My > mo e mg —my < [3,

onde my, m2 sdo o infimo e o supremo de logl||det Df|| em V,
respectivamente, e My, My sao o infimo e o supremo de log||det Df]|

em W€, respectivamente.

Definigao 3.2. Dizemos que uma func¢io ¢ : M — R tem p-varia¢do baira

com respeito a f se

max p(x) < P(p) = p- hiop(f).

O resultado principal desta secao é

Teorema 3.1 (Oliveira-2002). Assuma que f é uma transformagao tipo 1,
com &y e [ suficientemente pequenos. Entdo existem p > 0 e ao menos um
estado de equilibrio com respeito ao par (f,¢), onde ¢ é uma fung¢ao continua

com p-variagdo baiza.
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Um fato que usaremos com freqiiéncia é que sempre podemos escolher um «

suficientemente proximo de 1 e ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
(14 60)%(140,)" 1) < e74e,

Devido as hipoteses H1 e H2, o Teorema 4.1 (ver Apéndice) garante a
existéncia de um vy < 1 tal que Leb-q.t.p passa uma fracao 7y de tempo em

Bpi1U...UB, 4. Agora, escolha a > 79 e definamos o conjunto
Ky :={peZ(f);uV)<a}l.
Lema 3.1. K, € ndo vazio, convero e compacto.

Demonstracao. Com efeito, K, é nao vazio, pois as medidas construidas
no Teorema 4.3 pertencem a K. Agora, que K, é convexo decorre diretamente
da sua defini¢ao. Para provar que K, é compacto basta utilizar que V é aberto

e se uma sequéncia de medidas p,, converge para uma medida u, entao vale
lim inf pp, (V) = p(V'),
n

i.e, se as u, s pertencem a K, entdo y também pertence.

Usando o Teorema da Decomposi¢ao Ergddica vamos definir o conjunto
K:={p€T;u, € Ky para p— q.t.p}.

Definicao 3.3. Dizemos que a transformacao f € nao-uniformemente

expansora com respeito a [ se

n—1

. 1 ; _
limsup — _log |[Df(f/(x)) || < —de,
n =0

para algum ¢ > 0. Neste caso, diz-se que a medida i € f-expansiva com expoente

C.

Usaremos no proximo resultado o seguinte fato que decorre diretamente do
Teorema Ergodico de Birkhoff: se f preserva & probabilidade ergodica u entao

para todo conjunto mensuravel A vale
im L5 () = wa),
n—oon £

para p-quase todo ponto x € A.
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Lema 3.2. Toda medida p € K é f-expansiva com expoente c.

Demonstragao. Suponhamos que p € K é uma medida ergddica. Pela
defini¢ao de K, temos que (V) < « e logo pelo Teorema Ergodico existe A C M

com p(A) =1 e para todo x € A vale
1 n—1
lim — I(z)) <
i 25wt <o

i.e, o tempo de permanéncia da érbita de x em V é aproximadamente . Por

outro lado,
13 i1 = 1 31| 4 L 3 ()1
- > log[[Df(f ()] = - > log|[Df(f ()M + - > log|[Df(f ()7 |-
J=0 fi(@)ev fi(z)eve

Usando a hipotese H1, para todo = € A, vale:

1 n—1 ) 1

= S log IDF( (@) Ml < - Tog{ (14 60)" (1 +61) "} < —de,

j=0

pelo comentério no inicio da segao.

Para finalizar, seja H o conjunto dos = € M tais que vale o resultado. Usando
o fato que toda p em K é combinagao convexa de medidas ergddicas p, em K,
temos, pelo caso anterior, p,(H) = 1 para p-q.t.p. Portanto, pelo Teorema da

Decomposicao Ergédica, temos

O

Definicao 3.4. Dizemos que n € N € um tempo hiperbdlico para v € M com

expoente ¢ se para todo j =1,...,n vale:

[T 1D @)l < e,

k=1
O resultado seguinte € um fato totalmente algébrico, mas que nos auxilia na

busca por tempos hiperbolicos.

47



Lema 3.3 (Pliss). Dados A > ¢y > ¢1 > 0, seja 6y = j_ . Se Q1yeeey Oy
—e

sao numeros reais tal que a; < A, i=1,...,n e

n
E a; > con,
i=1

entdo existem um inteiro | > Ogn e inteiros 1 < ny < ... < ny < n, tal que para

todo 0 <k <n; et=1,...,1, vale:
Z aj Z cl(ni — k)
j=k+1

Demonstragao. Ver [ABV00], pagina 15.

Corolario 3.1. Se pu é uma medida f-invariante e f-expansiva com expoente

¢, entao existe um conjunto de medida total H tal que:

1. Todo x € H possui infinitos tempos hiperbdlicos n; = n;(x) com expoente
c, i€,

[TIDsm " @)l < e (3.1)

k=1
para todo 1 < j < n;

2. A densidade dos tempos hiperbolicos € limitada por bairo, i.e, existe

do = do(c) > 0 tal que

1l <n, <
AR U )
n n

dp.

Demonstragao. Pela definicao de medida f-expansiva, existe H tal que
u(H) =1 e para todo x € H vale

n—1

. 1 ; _

limsup — % "log | Df(f(x)) " || < e
j=0

n—oo

Portanto, se n é suficientemente grande, temos

n—1

S (~log || DF(f(x)) " [)) > 3en.

Jj=0
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Consideremos os valores A = sup( log || Df(z)™ ||), c2 = 3¢, c1 = 2c e
zeM

a; = —log || Df%=Y(x) ||. Com essas escolhas estamos nas condigoes do Lema

3.3. Assim, existem [ >

c L. .
n e inteiros 1 < ny < ... < n; < n tais que
A—2¢

> log | DF(FU (@)t || < —2¢(n; — n),
j=n+1
com(0<n<n;ei=1,..1.

Portanto,
j
H IDFC™ (@) < e,

comlgjgnieizl,...,l.

Para finalizar, seja dy = © _ ¢ observe que l = #{i : 1 < n; < n}, donde
c

A—

concluimos que

1
liminf —#{i: 1 < n; <n} > dp.

n—oo 1N

Isto encerra o resultado.
O

Lema 3.4. Eziste § > 0 dependendo apenas de [ e c¢ tal que dados n tempo
hiperbdlico de x e 1 < 7 < n, o ramo inverso f;fL de f=9 que envia f(x) em
frI(x) € definido sobre a bola de raio & centrada em f"(x), e satisfaz

c

d(fz(2), fof(w)) < e” 2 d(2,w),Vz,w € Bs(f"(x)).

Demonstragao. Vamos iniciar provando um resultado que vai nos auxiliar
bastante. Considere a funcio H(x) =log || Df(f~1(x))~! ||. Observe que H é
. z z - C .
uniformemente continua sobre M. Dai, dado o niimero 2 existe 6 > 0, o qual

escolhemos menor que ¢g dado no Lema 2.1, satisfazendo
I D) IS e | DF(FHE) T I, V0. & € Meom d(n,€) < 6. (3.2)

Agora, usando o processo de indugdo provaremos o Lema. Seja j = 1. Para

cada y € Bs(f™(x)) vale

IDFCF )™ < e 1 DFCF )™t -

Visto que n é tempo hiperbélico de z, temos

c

I D) < e
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Sejam z,w € Bs(f™(x)) e v uma curva minimizante ligando z & w em Bs(f™(x)).

Vale,

d(fon(2), frp(w)) S/O I (F = ov(®)" |l dté/o IDFCH@®N ™ @) | dt

IN

e 2d(z,w).

Suponha entao que para j > 1 vale

H I Df(f < e H I DFCf" " (@)~ |l vy € Bs(f"(x)).

k=1

Devido ao item (ii) é da hipdtese de inducao, é valido que

r

d(fo (), fon’ (2)) < e"#d(y, f"(x)) < 8,Yy € Bs(f" ().

Dai, pela estimativa em (3.2), vale
IDF(F=I D) < e | DI @)

Segui-se entao que

Jj+1

H I DF(F ()t ||< 86D H | DF(fmF(z)) " [|< e 56D,

k=1
onde usamos que n é tempo hiperbélico de x.
Devido ao item (i) do Lema 2.1, o ramo inverso f,J estd bem definido
na bola de raio § centrada em f™(z). Considere a curva v minimizante, em

Bs(f™(x)), ligando z a w.

d(f (), [ (W) < /1 I D= (@) Il A/ (1) || dt < e 29+ Dd(z, w).
0

Portanto o Lema esta provado.
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3.2 Existéncia de Estados de Equilibrio para
transformagoes tipo 1

Definicao 3.5. Dado € > 0, definimos o conjunto
Ac(z) :=A{y € M;d(f"(x), f"(y)) < € para n > 0}.
Lema 3.5. Se € K e € dado pelo Lema 3.4, entdo para u-q.t.p e € < § vale

Ac(z) = {z}.

Demonstracgao. Pelo Corolario 3.1, existe H C M com medida total tal
que todo & € H possuem infinitos tempos hiperbolicos n;(z). Pelo Lema 3.4, se

2z € Ac(z) com € < §, entdo
d(x,2) < TN (), [ (y) < 7P

Como zx possui infinitos tempos hiperbélicos, podemos fazer eles tenderem ao

infinito e concluir que = = z.

Seja § > 0 dado no Lema 3.4.

Corolario 3.2. Se P € parti¢io de M tal que
diam(P) < 6,
entao P € f-geradora com respeito a qualquer medida pertencente a K.

Demonstragao. Consideremos
P" = {O(n) = Pio N fﬁl(ﬂl) n..n fi(nil) (Pin—l)}'

Seja P™(x) os elementos de P™ que contém z. Usando o Lema 3.5 podemos
garantir que nlln;o diam P"(x) = 0.

Agora, dados A mensuravel e € > 0, considere K1 C A e Ky C A° conjuntos
compactos tais que p(K1AA) < i e u(KAA%) < i Seja r = dist(K;, Ka).
Escolha n suficientemente grande de forma que para todo z em um conjunto
com medida maior que 1 — i vale

diamP™ (z) < g
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Sejam C’{n), . C,(,Tf) em P tais que intersectem K;. Observe que os Ci(n)’s

sao disjuntos de K. Portanto,

AN C) < p(AN K1)+ p(A\ o)+ < e.
i=1

Isto completa a prova.
|

Corolario 3.3. Para toda p € K e P particao com didgmetro menor que 6 vale

hu(f) = hu(f, P).

Demonstracgao. Decorre diretamente do Corolario 3.2 e do Teorema de

Kolmogorov-Sinai.
O

Lema 3.6. Se n é uma medida ergodica e nao pertencente a KC, entdo existe

p < 1, independente de n, tal que

hn(f) < Phtop(f)-

Demonstragao. Como 7 é ergodica e pertence a K entao n(V) > a. Sejam
A(z) > o> X() 20> Agq1(z) > ... > N(2) os expoentes de Lyapunov em
x. Pelo Teorema de Oseledets,

l

[ 1081 det (e ) = - e

i=1
el(x), A\1(x), ..., \i(z) sdo constantes em 7n-q.t.p.
Afirmacgao: \; > —log(1+ dp).

Prova. Para todo v € Ej(x) e |v| =1 vale
: 1 n : 1 n -1 -1
A= lim ﬁlogHDf (z)v|] > lim ElogHDf ()=~ (3.3)

Usando a regra da cadeia temos

D) = (H Df(ﬂ(ﬂ?)))

-1

— T DG

Jj=0
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Substituindo em (3.3) temos

n—1 n—1
1 e Ny — .1 i A\
A=~ Tim Sog | T DA @)~ = — tim log [T 11DA(F () I
7=0 =0

Usando que ||Df(z)7 ] < (1+ dp) temos
1 n—1
A== lim —> log(1 4 6o) = —log(1 + do).

n—oo 1
j=0

Vamos terminar a demonstracao do Teorema. Sabemos pela desigualdade

de Ruelle que

l

OED S / log | det Df (2)ldn(x) — 3 Ai

1=s+1
Como n(V) > « e por H3 vale my < Ms. Logo

l
h(f) < / log | det Df(2)|dn(x)— 3~ Ai < n(V)ma-+n(Ve)Mot(i—s) log(1+0)
1=s+1

< n(V)ma+(1-n(V)) Ma+(1—s) log(1+60) < n(V)ma+(1-n(V)) Mz+log(1+d)

Afirmacgao. n(V)mg + (1 —n(V)) Mz < amz + (1 — o) Ms.
Com efeito, basta observar que a desigualdade é equivalente ao produto
(a =n(V))(me — Ms) > 0.

Dai temos que:
hy(f) < ama + (1 — o) My + llog(1 + do). (3.4)

Seja pp uma medida ergodica, absolutamente continua com respeito a Leb, f-
invariante construida no Teorema 4.3 (ver Apéndice).

Como Lebesgue quase todo ponto passa no maximo uma fragao de tempo
vYo em Bpi1 U...Bpiq O W, temos po(W) < .

Usando que f é C'* e ug é absolutamente continua com respeito a Leb
temos pela formula de Pesin que

l
B (f) = / log | det D (0)ldpuo(x) — 3" A > (W) + (1 — o (W) M.
1=s+1

Usando que po(W) < 9 e my < M vale
po(W)my + (1 = po(W))My = yoma + (1 —70) My,
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Dai,
huo (f) = voma + (1 — o) M.

Ajustando os valores de «, 8 e §y podemos garantir que
ams + (1 — a)Ms < yomy + (1 — v9) My — llog(1 + dp),
e assim podemos obter p < 1 tal que
ams + (1 — a)Ms + llog(1 + dg) < p(yom1 + (1 — 7o) My).
Portanto concluimos que:

hiy(f) < p(yoma + (1 = v0)M1) < phyo (f) < phiop(f)-
O

Corolario 3.4 (Principio Variacional para medidas expansivas). Se ¢ ¢
uma func¢ao continua com p-vartagdo, entao
P(p) = sup {hu(f) +/de}~
vekk

Em particular,

htop(f) = Sup hu(f)

vek
Demonstragao. Denotemos por E o conjunto de probabilidades invariantes

e ergodicas. Vamos provar que

s )+ [t} =sup fnui + [}, @

pois

P(p) = sup {mf) o f W} |

veE

Para provar (3.5), observe que se v € K¢ vale pelo Lema 3.6 que

hy (f) +/<Pdv < phiop(f) + maxp(z).

Sendo valido para toda a v, temos que

sup {hu(f) +/de} < phiop(f) + maxp(z) < P(p).
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Demonstragao do Teorema 3.1. Devido ao Corolario 3.4 vale que

sup { (1) + [ v} = Pl

vekl

Entéo, consideremos uma sequéncia {x,} realizando o supremo. Sem perda de
generalidade podemos assumir que p, — u, na topologia fraca®™. Afirmamos
que p é um estado de equilibrio e pertence a K.

Com efeito, fixe uma parti¢do P com didmetro menor que § (dado no Lema
3.4), tal que u(OP) = 0 para todo P € P. Sendo pu, elemento de K, vale pelo
Corolario 3.3 que hy,,, (f) = hy,, (f,P).

Dalf,

P(p) =limsup{hun(f)+/s0dun} :limsup{hun(f,P)wL/sodun}

n—oo n—oo

< hu(f,P) + /wdu < hu(f) + /s@du < P(g)-

onde usamos a semi-continuidade da aplicagdo v —— h,(f, P) na primeira
desigualdade.

Donde,

P(e) =)+ [ i

Vamos provar agora que se 1) ¢ tal que P(¢) = hy,(f) + [ ¢dn, entdo n € K.

De fato, usando o Teorema da Decomposi¢ao Ergodica, definamos o conjunto
Q={zreM:n € K.} Precisamos mostrar que n(?) = 1. Suponha, por

absurdo, que 1n(2¢) > 0 e seja y € Q°. Entdo, pela demonstragdo do Corolario
3.4, vale

hay, (f) +/<pdny < P(p).
Usando o fato que

() = [ o, (£an(z)

(ver [Ke98], pagina 75), temos que

hn(f)+/<pd77= / (hnx(f)Jr/wdnz) dn(z).

by (£) +/sod?7 < P(p),

contradizendo o fato que 7 satisfaz a igualdade.

Dali,

Portanto n(2) =1, i.e, n € K.
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O

3.3 Estados de Equilibrio para transformacoes
tipo 2

Vamos considerar durante toda essa secao um difeomorfismo local de classe
CY, f: M — M, sobre uma variedade riemanniana compacta, conexa e d-
dimensional.

Vamos denotar por p o grau da transformacao f, i.e, o nimero §f~!(z), o

qual independe de = (ver Lema 2.1).

Definicao 3.6. Defina o nimero Ci(f) como sendo o mdzimo sobre M da

norma do k-ésimo produto exterior da diferencial de f, i.e,
o k
C(F) = ma || A¥DJ(x) |

Uma transformagao f : M — M € dita tipo 2 quando existe p = p(f) < 1 tal
que

. < .
max log Cr(f) < plogp

Definigcao 3.7. Uma funcao continua ¢ : M — R € dita uma fungao de p-

variacdo baira se vale

max ¢(z) < P(¢) - plogp,

com 0 <p<l1.

O resultado principal nesta secao é

Teorema 3.2 (—, Oliveira, Viana - 2005). Se f ¢ uma transformagao tipo
2, entdo existe ao menos um estado de equilibrio com respeito ao par (f, @),

para toda fungdo ¢ de p-variagao baiza (p = p(f) > 0).

Vamos agora desenvolver alguns resultados que nos auxiliarao na prova do

nosso resultado.

56



Iniciamos comentando um pouco sobre os argumento de Oseledets no seu
trabalho [Os68]. Seja p uma probabilidade f-invariante, entdo Oseledets provou
a existéncia de um conjunto de p medida total tal que para todo ponto x neste

conjunto vale: existem um k = k(z) > 1, uma filtragao
T,M =F}>F?> ... D FF > FF1 = {0},

e nimeros Ai(z) > ... > \(z) tal que Df(z)F} = F}(z) que satisfazem a

seguinte propriedade
1
N(z) = lim —log || Df™(@)v |,
n—oo M

para todov € F, — Fitl i=1,..k.

Os ntmeros A;(x) sao conhecidos como expoentes de Lyapunov de f no ponto
2. Abusando um pouco da notacdo, denotaremos os expoentes de Lyapunov de
f no ponto z por Aj(z) > ... > A\4(z), onde cada nimero é contado de acordo
com sua multiplicidade.

Na literatura também existe os expoentes de Lyapunov da transformacao f
os quais sao definidos por A; := fM Ai(x) dp. No artigo [Os68] prova-se que se
u é ergodica entdo vale que \; = \;(z) em p-q.t.p.

Vamos comentar agora sobre a nogao de k-produto exterior de uma aplicagao
linear entre espagos vetoriais (ver [F163], paginas 5 - 18). Para tanto vamos
considerar V' um espaco vetorial de dimensao finita . O k-ésimo produto exterior
de V, A*V, com k > 1, é por defini¢do o conjunto gerado pelo produto vetorial
v1A...A\vg de vetores vq,...,vp em V. Assumindo que V é dotado de um produto
interno, podemos dotar o espaco vetorial A¥V com um produto interno de tal
maneira que || v1 A... Avg || é exatamente o volume do paralepipedo gerado por
v1, ...,V em V. Consideremos agora uma aplicagao linear S : V — V. S induz

de maneira natural uma aplicacio linear A¥S : A¥V — A*V tal que
AkS(Ul, ey Uk) =Svi A... A Sg.

Um fato bastante interessante na aplicacao definida a partir de S é que seus
autovalores sdo exatamente o produto de k autovalores distintos de S, onde os
autovalores sao contados de acordo com sua multiplicidade.

Da mesma forma que os autovalores, existe uma relacao entre os expoentes
de Lyapunov de A*S e de S. Mais precisamente, os expoentes de Lyapunov de

A*S sdo soma de k distintos expoentes de Lyapunov de S.
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Portanto, se f é uma transformagao tipo 2, existe p < 1 tal que
Aiy + o+ Aiy, S log Ci(f) < plogp,

para todo conjunto de indices 1 < i; < ... <1 < d.

Vamos agora definir um subconjunto de probabilidades f-invariantes nos
quais vamos garantir que 14 podemos encontrar estados de equilibrio.

Para tanto vamos fazer uso do Teorema da Decomposigdo Ergodica (ver

Ke98]) e do nu =pl — log C .
[Ke98]) e do niimero c(f) := plogp — max log Cr(f)
Definicao 3.8. Definimos o conjunto
K:={pu€ZT: pu, tem todos expoentes de Lyapunov > 8¢, para u— q.t.p},
1
onde ¢ = gc(f)

Lema 3.7. Fizada p ergédica em K , existe N € N tal que fV tem densidade

positiva de tempos hiperbélicos para p-q.t.p.

Demonstragao. Pela defini¢ao de K garantimos que para quase todo ponto

x existe ng(z) > 1 tal que
I Df™ ()w || = e || w ],
para todo w € T, M e todo n > ng(z), i.e,
I Df" ()" < e,

para todo n > ng(z).

Consideremos a sequéncia «,, := p({z € M : n < no(z)}). Observe que
a sequéncia converge a zero quando n tende ao infinito. Visto que f é um
difeomorfismo local, existe K > 0, tal que | Df(z)~! ||< K, para todo = € M.

Vejamos os seguintes calculos

[ roel D)t dn= [ log | Df"(a) " | du log || Df*(x) || du
M {z:n<no(x)} {z:n>np(z)}
< —6cen + nay log K,
n—1
pois || Df*(z)~t ||< H | Df(f7(x))"" ||< K™ Dai, se N & suficientemente
=0

grande vale

/ log || DY (2)™ || dpx < —4e.
M
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Usando que p é ergodica temos que

n—1
. 1 ; _ _
hmsupﬁ ZlogHDfN(ij(a:)) Y= /M log || DfN(z)™! ||< —4c < 0.
n J:O

Usando o Corolario 3.1 item 2 finalizamos o resultado.

O

3.4 Existéncia de Estados de Equilibrio para
transformacoes tipo 2

Provaremos agora o resultado que garante que toda medida g em K possui

uma particao geradora comum.

Lema 3.8. Seja p pertence a K. SelU é uma parti¢ao com didmetro menor que
d (ver Lema 8.4), entao para p quase todo x em M vale lim diam L{(”)(m) =0.
n—oo

Em particular, U € uma particao f-geradora com respeito & pu.

Demonstracao. Pelo Lema 3.7 garantimos um N > 1 tal que fV tem
densidade positiva de tempos hiperbdlicos para u-q.t.p.
Definamos
k—1
VE =\ N WU k> 1
j=0
Pelo Lema 3.4, se k é tempo hiperbolico para fV, entdo diamV® () <
e~ 3*N . Dai, diamV®)(z) é decrescente e converge a zero. Visto que vale
UFN) () € V®)(z), para todo k, e o diametro de U™ (z) é decrescente em
n, entdo lim diam U™ (z) = 0, para p quase todo x em M.

A demonstragao de ser f-geradora é idéntica a demonstragao do Corolério

3.2.
O
Corolario 3.5. Para toda p em IKC e U partigdo com didmetro menor que 6 vale
ha(f) = by (£,U).

Demonstragao. Basta aplicar o Lema 3.8 e o Teorema de Kolmogorov-

Sinai.
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O proximo resultado garante que medidas ergodicas nao pertencentes a

tem entropia "pequena'.
Lema 3.9. Se u € K¢ e € ergddica, entao h,(f) < plogp.

Demonstragao. Pela definigdo de K temos que Ay < ¢ < ¢(f). Usando
que f é do tipo 2 temos que

k

> i <log Ci(f),

i=1
para 1 <k <d.

Usando a desigualdade de Ruelle temos

< ; < = .
hy(f) < /M AZ;O/\ dp < c(f) + lrgggdlong(f) plogp

O

O resultado seguinte garante que na busca por estados de equilibrio podemos

nos restringir ao conjunto K definido anteriormente.

Corolario 3.6 (Principio Variacional em K). Se ¢ : M — R tem p-variagao

baiza, entdo

P(¢) = sup Py(u).
per

Em particular,

hiop(f) = 522 hu(f)-

Demonstragao. Denotemos por E o conjunto de probabilidades invariantes

e ergddicas. Vamos provar que

sup )+ foary =swp {nin)+ fowry,  6o)

pois

P(6) = sup {m(f) - qbdu} |

veE

Para provar (3.6), observe que se v € K¢ vale pelo Lema 3.9 que

ho(f) +/¢dv < plogp + max é(z).
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Sendo vilido para toda a v, temos que

sup {hu(f) +/¢dl/} < plogp +max¢(z) < P(¢).

veke

Demonstragao do Teorema 3.2. Devido ao Corolario 3.6 vale que
fgﬁ{h”(f) +/¢dV} = P(¢).

Entao, consideremos uma sequéncia {x,} realizando o supremo. Sem perda de

generalidade podemos assumir que p, — u, na topologia fraca®™. Afirmamos

que i é um estado de equilibrio e pertence a K.

Com efeito, fixe uma partigdo U com didmetro menor que § (dado no Lema
3.4), tal que pu(9U) = 0 para todo U € U. Sendo p, elemento de K, vale pelo
Corolario 3.5 que hy,, (f) = hy, (f,U).

Dalf,

P(¢) = limsup {hun(f) + / ¢dun} — lim sup {hun(ﬂu) + / ¢dun}

n—oo n—oo

< hy(f.U) + / b < h(f) + / odu < P(6),

onde usamos a semi-continuidade da aplicacdo v —— h,(f,U).

Portanto,

Vamos provar agora que se 1 ¢ tal que P(¢) = hy,(f) + [ ¢dn, entao n € K.

De fato, usando o Teorema da Decomposicao Ergodica, definamos o conjunto
Q={x e M:n € K} Precisamos mostrar que 7(2) = 1. Suponha, por
absurdo, que n(2¢) > 0 e seja y € Q°. Entao, pelo Corolario 3.6, vale

i, () + / by < P(9).

Usando o fato que
() = [ o, (Dan(z)

(ver [Ke98], pagina 75), temos que

() + [oin= [ (hm<f>+ / ¢dnm> dn().
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Dai,
ho(f) + / oy < P(6),

contradizendo o fato que 7 satisfaz a igualdade.

Portanto n(2) =1, i.e, n € K.
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Capitulo 4

Apéndice

Vamos aqui estabelecer resultados que nos possibilitem provar a existéncia
de medidas f - invariantes, ergddica, absolutamente continuas com respeito a

Lebesgue e finitas.

4.1 Aplicagcao de 1° Tempo Hiperbolico

O resultado seguinte nos mostra o caminho para a existéncia de tempos

hiperbolicos para Lebesgue quase todo ponto em M.

Teorema 4.1. Dado um niumero real o1 e inteiros p,q > 1 com o1 > q, entao
eziste 5o > 0 tal que vale o seguinte: Se M € uma variedade com volume finito,
f: M — M é uma aplicagio de classe C*, e {Bi, ..., By, Bpi1, ..y Bpiq} € uma

cobertura de M por conjuntos mensurdveis tal que
1. |detDf(x)| > o1 para todo x € Bpi1 U...U Bpig;
2. flp, € injetiva para todo i =1,2,....,p+q.
Entao, quase todo ponto x € M satisfaz

1 )
lim Eﬂ{0§j<n:fj(x) €BiU..UB,} >

Demonstragao. Fixe n € N. Dado i = (ig, .., in-1) € {1,..., 0, ..., » + ¢} ™,
denote
[i] = By N fH(Bi,) NN (B, ).
Defina g, (i) = #{0 < j <n —1:4; < p}. Uma simples contagem nos dé que

Hi:ga(D) <con}< Y < L )p’“q"’“ <prgt Y ( . >

k<somn k<gom
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Utilizando uma aplicacao da formula de Stirling (ver [BV00| ou [BDV05]),

obtemos v > 0 tal que

> (k)=

k<son
onde ¢y — 0 implica v — 0.
Portanto

#{i: gn(i) < con} < e"pongm.

Vamos estimar agora a medida de Lebesgue de [i]:

Leb([ﬂ)Z/ XBio'Xf—l(Bil)'~--'Xf—n+1(Bin_1)d(Leb)S/ [T X/ p d(Leb)
M M >pt1 !

< / [T IdetDf ()| d(Leb) < oy ™" Leb(M).
M >p1
Seja I, = U [i]. Vamos estimar a medida de Lebesgue de I,,:

9n(1‘)<§0n

Leb(I,) < > Leb([i]) < Leb(M)oy " - 4{i : g (i) < on}

gn(é)<§0n
< Leb(M) (a;(17€°)67p‘0q)”.

Por hipodtese ¢ < 01, logo podemos fixar ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que
e'pg < oi_go. De fato, quando ¢y — 0 entao 0°e’p*®q — ¢ e também vale
o3°e’p*q > q. Dai existe ¢y > 0 tal que vale o afirmado.

Concluimos assim que a medida de Lebesgue de [, vai a zero
exponencialmente rapido. Pelo Teorema de Borel-Cantelli (ver [Fer02]),
Lebesgue quase todo ponto z € M pertence a um numero finito de I,,’s. Pela

defini¢ao dos I,,’s concluimos o resultado.
O

O préximo resultado é o que garante a existéncia de infinitos tempos
hiperbélicos para Leb quase todo ponto na variedade M, e assim teremos a
possibilidade de construir a aplicagao de primeiro tempo hiperbolico a que nos

permitird construir as medidas que tanto almejamos.
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Corolario 4.1. Nas condigoes do Teorema anterior, Leb-q.t.p possui infinitos
tempos hiperbdlicos e além disso vale que [,, n1(x)d(Leb)(x) € finita, onde ny(x)

exatamente o primeiro tempo hiperbdlico de x.
Demonstragao. Consideremos o conjunto
I = | J{li] : #{0 < j < m3i; > p} > yon},

onde [i] = B, N f~YBy) N ...nN f(B,_1) e 90 = 1 — . Obtemos
anteriormente, no fim da demonstragdo do Teorema 4.1, que Leb(I,,) decresce
exponencialmente rapido a zero.

Dado z € I}, consideremos

ap =log || Df(fF)™"| .

Temos que

S

n—1

1 1
Dy < 1 (log(1 48001 480)7 0700 < (log(1 -+ ) (1 4-80) 70"
3=0

<log(1+ 60)(1+6,)" 07 < —4e.

Consideremos os valores, A = sup — log || Df(y)’1 I, c2 = 3cec; = 2c.
yeM
Observem que estamos nas condi¢oes do Lema 3.3. Portanto garantimos que

existem inteiros 1 < n; < ... < ny < n, com | > n, tal que para

c
A—2c
0<k<n;,it=1,..,1, vale
n;
Z a; < —2c(n; — k).
j=k+1
Portanto = possui infinitos tempos hiperbélicos. Como a unido dos I;’s tem

Lebesgue medida total, temos que Leb-q.t.p possui infinitos tempos hiperbolicos.

Agora, consideremos os conjuntos

Hy :={x € M : k é o primeiro tempo hiperbélico} e L,, := U Hy.
k>n

Pelos calculos anteriores conclui-se que IS C L¢, ie, L, C I,, para n
suficientemente grande. Dai, Leb(L,) decresce exponencialmente rapido, em

outras palavras, existem K > 0 e d > 0 tal que
Leb(Ly,) < Ke™ %, Vn > ny.
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Finalmente,

/ 1(x)d(Leb)( Z nLeb(H Z Leb(Ly,) < Cte < 0.
M

O

Lema 4.1. Se f: M — M € uma aplicacio C*, entio v : M — R definida
por (z) = —log | det Df(x)| € uma fungao COF.

Demonstragao. Visto que M ¢é compacta e —log|det| é localmente
Lipschitz, conclui-se que —log|det | é Lipschitz sobre D f(M). Donde, usando
que Df € C%", temos

(@) =) < C || Df(x) = Df(y) < Cd(z,y)",
para todo x,y € M.
|

Definigao 4.1. Os conjuntos V,,(z) = f. 1 (Bs(f"(x))), para x € M, sdo

chamados de pré-bolas hiperbolicas.

Teorema 4.2. Para todo z,y € V,(z), vale

_ |detD f™(2)|
S ey =

Demonstracao. Vamos fazer os seguintes céalculos:

|detD f"(z)| i
{detD () — 2 (oBldetDI(F ()] ~log|det D (' ()]

=0

log

n—1 n—1 )
<CY d(f'(2). fly)<C ( ) d(f"(2), f"(y))" = %(dwmw))”

i=0 i=0
onde usamos o Lema 3.4 na segunda desigualdade.

Consideremos C = eB, entdo

detDf"(2)]
detD ) = <

Para obter a desigualdade inferior basta trocar os papéis de z e y.
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Relembre que obtemos no Corolério 4.2 um conjunto de medida de Lebesgue
total o qual todos elementos possuem infinitos tempos hiperbélicos, denotemos
esse conjunto por H. Defina, a aplicagao induzida pelo tempo hiperbolico,

F:H — H por

F(z) := fm@)(z) = f'(x), se x € H,.

Observagao: F & injetiva sobre as pré-bolas hiperbolicas V,, ()(.). Mais
geralmente, dado k > 1 e x € H existe pré-bola hiperbélica na qual FF ¢é
injetiva.

Com essas notagoes, estamos aptos a provar o seguinte resultado

Lema 4.2. Ezxiste K1 > 0 dependendo apenas de f, tal que para todo k > 1,
todo ramo inverso F7% e todo A, B no dominio de F;* vale

_Leb(A) _ Leb(F;*(A))
1 Leb(B) = Leb(F; *(B)) =K

Leb(A)
"Leb(B)

(4.1)

Demonstragao. Seja G = F*. Pela defini¢io de Jacobiano, temos

Leb(A) fG(A) |detD f™* (x)|d(Leb)
Leb(B) — fG(B) |det D f7k(x)|d(Leb)

Pelo Teorema 4.2 vale

Leb(A) _ _, Leb(F*(A))
Leb(B) = ¢ Leb(F; *(B))’

Basta tomar K; = C? para encerrar o resultado.
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4.2 Existéncia de Medidas em /C,

Vamos agora utilizar os resultados provados anteriormente para construir

uma medida que pertenca ao conjunto /C,.

Lema 4.3. Todo ponto de acumula¢io da sequéncia
1 n—1
ni=—9Y FJ(Leb 4.2
o=, 3 P (ke (42)

€ uma medida F-invariante e absolutamente continua com respeito a Lebesque.

Demonstragido. Seja pp um ponto de acumulagao da sequéncia (4.2). Seja

u e CO'(M), vale

/ (o F)dpy, = / udpi, + % ( / (wo F™)d(Leb) — / ud(Leb)) .

Visto que || u [|oo< 00, entdo

e Pidue = [ wdus.

Portanto pr é F-invariante.
Dados A um conjunto com didmetro menor do que § e B uma bola de raio

)
—, onde ¢ é dado no Lema 3.4, vale pela estimativa (4.1) que

Leb(FR(A))
Leb(F; *(B))

Leb(A)

<K .
= "' Leb(B)

Somando sobre todos os ramos inversos de F~! obtemos

Leb(F~*(A))
Leb(F—*(B))

Leb(A)

< .
=& Leb(B)

Seja W := inf{Leb(B) : B ¢é bola de raio $} > 0. Entéo,
Leb(F~*(A)) < KyLeb(A),

com Koy = K1W71.
Decorre desta ultima desigualdade que pp é absolutamente continua com

respeito a Lebesgue.
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Relembremos que Hj € o conjunto dos pontos que possuem k como primeiro

tempo hiperbolico e Hy = M. Defina a medida

=33 el H,

n=0i=n+1

A C M mensuravel.

Lema 4.4. A medida p1y € f-invariante, finita e absolutamente continua com

respeito a Lebesgue.

Demonstragao. Seja A C M mensuravel

= i i pr(f~ (A ZZNF A)N H;)

n=01i=n-+1 n=11i=n
*Z Z wr(f~"(A)N H;) +ZﬂF "(A) N Hy).
n=11i1=n+1 n=1

Devido ao Corolario 4.2, { H;} forma uma parti¢ado mod 0 de M. Dali,

pr(A) =" pr(ANH,),

=1

e usando a invaridncia de pur temos

pr(A) = pr(F1H(A)) = ZMF(F_I(A) NH;) = ZMF(f_i(A) N H;).

Donde

Y S w3 (A ()

n=1i=n+1 n=1
Y S el A M) = py(A)
n=0i=n+1

Vamos mostrar agora que py ¢ absolutamente continua com respeito a
Lebesgue.

Seja A tal que Leb(A) = 0. Entdo Leb(f~*(A)) = 0, com efeito se ocorresse
o contrario existiria B C f~*(A) satisfazendo Leb(B) > 0 e f*|p ¢ injetiva. Dai

terfamos,
0 > Leb(A) > Leb(f*(B)) = / |det D f*(x)|d(Leb) > oy "Leb(B) > 0
B

Sendo assim, pup(f~%(A)) =0, Vk > 0, e isto implica que s(A) = 0. Donde
segue-se o resultado.

Finalmente vamos provar que py ¢ finita.
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Vejamos os seguintes calculos simples

prM) =" > up(fTHM)NH) = Y pe(Hy)

n=01i=n+1 n=01i=n+1

=D pp(Ho) + D pue(Ha) + 4D e (Hy) +
i=1 =2 i=n
=ppr(H1) +2up(Ha) + ... + nup(Hy,) + ...
< KyLeb(Hy) + 2Leb(Hsy) + ... + nLeb(Hy) + ...
:/ ni(x)d(Leb) < .
M
O

Vamos agora construir uma medida que possui as mesmas propriedades de

(y mais a propriedade de ser ergodica.

Teorema 4.3. Eziste ao menos uma probabilidade f-invariante, ergddica e

absolutamente continua com respeito a Lebesgue.

Demonstragao. Visto que Lebesgue quase todo ponto possui infinitos
tempos hiperbolicos, sabemos que para toda particao P = { Py, ..., P, } em regices
com didmetro menor que § (6 dado no Lema 3.4) vale diamP™(z) — 0, para
x em um conjunto com Leb-medida maior que 1 — i Fixe uma partigao nas
condigoes anteriores tal que o interior de cada elemento dela é nao vazio.

Relembre que H é o conjunto dos pontos com infinitos tempos hiperbélicos.

Considere A um conjunto invariante para p ¢ tal que py (;1) > 0. O Corolério
4.2 garante que H tem py medida total. Dai faz sentido trabalharmos com
A=ANH em vez de A.

Como pf(A) > 0, podemos considerar € A um ponto de densidade para
Leb. Dado € > 0, existe R > 0 tal que se B é um conjunto aberto contendo x e
com didmetro menor que R entao,

Leb(B\ A)
— < €.
Leb(B)
Seja n(x) tempo hiperbolico suficientemente grande para que diamP"(x) < R.
Seja A,, um elemento de P™ contendo . Entao vale
Leb(A, \ A)

Leb(A,)  ~©
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Sejam U,y = f"(An) e gn o ramo inverso de f~" que envia U, em A,.
Aplicando o Lema 4.2 ao ramo inverso g, obtemos

Leb(Usny \ A) < Leb(A, \ A)

K.
Leb(Usm) =V Leb(A,) €

Visto que P é finito, existe um indice i entre 1,...,{ tal que Leb(U; \ A) = 0.
Dai, existem no méximo [ conjuntos f-invariantes com medida de Lebesgue
positiva e disjuntos dois a dois. Assim, M é particionada em um namero finito,
s < I, de conjuntos invariantes Ay, ..., A; minimais e com medida de Lebesgue
positiva.

Para finalizar, considere as probabilidades

uf(BﬂAi) .
i(B)=——F——",1=1,..,1
pi(B) 1 (A

As probabilidades ;s satisfazem o resultado.
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