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Resumo

Demonstramos o Teorema de Decomposicao de Cheeger-Gromoll,
o qual garante que uma variedade Riemanniana completa n-
dimensional, com curvatura de Ricci nao-negativa, que possui
uma linha, pode ser decomposta isometricamente num produto
Riemanniano de uma variedade (n-1)-dimensional com o conjunto

dos reais.

Palavras-chave: Isometria, Formula de Weitzenbdock, Laplaciano,

Decomposicao de Cheeger-Gromoll, Func¢oes de Busemann.



Abstract

We demonstrate the Splitting Theorem due to Cheeger and
Gromoll, which ensures that a complete Riemannian n-manifold
which has nonnegative Ricci curvature and a line, can be split
isometrically into the Riemannian product of real with a (n-1)-

manifold.

Key words: Isometry, Weitzenbock’s Formula, Laplacian,

Splitting Theorem of Cheeger-Gromoll, Busemann Functions.
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Introducao

O Teorema de Decomposicao de Cheeger-Gromoll é de fundamental
importancia em Geometria Riemanniana e, além disso, possui muitas
aplicacoes. Inicialmente, este teorema foi provado por Cohn-Vossen, em
1936, para superficies no espaco Euclidiano R? e, em seguida, por Toponogov
em 1964, para variedades completas n-dimensionais, com a hipotese de
curvatura seccional ndao-negativa. A versao que apresentamos aqui, devida a
Cheeger e Gromoll, generaliza o Teorema de Decomposicao para variedades
Riemannianas completas com curvatura de Ricci nao-negativa, cujo resultado
foi publicado em 1971 no Journal of Differential Geometry com o seguinte

enunciado:

Teorema 0.1. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci nao-negativa. Entao M € isométrica a um produto
Riemanniano da forma R* x N, onde N ndo contém linhas e R* possui

a métrica canonica.

No entanto, com um argumento de inducao finita, é suficiente provar que
se (M", g) é uma variedade Riemanniana completa, a qual contém uma linha
e Ric(M) > 0, entdo M ¢ isométrica a um produto Riemanniano da forma
R x N. Pois, teremos Ric(N) > 0 e N completa.

Esta dissertagao estd dividida da seguinte maneira.

No primeiro capitulo apresentamos conceitos basicos de Geometria
Riemanniana e procuramos fixar as notacoes.

No segundo capitulo, alguns resultados preliminares sao demonstrados, a

saber, por exemplo, a Formula de Weitzenbdock.
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Proposicao 0.1. Seja f € C? uma funcdo definida em M. Entdo
1
§A (| grad f|*) = |Hess f|* + (grad f, grad(Af)) + Ric (grad f, grad f).

Apresentamos também resultados sobre a Hessiana da funcao distancia e

concluimos o capitulo com o Teorema de Comparacao do Laplaciano:

Teorema 0.2. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa. Supo-
nhamos que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric(M) > (n—1)kg. Seja r
a distancia geodésica ao ponto p € M. Suponhamos ainda que a funcao r é

diferencidvel no ponto x. Entao
Ar(z) < Arg(Z),

onde m,(T) =r(x) =19 e 19 < T se k> 0.

Finalmente, no terceiro capitulo desta dissertacao, demonstramos o Teo-
rema de Decomposicao de Cheeger-Gromoll. Antes, porém, ainda demons-
tramos alguns resultados com o intuito de apresentarmos o teorema final
com uma boa objetividade. Dentre tais resultados, mostramos que a funcao
de Busemann b associada a um raio 7 é super-harmonica no sentido das
distribuicoes e o Teorema de Comparacao do Laplaciano no sentido das
distribuicoes.

Ressaltamos que a demonstracao feita nesta dissertagao ¢ baseada no
seguinte artigo:

Eschenburg, J.-H., Heintze, E., An elementary proof of the Cheeger-
Gromoll splitting theorem, Ann. Glob. Analysis and Geometry, vol. 2,
(1984), 141-151.

O qual apresenta novas técnicas de como atacar teoremas de
decomposigao.

Vale observar que o teorema nao é valido para variedades que possuem
curvatura escalar nao negativa. Como contra-exemplo, podemos citar a va-

riedade R? x S? com a métrica de Schwarzschild.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos da Geometria

Riemanniana

Neste capitulo introduzimos conceitos e resultados béasicos de Geometria
Riemanniana, tais como variedades e métricas Riemannianas, a conexao de
Levi-Civita, curvaturas, variedades completas e outros conceitos que preci-

saremos para os proximos capitulos desta dissertacao.

1.1 Variedades e Métricas Riemannianas

Sabemos que dada uma variedade diferenciavel M™, um campo de vetores
X em M é uma aplicagdo que a cada ponto p € M associa um vetor X (p)
pertecente ao espago tangente T, M.

Considerando uma parametrizacao x : U C R” — M, podemos escrever,

para cada p € x(U),

n
0
X(p) =) cilp)5—(p),
i=1 O
onde {a%l(p), ..., 5—(p)} é a base de vetores tangentes em p € M associada
a X, eaq,...,q, sao fungoes diferencidveis em U. Com abuso de notacao,

escrevendo f ao invés de f o x, podemos também pensar em um campo

de vetores como uma aplicacao X : D — F do conjunto D das fungoes

12



diferenciaveis em M no conjunto F das funcoes em M, definida por

X () = Zai(p)a—%(p)-

=1

O conjunto de todos os campos de vetores em M sera denotado por X (M).

A seguir, apresentaremos o colchete de Lie de dois campos.

Exemplo 1.1. Sejam X =) . a5 817 eY =3 big- - pertencentes a X(M).
Entao [X,Y]:= XY =YX pertence a X(M).
De fato,

XYy (Z bz )
- 2 (o)
= S (var)
= S (35, *ba0n)
S5 () g+ wbigans
Analogamente, vemos que

= £% (va) o, + S S hoiggn,

Dai, usando o teorema de Schwartz, obtemos

XY (f)— ZZ( axz g;) gai'

Isso mostra que [X,Y] € um campo de vetores.

Denominamos [X,Y] o colchete de Lie dos campos X eY .
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Passemos agora a seguinte definicao:

Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M™ é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-, -)p =
gp(+, ) no espaco tangente 7, M, tal que: se x : U C R* — M é um sistema

de coordenadas locais em torno de p, entdo para cada i,5 € {1,...,n},

< 9 (g), -2 (q)>q ¢ uma funcao diferenciavel em U.

ox; ? %

0 0

Riemanniana no sistema de coordenadas x : U ¢ R* — M". Uma

As funcgoes g;; = < > sao chamadas componentes da métrica
variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana ¢ chamada variedade
Riemanniana. Denotaremos por (M",g) uma variedade Riemanniana de

dimensao n com uma métrica g.

Exemplo 1.2. A esfera unitdiria S"~'(1) = {x = (21, ...,1,) € R |z| = 1}
€ uma variedade Riemanniana. Com efeito, basta definirmos a métrica g por

g(u,v)p = (U, V)gn, onde u,v € T,S" 1.

Exemplo 1.3. O espaco hiperbolico H™.

Considere a variedade diferencidqvel U = R = {(x4,...,2,) € R*; 2, > 0},
com a carta id : U C R" — U. Dadop € U, p = (x1,...,2,), sejam
v,we T,U =R".

Definimos
1
hy(v,w) = = (v, W)gn -
n
Vé-se que (U/h) = H" € uma variedade Riemanniana, denominada

espaco hiperbdlico.

Exemplo 1.4. Variedades Imersas.
Seja f: M™ — N™% uma imersdo, isto é, f € uma aplicacdo diferencidvel
e dfy : Ty,M — TN € injetiva para todo p € M. Se N tem uma métrica

Riemanniana, f induz uma métrica Riemanniana em M, dada por

(u, v}, = (dfp(u), dfy(v)) () » w0 € T M.

Com efeito, como df, € injetiva, (-,-) € positivo definido. As demais

condi¢coes da definicao de métrica Riemanniana podem ser facilmente
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verificadas.

A métrica de M é entdo chamada a métrica induzida por f e f é uma
1mersao 1sométrica.

Quando f : M"™ — N""* & uma imersdo e, além disso, f ¢ um
homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por
N, diz-se que f é um mergulho. Se M C N e a inclusao ¢ : M — N é um
mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Uma classe importante de variedades Riemannianas é dada no exemplo

seguinte.

Exemplo 1.5. Métrica Produto.

Sejam (M, g1) e (M3?, go) variedades Riemannianas e considere o produto
cartesiano M = My x My com a estrutura diferencidvel produto. Sejam
m o My x My — My e my : My X My — M, as projecoes naturais.
Podemos introduzir em M; X My uma métrica Riemanniana pondo, para
cada (p,q) € My x My e u,v € Ty q)(My x My),

(U, 0) () = (dm1 - u, dmy - v), + (dmrz - u, drry - v),

Como casos particulares temos, por exemplo, S' x S!' = T? ou, mais
geralmente, S! x --- x S! = T”, os quais tém uma estrutura Riemanniana
obtida quando escolhemos no circulo S' C R? a métrica Riemanniana
induzida por R? e, em seguida, tomamos a métrica produto em T". O toro

T™ com esta métrica Riemanniana é chamado toro plano ou toro flat.

Teorema 1.1. Toda variedade com base enumerdvel, diferencidvel e de

Hausdorff possui uma métrica Riemanniana.
Demonstracao. Ver [3], pagina 47. ]

Definicdo 1.1. Sejam (M?",g) e (M",g) variedades Riemannianas. Um

difeomorfismo ¢ : M — M € dito uma isometria se

ﬁw(p)(dgop(v), doy(w)) = gp(v,w),¥Y p e M,Y v,w e T,M.
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1.2 A Conexao de Levi-Civita
Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M)x X(M) — X(M)
tal que, V X, Y, Z € X(M) eV f,g € D(M), tem-se
(i) VixegvZ = fVXxZ+gVxZ
(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(iii) VxfY = fVxY + X(f)Y.

9 pode-se facilmente ver, para X =

Em coordenadas locais, X; = -
3

ZZ- rX;eY = ZZ Y;Y;, que

ViV = Z(le%r + X(y ))Xk.

Os coeficientes T,

simbolos de Christoffel da conexao.

definidos por Vx, X; = >, F%Xk, sao chamados

Em termos dos coeficientes da métrica Riemanniana, os simbolos de

Christoffel possuem a seguinte expressao:
m 1 0 0 0 km
Ly = Z {8 Yik + 52,9~ By gij} g,

onde (g*™) é a matriz inversa de (gi,,), ver 3|, pagina 62.

Dada uma curva diferenciavel o« : I C€ R — M, um campo ao
longo de o ¢ uma funcao V : I — TM tal que V(t) € ToyM, onde
T'M ={(p,v)lp e M,vel,M} éo fibrado tangente de M.

Seja t € I. Em coordenadas, temos a base {%£} em T,/ = R. Por

defini¢do, aj(4) & o vetor tangente & curva o em a(t). Usaremos a notagao:

do (L) = o/ (t).
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Proposicao 1.1. Sejam M uma variedade Riemanniana com uma conerao
afim V e a : I — M uma curva diferencidvel. Entao para cada campo V

ao longo de «, existe um unico campo denotado por % tal que
(a) 2(V+W)=2L+ 2%,
d
(b) V)=V + %

(c) Se V(t) é a restricio de um campo Y definido numa vizinhan¢a de
a(I), entio B = VY.

Demonstracao. Ver [3], pagina 57. ]

Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é

simétrica se

VxY — VyX = [X, V],V X,Y € X(M).

A justificativa para tal nomenclatura vem do seguinte fato: V 7,5 €

{17... 7n}7

V. X; — Vi, X; = [X;, X;] =0,

0 que é equivalente a I'}; = T'%.
Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M é

compativel com a métrica se

O proximo teorema ¢ fundamental em Geometria Riemanniana.

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe
uma unica conexao afim NV em M que € simétrica e compativel com a métrica

Riemanniana.
Demonstracao. Ver [3], pagina 61. O

Tal conexao ¢ denominada conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana) de
M. A partir daqui estaremos sempre considerando variedades Riemannianas

com suas respectivas conexoes de Levi-Civita.
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1.3 Aplicacao Exponencial

Uma curva o em M é uma geodésica em ¢ € I se Za/(t) = 0.

Neste caso, se v(t) = 1/(d/(t),a'(t)) é a velocidade de «, temos que

S0A0) = a0, d()

Portanto, se o é geodésica, entao o vetor velocidade de « possui norma

constante.

Definicao 1.2. Um campo V ao longo de uma curva o € dito paralelo se

DV __
dt_O

Proposicao 1.2. Sejam o : I — M diferencidvel e Vy € T,)M. Entao

existe um tnico campo paralelo V', ao longo de «, tal que V(to) = Vj.
Demonstragao. Ver [3], pagina 58. O]

Como consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de solugoes de

equacoes diferenciais ordinarias, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 1.3. Dados p € M ev € T,M, existe uma unica geodésica
a: ] — M tal que a(0) =p e &/ (0) = v.

Se v € T,M, vamos denotar por v, a unica geodésica de M que passa por
p € M com velocidade v € T),M.
Seja ¥, = {v € T,M; , estd definida num intervalo contendo [0, 1]}.

Definigao 1.3. A aplicagio exp, : ¥, — M, definida por exp,(v) = 7,(1),

€ denominada aplicacao exponencial.
Proposicao 1.4. As sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. cada congunto X, C T,M ¢ estrelado em relagao a p;
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2. para cada v € T,M, a geodésica vy, € dada por 7,(t) = exp,(tv), para
todo t € R onde os dois lados estao definidos;

3. a aplicagao exp, € diferencidvel.

Demonstracao. Ver [3], pagina 71. ]

E possivel aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o
seu intervalo de definicdo e vice-versa. Isso segue de uma propriedade
conhecida, chamada homogeneidade das geodésicas. Em termos matema-

ticos, expressamos isso da seguinte forma:
Taw(t) =w(A), VoeT,M e Y AteR.

Proposicao 1.5. Para todo p € M, existem uma vizinhanga V' da origem de

T,M e uma vizinhanga U de p, tais que exp, : V. — U € um difeomorfismo.
Demonstracao. De fato,

d(exp,)o(v) = %(epr(tv))‘t:O

= Lo,

Logo, d(exp,)o é a identidade de T,M, segue-se entdo do teorema da
fungao inversa que exp, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanga de 0 em
T,M. O

O aberto U dado pela proposicao anterior é chamado vizinhanc¢a normal
de p.
1.4 Variedades Completas

Quando se esta interessado em estudar propriedades globais de uma va-

riedade Riemanniana, fica conveniente considerarmos variedades completas.
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Definicao 1.4. Uma wvariedade Riamanniana M ¢é (geodesicamente)
completa se, para todo p € M, a aplicagio exponencial exp, estd definida
para todo v € T,M, isto €, as geodésicas (t) que partem de p estao definidas

para todos os valores do pardmetro t € R.

Podemos definir uma distancia d(p, ¢) numa variedade Riemanniana, a
qual estaremos sempre supondo conexa, da seguinte maneira: d(p, ¢) = infimo
dos comprimentos de todas as curvas «, 4, onde ¢, , ¢ uma curva diferenciavel

por partes ligando p a ¢. Nao é dificil ver que (M, d) é um espago métrico.

Teorema 1.3 (Hopf-Rinow). Uma variedade Riemanniana é completa se, e

somente se, € completa como um espaco métrico.
Demonstracao. Ver [8], pagina 108. ]
O Teorema (1.3) possui varias conseqiiéncias, por exemplo:

(i) se M é completa, entdo dois pontos quaisquer de M podem ser ligados

por um segmento de geodésica minimizante;

(ii) se M é compacta, entdo M é completa.

1.5 Curvaturas

Nesta secao, introduzimos o conceito de curvatura numa variedade
Riemanniana, culminando com as definicoes de curvatura de Ricci e
curvatura escalar. Mais consideracoes sobre curvaturas podem ser vistas,
por exemplo, em [8], capitulo 7.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana é a aplicacao que a cada

par X,Y € X (M) associa a correspondéncia
R(X,Y): X(M) —s X(M)
dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z.
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Para um espago vetorial V' com produto interno (,), dados dois vetores

linearmente independentes z,y € V,

w Ayl =/ J22lyl? - (2, )’

é a area do paralelogramo gerado por {z,y}.
Pode-se verificar que, se 0 C T,M é um subespaco de dimensao 2 com

base {z,y}, entao
K(z,y) = <R(x7y)y27:r>

|z Ayl
nao depende da escolha da base de o.

Fica entao bem definida a curvatura seccional de ¢ em M no ponto p
como sendo o nimero real dado por K(o) := K(x,y).

Seja x = 2z, um vetor unitario em 7, M, tomemos uma base ortonormal
B = {z,...,2,-1} do hiperplano de T,M ortogonal a = e consideremos as

seguintes médias:

Definicao 1.5. Curvatura de Ricci

1
n—1

Ric,(x) =

Z(R(az,zi)zi,x% i=1,...,n—1

1

Definicao 1.6. Curvatura Escalar
1 .
S(p) = - Z Ricy(zj).
J

Em [3], pagina 108, é demonstrado que a curvatura de Ricci e a curvatura
escalar nao dependem das correspondentes bases ortonormais, portanto estao

bem definidas.

Ainda considerando a base ortonormal B, observamos que

n—1

Ricy(z) = ! ZK(z,zi).

-1
n i=1

Portanto, se M ¢é uma variedade Riemanniana com curvatura seccional
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nao-negativa em todos os pontos, entao 0 mesmo acontece com a curvatura
de Ricci, isto &, Ric(M) > 0.

Observacao 1.1. Algumas vezes usaremos a notacdio de Einstein, ou seja,
omitiremos o sinal de somatorio em somas que aparecem indices repetidos,

por exemplo
k Y
k

Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal de campos de vetores em torno de

!

um ponto p € M. Os coeficientes R;;;, definidos por

R(ei, ej)er = Z Réjkel
!

sao denominados componentes do tensor curvatura.

Temos ainda que

(R(ei ej)ex, €5) = ZRi'jkehes
!

= > Rigds
!
= Rfjk

= Rijks.

Os coeficientes R; ;s sao denominados coeficientes de Ricci.

Outra notacao que utilizaremos ¢ a seguinte:

Ric(v,w) =Y _(R(v,e;)es,w)) = (R(v, &;)es, w)) .

1

Os coeficientes de Ricci tém uma expressao em termos dos simbolos de
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Christoffel dada por
s _ F Fs Fl Fs Fs a T
ijk — Z ) Z jk aej ik
!

a qual, na notacao de Einstein, se expressa como

0 0
l I s s ]
e = U lh — Dl + e, i a_ej ik

(1.2)

A expressao (1.2) pode ser encontrada, por exemplo, em [3], pagina 103.
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Capitulo 2

Resultados Preliminares

Os resultados deste capitulo formarao uma base para o proximo e ultimo

capitulo desta dissertacgao.

2.1 Formula de Weitzenbock

Apresentaremos a seguir um resultado de grande importéancia, a saber: a
formula de Weitzenbock. Antes, porém, mostraremos a identidade de Ricci,

a fim de fazermos uso adiante.

Lema 2.1 (Identidade de Ricci). Dada f € C3(M), para quaisquer 1 <
1,7,k < n, vale a igualdade:

fit = fur + Risi fs,

onde Ry sdo os coeficientes de Ricci.

Demonstracao. Temos que

fo = ) 00
k= 8ek 8@u ki
0 f Of

— a1
de;0e;,  Oe,
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Dai,

Mas

e

Assim,
fis  Ofu
ael aek

Aplicando
Jikt — ik

a 1 u U
fzk:l — afk Flzfuk - Flk ut s
€l
a 1 u u
lek — fl Fk;zful - Fk;lfuz
Como T, =T, segue-se que
Of; " 0f; u
o = Fae = 05— T = T 4 T (2.1
€ €k
of 0 (Pf L, Of
de;,  Oe; \ Dejex * e,
B 03 f ( )8f . 0°f
T de0e;0e, ey ™ e, * De;0e,,
Oey, depOe;0e;  Oer v de, Ldepdey
0 of o2 f %, of 0 f
_ e u — (T¥y— 4+ T .
“96 N ger Vi genes T 9V W ae, T T gerae,
essa tltima equagao a (2.1), obtemos
B O . Of u82f 0 . Of . O*f
= 90T 50 Ui gene T e L0 9er T i Ge 00,
- Fﬁfuk+Fkiful
0 of 0% f 0 of O*f
- Yy e 9T 9 (u u
5ot Be, ~ UkBede, t e Ve, T 5e06,
o f of 0°f of
_ T _ T I TS )
li (aeuaek uk 865> + ki (86u861 ul 865)
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Usando mais uma vez a simetria dos simbolos de Christoffel, vemos que

uTs u TS 0 s 0 s af
= Rklsz'fs-

]

Proposi¢do 2.1 (Formula de Weitzenbock). Seja f € C® uma funcdo
definida em M. Entao

%A (| grad f|*) = |Hess f|* + (grad f, grad(Af)) + Ric (grad f, grad f).

Demonstracao. Seja {Ej, ..., E,} uma base ortonormal em torno de um ponto
p € M. Afirmamos que |grad f|* = >0 f% De fato, em p € M,
o campo grad f pode ser escrito na base {Fi,..., E,} como grad f(p) =
Yoo ai(p)Ei(p), onde cada a; : U — R é uma aplicagao diferenciavel em
U.

Visto que

fi = Ei(f)
= (E; grad f)

= Oy,
temos que grad f =" | f;E; e, portanto,

|grad f|* = (grad f,grad f)

= <ZfiEi>ZfiEi>
i—1 i1

= > f
i1

Isto prova a afirmacao.
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Agora,
(grad 11 = (A,
= Z2fz‘fij;

ou seja,

(| grad f|*); Z fifi.

Temos também que
1
5 (| grad Py = Z(ffj + fifiji),

donde

A (|grad f°) = Z (Z(ffj + fifijj))

= > (i + fifiy). (2.2)

i?j

Agora, como a Hessiana de uma fungao é um 2-tensor simétrico, temos
que fi;; = fji;. Usando este fato juntamente com a identidade de Ricci,

obtemos que
fij] ij] f]]l +R7,js]fs

Aplicando esta tltima igualdade a (2.2), vemos que

%A (|grad f|*) = Z(ffj + fil fiji + Rijsifs))-

Y]

27



Finalmente, obtemos que

%A (lgrad fI?) = Z i+ Z fifizi+ Z Rijsjfsfi
0,J 1,J 1,J
= |Hess f|” + (grad f,grad(Af)) + ) _ Ric(E,, B)) f, f;

= |Hess f|” + (grad f,grad(Af)) + Ric(Y _ fiEy, Y | fiEi)

= |Hess f|* + (grad f, grad(Af)) + Ric(grad f, grad f).

2.2 A Hessiana da Funcao Distancia

Nesta secao, obteremos dois resultados sobre a Hessiana da funcao
distancia. Tais resultados serao importantes para a demonstracao do

Teorema de Comparacao do Laplaciano na préoxima secao.

Proposicao 2.2. Seja r : M — R definida por r(x) = d(z,p), onde d é a
funcao distancia. Entao Hess r(a%, 8%) = 0. Além disso, se V X L a%, vale
)

Hessr(Z,X) =0, onde 2 ¢ o vetor velocidade.

Demonstracao. Usando a definicao de Hessiana para a funcao r e o fato que

0

as curvas r — rw, para w fixado, sao geodésicas com vetor velocidade 7,

temos que

Agora, pelo Lema de Gauss, ver [8], pagina 102, temos que

dr = —.
grad r .
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Portanto, se X L %, obtemos

Hessr(%,X) = Hessr(X,%)
0 0

= X—r— —

or (VXOT)T

0 0
= (Vy— =
< Xor’ 87“> ’
or
Usando a compatibilidade da métrica, obtemos

0 1 J 0
HeSST(E,X) = —§X<E,E>

Finalmente, como as geodésicas radiais sao parametrizadas por

pois X (2)r = X(1) = 0.

comprimento de arco,

]

Proposicao 2.3. Consideremos R™ munido com a métrica g, escrita em
coordenadas polares como dr? + [2(r)dw?, onde dw? representa a mélrica

canénica em S" L. Seja r(x) = d(x,p), onde d € a funcao distancia. Entao,

sex=rw,r >0, we S, para quaisquer X,Y ortogonais a 8%7
f'(r)
Hessr(X,Y) = 9(X,Y).
f(r)

Além disso,

Demonstragcao. Sejam X, Y campos de vetores tangentes ao conjunto de nivel
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r = ¢, onde ¢ é uma constante positiva. Temos que
Hessr(X,Y) = Y(X(r)) — VyX(r)
- r{x2)-(nnd)
- <VYX, > (X.Vvg) - (Trx. )

Na ultima igualdade usamos a simetria da Hessiana.

- KA
Bn =~ o

os campos coordenados em S" !,

0

o campo normal a hipersuperficie r = c e Forr

Agora, sejam

_90
81’”,17
Assim, para 1 <1i,7 <n — 1, temos que

o 0 0 0
Hessr(a—xi,a—xj> = <a—%,V6§”axn>

= Fzz‘gkj

Usando a férmula dos simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes

da meétrica e usando o fato que g,; = <§T, pr > =0, Vi=1,. — 1,
encontramos
0 n 8 7 0 ni
Tk = _Z k[ 990 gz 99
8:15Z T, 0
AGui
_ = k99l
N QZl:g or’

Mas, por outro lado,

aglz
or

=2ff'(dw?)y; e g" = f(dw?)".
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Dai,

D = 53 F ) o ),
l

f

Portanto,

g 0 B I
Hessr(a—xi,a—xj> = ?5#@91@]

_f (i i)
= FI\ow 0, )

Logo, se X e Y sao ortogonais a %, entao
fl
Hessr(X,Y) = Tg(X, Y).

Agora, sabemos que existe A : T'S — TS tal que tr Hessr = trA e
Hessr(X,Y) = (AX)Y), V X,Y € TS. Ora, A(X;) = a”X;. Isto implica
que (A(X;), Xi) = a¥ g, ou seja, a” = ¢/* Hess r(X;, X}).

Assim,

Ar = trHessr =trA
it
= ng?g(Xian)

fl

= (n-— 1)7

]

Exemplo 2.1. Calcularemos o Laplaciano da funcao distdncia vy, com res-

peito a métrica

dr® + fidw?,
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onde

1

— sin(Vkr), sek >0
7 (Vkr)

Je(r) =12 r, se k=20

1
\/__ksinh(\/—kr), se k <0.
1

Observamos que, quando k > 0, obtemos a mélrica da esfera S" de raio 5

que tem curvatura seccional constante k. Quando k < 0, obtemos a métrica

do espaco hiperbolico H", também com curvatura seccional constante igual a

k.

Quando k = 0, obetmos a métrica candénica do R™ em coordenadas polares.

E fdcil ver que

cos(Vkr), sek >0
fI:;(T) = ]_7 se k =0
cosh(v/—kr), sek <O.

Assim, para k > 0, temos

Hessry = —\/ECOS(\/ET)Q

sin(v/kr)
= VEkcot(Vkr)g.

Quando k =0,

1

Hessr = —g.

r

E
Vk cosh(vkr)
Hess ry,
sinh(v/kr)
= Vkcoth(Vkr)g,

se k < 0.
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Portanto

Vk cot(VEr), sek >0
1 =
— = - se k=0

vV —kcoth(v/—kr), sek <O0.

2.3 Teorema de Comparacao do Laplaciano

Partimos agora para o teorema de Comparacao do Laplaciano, o qual sera

demonstrado com o uso da formula de Weitzenbock.

Teorema 2.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana completa. Supo-
nhamos que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric(M) > (n—1)kg. Seja r
a distancia geodésica ao ponto p € M. Suponhamos ainda que a fungao r €

diferencidvel no ponto x. Entdo
Ar(z) < Arg(2), (2.3)

onde 1x(Z) = r(z) = ry erog < Jz se k > 0. Se a igualdade € satisfeita,
entao a curvatura seccional de qualquer plano que contenha o vetor radial,

ao longo de geodésicas ligando p e x, € constante e igual a k.

Demonstracao. A Hessiana da funcao r possui um autovalor igual a zero, pois

Hess r (%, %) = 0 e Hess r(%,X) =0,V XJ_%. Esse fato e a desigualdade

de Cauchy-Schwarz aplicada as matrizes Hessiana de r e Identidade nos dao

N

(Ar)?.
—1

| Hess 7|* > (2.4)

3
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Usando a formula de Weitzenbock e o fato de que | gradr| = 1, obtemos

o 0
0 = |Hessr|*+ (gradr,grad(Ar)) + Ric (E’ E)

o) a 0
— 2 ) - =
= |Hessr|* + <ar,grad(Ar)> + Ric (87"’ 87“)

9] a 9
— 2 el — —
= |Hessr|* + aTAr+ch<aT, 87“)

g 0
_ 2 ! .
= |Hessr|” + (Ar) + Ric <_8r’ _87"> .

Seja ¢ = Ar. Usando a hipotese sobre a curvatura de Ricci e a

desigualdade (2.4), vemos que

@2

o + 1+(n—1)k§0.
Estudando o caso da igualdade, observamos que ¢ = Ar, = (n — 1)% sa-
tisfaz a igualdade, onde 7 é a funcao distancia sobre a variedade de curvatura

seccional cons-tante k£ e

1
— sin(Vkr), sek >0
7 (Vkr)
fe(r)=1¢ r, se k=0
1

sinh(v—kr), sek <O.

vk

Visto que v € injetiva em seus respectivos dominios, podemos escolher

uma fungao 6(t), definida em [0, ry), satisfazendo
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segue-se diretamente que
(1) < ' (0()).
Mas ¢'(t) = 9'(6(¢))0'(t) e, portanto,

(O)0' (1) < ¢'(0(1)).

Como ¢'(t) < 0, temos 0'(t) > 1. Integrando esta tultima desigualdade
segue-se que 0(t) > t, donde

pois a funcdo 1 é decrescente. Isto &, vale a desigualdade (2.3).
Quanto a igualdade em (2.3), sabemos que a mesma ocorre se, e somente

se, a Hessiana é multipla da identidade, ou seja, Hessr = Al, para alguma

constante A. Mas o fato de Hessr (a%v a%) = 0 implica, neste caso, que o

termo ay,, da matriz Hessiana de r ¢ nulo e, portanto, | Hessr[> = (n — 1)\2.

Por outro lado,

wQ
|Hessr|? = ——.
-1
Dessas duas altimas igualdades, segue-se que A\ = -Y.  Agora,
n—1
consideremos a base B = {61,...,en,1,8%} de vetores ortonormais que
diagonaliza a Hessiana de r.
Afirmamos que
\Y 0 4
— = e;.
“9r n-1"

De fato, escrevendo Veja% na base B, temos

. 0
Veja = ;akek + aa.
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Dai, <V =a = 0, pois

€ dr” 87“

Para i # j, temos <V
todo @ # j.

Assim, obtemos que

o 6r7el> = Hessr(ej,e;) = 0, ou seja, a; = 0 para

)
Ve 5

Como o = <Ve] ot ej> = Hessr(ej, €;) = A, temos

= Oéjej.

E a afirmacao esta provada.

Temos entao

0
K (6]', E)

x
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Definicao 2.1. Dizemos que Ar < f no sentido das distribuicoes, se

/TAWS/SOﬁ V>0, peCy®(M).
M M

O Teorema de Comparacao do Laplaciano também é valido no sentido

das distribuicoes.

Teorema 2.2. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana completa e v a
func¢ao distancia geodésica. Suponhamos que a curvatura de Ricci de g sa-
tisfaz Ric(M) > (n—1)kg. Entao Ar(z) < Arg no sentido das distribuigoes.

Demonstragao. Seja p € M e consideremos o mergulho exp, : Zp — M.
Consideremos também uma familia de abertos estrelados {€2., ¢ > 0} tal

que, quando € — 0, 2, — Zp. Pelo Teorema de Comparacao do Laplaciano,
/ Arg < / Arp, @ > 0. (2.5)
Agora, a primeira identidade de Green nos da

/ Argpz—/ (gradr,gradg0>+/ or .
c c a0, On

Como ¢ > 0 e Q. é estrelado, temos que a integral sobre {2, é maior ou

igual a zero. Dai

/ Arp > —/ (grad r, grad ¢) .

Fazendo £ — 0 e usando a desigualdade (2.5), obtemos

1

Como a funcao distancia é Lipschitziana, conseqiientemente é ¢.t.p. dife-

(grad r, grad ¢) < / Argp.
2

P

renciavel e, portanto, sua derivada coincide com a derivada fraca em H*, ver
[6], paginas 81 e 235.
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Por outro lado, a definicdo de derivada fraca em H' nos diz que

—/ (gradngradgp):/ rAp, Yo >0, pc C5(M).
M M

Portanto

/TASDS/ Argp, Vo >0, o € C3°(M).
M M
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Capitulo 3

O Teorema de Decomposicao de

Cheeger-Gromoll

Neste capitulo estaremos sempre nos direcionando ao Teorema de
Decomposi¢ao de Cheeger-Gromoll, obtendo antes importantes resultados

que faremos uso em sua demonstracao.

3.1 Funcoes de Busemann

As fungoes de Busemann desempenham um papel importante na demons-
tracao que daremos do Teorema de Cheeger-Gromoll sobre decomposicao de

variedades Riemannianas com curvatura de Ricci nao-negativa.

Defini¢ao 3.1. Uma geodésica vy : (—o0,00) — M, parametrizada pelo
comprimento de arco, € chamada uma linha, se d(~(t1),v(t2)) = |t1 — ta,

\4 tl,tg S (—O0,00)

Defini¢ao 3.2. Uma geodésica v : [0,00) — M, parametrizada pelo
comprimento de arco, é chamada um raio, se d(v(t1),v(t2)) = |t1 — ta,
v tl,tz S [0,00)

Observamos que se M é completa e nao compacta, entdao, para todo
p € M, existe um raio v tal que v(0) = p, ver [2]|, pagina 405. Porém

nem toda variedade completa e nao compacta possui uma linha, como é
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o caso do paraboloide de revolucao {(zr,y,2z) € R® | 2 = 22 + y*}. Uma
demonstracao deste ultimo fato pode ser encontrada em [2|, paginas 309 e
363.

Definicao 3.3. Dado um raio v, a funcao de Busemann associada a esse

raio, b, € definida por

by () = lim (d(x,7(1)) — 1)

t—0o0

Dada uma linha 7 : (—o00, 00) — M, podemos associar a ela duas fungoes

de Busemann, a saber:

bt (z) = lim d(x,v(t)) — t,

t—00

b (z) = lim d(x,y(—t)) — t.

t—00

Definindo
b () := d(z, () — t,

temos, pela desigualdade triangular, que

bi(x) < d(z,7(0)) +d(v(0),7(1)) - t
= d(x,7(0)).
Portanto, a familia de funcoes {b;};>o ¢ uniformemente limitada nos

compactos de M. Afirmamos agora que esta familia é nao-crescente.

De fato, se t; < ty, pela desigualdade triangular, temos

=8

b?; () = d(z,7(t2)) — t2
< d(z,y(t)) +d(y(t),v(t2) — T2
d(l‘,’}/(tl)) + tz - tl — tg

h ().

N

Il
o

A familia t — b ¢, portanto, mon6tona nao-crescente. Assim, b — b*
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uniformemente nos compactos de M e b™ estd bem definida.

Observamos ainda que, como

b (z) = b (y) = d(z,y(t)) — d(y,(t))
d(z,y) +d(y,~(t)) — d(y,¥(t))
d(z,y),

IN

as funcoes b;” sao Lipschitzianas para ¢ > 0, com constante de Lipschitz igual
a 1, claro que a funcdo b também é Lipschitziana, sendo, portanto, ¢.t.p.

diferenciavel, ver [6], pagina 81.

3.2 Teorema de Cheeger-Gromoll

A idéia da prova consiste em construir uma funcao h suave e harmonica,
definida em M, tal que |gradh| = 1. Entdo, com o auxilio da férmula de
Weitzenbdck, mostramos que os conjuntos de nivel de h sao subvariedades
totalmente geodésicas de M. Definimos entdo N = h~'(0). Para tal cons-

trucao, contaremos com as fungoes de Busemann b* e b~ associadas a linha

.

Proposicao 3.1 (Desigualdade do Valor Médio). Seja (M™, g) uma
variedade Riemanniana completa com Ric(M) > 0. Seja f > 0 uma fungao

Lipschitziana tal que Af < 0 no sentido das distribuicoes. Entao

1
@)= /B o

Demonstracio. E suficiente mostrar que a funcio h : (0,00) — (0, 00),

1
W(R) = / /,
wan Br(x)

¢ nao crescente. Pois, como

definida por

im—— [ f=f(),

B0 wy, R" Br(z)
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uma vez mostrado que h ¢ nao crescente, teremos o seguinte: se R > R; >
>Ry >+ >0,entdo h(R) < h(Ry) <--- < h(R,) <--- < f(x).

Observemos que h é localmente Lipschitziana, portanto, h é q.t.p. dife-
renciavel.

Temos que

1 ! n
H(R)<0 & (/ f)— | <o
W B \J () W R )

- </BR(I) f>l = %/BR(I) g

Ainda,

i) fV/detg dx — | f/detg dx
lim sup Bty LD < / f/detgdo
int(SpNY,)

e—0 €

= fdoy,
Sk
onde Sp = exp,(int(SkN}_,)).
Precisamos entao mostrar que
R/ f<n I (3.1)
r Br

Vale observar que estamos omitindo em (3.1) o elemento de area na

integral da esquerda e o elemento de volume da integral do lado direito.

Agora,
fAr? = lim fAr?
Br e20 Jexp,(Br(0)NQ:)
O 2
= lim —/ <gradf,gradr2>+/ fL
e=0 exp, (Br(0)NQ:) dexp,(Br(0)NQ) on
>

— <grad f,grad r2> +2R f
Sk

Br
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ou seja,

QR/ f- <gradf,gradr2> §/ fAr2.
r Br

Br

Ora, pelo Teorema de Comparacao do Laplaciano no sentido das

distribuicoes,
Ar? = 2rAr+2(gradr,gradr)
< 2(n—1)+2=2n.
Portanto,
ZR/ f— <grad f,grad r2> <2n I
qu BR BR

Temos também que

— (grad f,gradr®) = — (grad f, grad(r* — R?))

Br Br

-/ At R

> 0,

pois Af <0er?(z)— R*<0,Vz € Bpg.
A desigualdade (3.3) aplicada a (3.2) nos fornece

oR| f<on| /.

s, Bn

(3.2)

(3.3)

]

Corolario 3.1. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana completa com
Ric(M) > 0 e f : M — R uma fungdo nao-negativa com Af < 0.

Suponhamos que eziste xo € M tal que f(xo) = 0. Entao f = 0.

Demonstracao. De fato,

0> / L,V R.
Br(zo)
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]

Lema 3.1. Seja (M™,g) uma wvariedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci nao-negativa. A funcao b : M — R, € super-harménica

no sentido das distribuicoes, isto é, AbT < 0 no sentido das distribuicoes.

Demonstracao. O Teorema 2.2 implica, para todo ¢t > 0 e para toda ¢ € C§°,

¢ >0, que

[ viae = [ onn

M M
Zl/dﬁﬂﬁﬂﬁw

M
<(n—D/}——j——
= w d(z, (1)
Ora,

d(x,y(t)) = d(v(t), 7(0)) — d(+(0), z).

Temos entao que, fixada a funcao ¢ diferenciavel, nao-negativa e de

suporte compacto,

1
lim =0.

e ATERT0)

Logo, obtemos

/b+Ag0 < 0.
M

]

Vale observar que, analogamente, podemos provar que b~ também ¢é
super-harmonica no sentido das distribuigoes.
Estamos agora em condigoes de demonstrar o principal resultado desta

monografia, o Teorema de Decomposicao de Cheeger-Gromoll.

44



Teorema 3.1. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci nao-negativa. Se M possui uma linha. FEntao M ¢é
isométrica a N X R munida da métrica produto, onde N € uma variedade

Riemanniana de dimensdo (n — 1) com Ric(N) > 0.

Demonstracao. Inicialmente, usando a desigualdade triangular, vemos que
a funcao f(z) = b*(x) + b~ (x) é ndo-negativa. Além disso, f(x) = 0 para
x = 7(t). Pelo Lema 3.1, a fun¢do f é super-harménica no sentido das
distribuicoes, uma vez que f é soma de fungoes super-harmonicas. Segue
entao do Corolario da Proposicao 3.1 que f = 0 em M. Portanto, Af = 0,
isto &, AbT + Ab~ = 0. Isto implica que Ab™ = Ab~ = 0 no sentido
das distribuicoes, pois AbT < 0 e Ab~ < 0. Isto garante a suavidade das
funcoes de Busemann, pelo Lema de Weyl. Afirmamos agora que a funcao
h := b* satisfaz |grad h| = 1. De fato, |grad h|?> < 1, pois ja vimos que
h é Lipschitiziana com constante de Lipschitz igual a 1. TLogo a funcao
F :=1—|grad h|* é ndo-negativa.

Usando a formula de Weitzenbock, temos

1
§A (|grad h|?) = |Hessh|* + (grad h, grad(Ah)) + Ric (grad h, grad h)

> |Hess h|> > 0.

Segue-se entdo que AF < 0. Por sua vez, temos que Lh(y(s)) = —1 (isso
segue da definigdo de b™) e, portanto, (grad h,v'(s)) = —1. A desigualdade

de Cauchy-Schwarz implica
1= |(grad h,7'(s)) | < |grad h[|¥'(s)| <1,

donde grad h = —~'. Dai, obtemos que F(y(s)) = 0. Finalmente, usando o
Corolario (3.1), temos F = 0. Isto prova a afirmacao, ou seja, |grad h| = 1.
Como conseqiiéncia disso, ainda obtemos que | Hess h| = 0. Portanto grad h
é paralelo.

Podemos entdo definir uma isometria entre R cartesiano N := h1(0) e
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M da seguinte maneira:

p:RxN—M
(t,x) — exp,(tgrad h(zx)),

Com efeito, para vetores verticais basta observarmos que

0 0
<d90m ((‘%) do(t,z) <8t>> = (grad h, grad h)

=1
_ /9 9
N\ ot ot/

Quando temos um vetor vertical e outro horizontal, o resultado segue do
Lema de Gauss.

Finalmente, no caso em que temos u e v, vetores horizontais, a fun¢ao

t) = <d90(t,$)(u)7 d@(t,a&)(v» 5

é constante em ¢. Com efeito, pelo Lema de Simetria, ver [3], pagina 76, e

por grad i ser um campo paralelo, obtemos

fl(t) = <Vgradhd90 t,z) (u)7 ng t,x (U)> + <d90 t,x) (U), vgradhdw t,x (U)>

- <Vd% w) grad b, d( g (v )> <d<pm( ): Vg gradh>
= 0.

Portanto,

(dp(ea) (1), dpaay(v)) = (dipo(u), dipo(v))

para quaisquer u,v € T; R x N. ]
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Corolario 3.2. Seja M wuma wvariedade Riemanniana completa com
curvatura de Ricci ndo-negativa. Entao M € isométrica a um produto N x R¥,

onde N ndao contém linhas e R¥ possui a métrica canodnica.

Demonstracao. De fato, se M™ possuir uma linha, entao pelo teorema
anterior, M é isométrica a um produto R x N* 1. Se, além disso, N possuir
uma linha, entdo usamos o teorema mais uma vez, ja que Ric(N) > 0e N ¢é

completa. O resultado segue por indugao. O]
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